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RESUMO

As expressoes livres de contexto estendidas pelo operador de empilhamento (PDOp -
Pushdown Operator) constituem um formalismo denotacional capaz de representar todo
o conjunto das linguagens livres de contexto. Entretanto, o algoritmo de conversao dessas
expressoes para automatos de pilha produz, em geral, modelos nao deterministicos, cuja
execucao nao ¢ eficiente em maquinas deterministicas e pode apresentar comportamentos
indesejaveis, como ciclos infinitos decorrentes da presenca da palavra vazia. Este traba-
lho investiga restri¢coes formais e estruturais que permitam a construcao de automatos de
pilha deterministicos (APDs) a partir de expressdes com PDOp, com foco inicial no caso
base do operador. A metodologia adota uma abordagem tedrico-formal aliada a experi-
mentagao computacional, envolvendo a analise de algoritmos existentes, identificacao de
fontes de nao determinismo, definicao de critérios estruturais para eliminagao de recur-
soes improdutivas e proposi¢ao de uma nova arquitetura algoritmica. Como contribuicao
principal, apresenta-se um processo de conversao linearizado e um pipeline heuristico para
reducao de nao determinismo estrutural, visando tornar o PDOp aplicavel em ambientes
computacionais deterministicos. Os resultados obtidos indicam que a abordagem proposta
constitui um passo relevante para o desenvolvimento de um compilador de expressoes com

PDOp capaz de gerar APDs corretos e eficientes.

Palavra-chave: Linguagens livres de contexto. Operador pushdown. Automatos de

pilha. Expressoes formais.



ABSTRACT

Context-free expressions extended with the Pushdown Operator (PDOp) form a denotati-
onal formalism capable of representing the entire class of context-free languages. However,
the existing algorithm for converting such expressions into pushdown automata typically
yields nondeterministic models whose execution is inefficient on deterministic machines
and may exhibit undesirable behaviors, such as infinite computational cycles triggered by
the presence of the empty word. This work investigates formal and structural restrictions
that enable the construction of deterministic pushdown automata (DPDAs) from PDOp
expressions, with an initial focus on the operator’s base case. The methodology combines
a theoretical-formal approach with controlled computational experimentation, involving
the analysis of existing algorithms, the identification of sources of nondeterminism, the
definition of structural criteria for eliminating unproductive recursions, and the proposal
of a new algorithmic architecture. As its main contribution, the study introduces a linea-
rized conversion process and a heuristic pipeline for reducing structural nondeterminism,
thereby making the PDOp more suitable for deterministic computational environments.
The results indicate that the proposed approach represents a significant step toward the
development of a PDOp-based expression compiler capable of generating correct and ef-

ficient DPDAs.

Keywords: Context-free languages. Pushdown operator. Pushdown automata. Formal

expressions.
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1 INTRODUCAO

As expressoes regulares desempenham papel importante na modelagem de padroes
formais, sendo amplamente utilizadas em ferramentas de analise léxica, linguagens de
programacao e sistemas de verificacao formal. No entanto, por definicao, elas sao limitadas
a representagao de linguagens regulares. Nesse contexto, o Operador de Empilhamento
(Pushdown Operator — PDOp), proposto por Silva, Oliveira e Santos (2025), surge como
uma proposta inovadora de extensao do formalismo cldssico das expressoes regulares,
permitindo que linguagens livres de contexto também possam ser expressas por formalismo
denotacional.

Apesar desse avanco, a conversao de expressoes contendo o PDOp em Automatos
de Pilha Nao Deterministicos (APNDs) permanece associada a desafios substanciais. A
auséncia de mecanismos formais de controle sobre o nao determinismo pode conduzir
a exploragao indefinida de ramificagoes computacionais, particularmente na presenca de
transicoes € ou de transicoes nao redutoras. No ambito tedrico, tal comportamento pode
produzir situagbes andlogas ao problema da parada (TURING, 1936a), caracterizadas
pela possibilidade de que a computagao nao termine para cadeias que nao pertencem a
linguagem.

Cumpre assinalar, entretanto, que esse fenémeno decorre do modelo abstrato de nao
determinismo inerente aos APNDs. Em implementacoes concretas atuais, necessariamente
deterministicas, a exploracao das ramificagoes ocorre de modo sequencial e finitamente
controlada. Nesses casos, a nao terminagao nao se manifesta como expansao simultanea de
multiplos ramos de computacao, mas como a ocorréncia de ciclos especificos no espago de
estados do automato implementado, resultantes de defini¢bes inadequadas de transicoes
ou de loops envolvendo movimentos que nao consomem entrada. Essa distingao entre o
comportamento tedrico e o comportamento observado em implementagoes reais evidencia
a necessidade de mecanismos que conciliem a expressividade do formalismo com garantias
praticas de terminacao e eficiéncia.

Assim, surge a necessidade de investigar os limites e as condi¢oes que permitem a
construcao segura e eficiente dos automatos de pilha gerados a partir de expressoes que
empregam o PDOp, de modo a garantir que o processo de conversao produza estruturas
deterministicas, livres de ciclos nao redutores e adequadas para implementacao pratica.
Esse esforco é fundamental para que o PDOp se consolide como uma ferramenta confiavel

para a modelagem operacional de linguagens livres de contexto.
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1.1 Objetivo geral

Este trabalho tem como objetivo investigar restricoes formais e estruturais aplica-
veis as expressoes regulares classicas estendidas com PDOp, denominadas expressoes livres
de contexto (SILVA; OLIVEIRA; SANTOS, 2025), de modo a garantir que sua interpreta-
¢ao operacional resulte na construgdo de Autématos de Pilha Deterministicos (APDs). A
escolha por estabelecer condigoes que assegurem determinismo nao é arbitraria: diferente-
mente dos automatos nao deterministicos, os APDs apresentam propriedades de execucao
significativamente mais controladas, evitando a explosao de ramificagoes computacionais
e eliminando ambiguidades inerentes ao nao determinismo.

Do ponto de vista computacional, os APDs oferecem vantagens decisivas, especi-
almente no que diz respeito a eficiéncia. A existéncia de um unico curso de computacao
para cada cadeia permite que o reconhecimento da linguagem seja realizado de maneira
previsivel e sem a necessidade de explorar multiplas alternativas de forma paralela ou
sequencial. Assim, a imposicao de restricoes sobre o formalismo de expressoes com PDOp
estabelece fundamentos concretos para sua implementacao pratica, garantindo que o pro-
cesso de reconhecimento seja finito, eficiente e compativel com méaquinas deterministicas

reais.

1.2 Objetivos especificos

Com base no objetivo geral, esta pesquisa se desdobra em uma série de objetivos
especificos que visam aprofundar a compreensao tedrica e pratica do operador PDOp.
A seguir, sao listados os objetivos especificos que nortearam o desenvolvimento deste
trabalho.

e Propor uma solucao tedrica para o problema de parada em automatos de pilha nao

deterministicos gerados a partir de expressoes livres de contexto com o PDOp.

e Categorizar as formas de ambiguidade e nao determinismo geradas durante a tra-

ducao de diferentes padroes de uso do operador PDOp.

e Definir um subconjunto restrito de expressoes livres de contexto, baseado em crité-

rios formais, que garanta a geragao de automatos de pilha deterministicos.

e Propor regras sintdticas ou construtivas para orientar a escrita de expressoes livres

de contexto que levem a construcao de automatos de pilha deterministicos.

e Validar as restri¢oes propostas por meio de experimentacao com a geragao e execucao

de automatos de pilha com expressoes livres de contexto reais.

A defini¢ao dos objetivos desta pesquisa estabelece as bases para uma investigacao

tedrica e pratica sobre os limites e possibilidades do uso do operador PDOp na construcgao



17

de automatos de pilha deterministicos. No entanto, para que tais objetivos sejam perse-
guidos de forma objetiva e factivel, faz-se necessario delimitar com precisao o escopo do

problema abordado.

1.3 Delimitacao do problema

Esta pesquisa concentra-se na andlise formal das expressoes livres de contexto
definidas pelo PDOp, com o propédsito de caracterizar condigoes estruturais sob as quais
tais expressoes admitem uma interpretacao operacional deterministica. Em particular,
busca-se identificar restrigoes sintaticas e semanticas que garantam que a tradugao dessas
expressoes produza unicamente APDs. A investigacao contempla tanto a formulacao de
critérios que eliminem fontes potenciais de ambiguidade e de nao determinismo quanto
a validacao, por meio de instancias representativas, da corretude e do comportamento
previsivel dos automatos derivados. Dessa forma, delimita-se o escopo tedrico no qual o
formalismo estendido pode ser interpretado de maneira deterministica e coerente com os
modelos classicos de reconhecimento de linguagens livres de contexto.

Para assegurar foco e precisao analitica, algumas delimitacoes foram explicitamente
estabelecidas. Em particular, o estudo restringe-se ao caso base do PDOp, isto é, aquelas
instancias do operador que nao envolvem multiplas chamadas multiplas ou chamadas
alternadas (SILVA; OLIVEIRA; SANTOS, 2025). Os casos de chamadas multiplas e
chamadas alternadas do PDOp nao sao investigadas nesta pesquisa, permanecendo como
desdobramentos potenciais para trabalhos futuros. Além disso, estao excluidos do escopo

deste estudo:

e A definicdo ou implementacao de linguagens de programacao completas fundamen-

tadas no formalismo proposto;

e A comparagao empirica com técnicas tradicionais de andlise sintatica, tais como

analisadores LR, LL ou variantes generalizadas;

e A analise rigorosa de complexidade temporal ou de desempenho computacional dos

automatos gerados.

Dessa forma, esta investigacao restringe-se ao exame tedrico-conceitual das propri-
edades estruturais do PDOp e a verificacao formal de sua compatibilidade com modelos
deterministicos de automatos de pilha. Nao se pretende extrapolar para consideragoes
de eficiéncia operacional, para o desenvolvimento de ferramentas completas de processa-
mento de linguagens ou para estudos comparativos entre diferentes paradigmas de reco-
nhecimento. Essa delimitacao permite concentrar a andlise nos aspectos fundamentais
que definem o dominio do problema investigado, evitando generalizagcoes que excedam o

escopo conceitual estabelecido.
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1.4 Justificativa

A presente pesquisa justifica-se sob multiplos aspectos que evidenciam sua rele-
vancia tanto do ponto de vista tedérico quanto do ponto de vista aplicado. Contribui para
o avanco da Teoria de Linguagens Formais e Automatos ao investigar condicoes formais
sob as quais expressoes livres de contexto com PDOp podem ser convertidas, de modo
rigoroso, em APDs. Esta investigacao aborda questoes centrais relacionadas a decidibili-
dade, a eliminacao de ambiguidade, controle de nao determinismo e poder computacional
dos modelos formais envolvidos, temas de importancia reconhecida dentro da Teoria da
Computagao.

Além disso, esta pesquisa reforca o potencial aplicado do formalismo, uma vez que
modelos deterministicos de reconhecimento sao particularmente desejaveis em contextos
como desenvolvimento de compiladores, construcao de validadores sintaticos, ferramentas
de andlise estatica e sistemas de processamento de linguagem natural. Nesses ambientes,
propriedades como previsibilidade operacional, auséncia de miltiplos cursos de computa-
¢ao e comportamento deterministico sao essenciais para garantir robustez, desempenho e
confiabilidade.

A abordagem proposta insere-se na continuidade natural dos trabalhos de Oliveira
(2024) e Silva, Oliveira e Santos (2025), que introduziram o operador PDOp, demonstra-
ram sua equivaléncia ao conjunto das linguagens livres de contexto e apresentaram um
algoritmo de conversao de expressoes com PDOp em APND. A presente pesquisa avanca
essa linha ao examinar as condigoes sob as quais tal conversao pode ser restringida ao
ambito deterministico.

Quanto a viabilidade, trata-se de um estudo essencialmente conceitual e tedrico,
cuja validagao computacional limita-se a geracao e simulagao de automatos derivados.
Os experimentos requeridos podem ser conduzidos por meio de ferramentas de cédigo
aberto, bibliotecas formais e linguagens como Python, nao demandando infraestrutura
computacional além daquela ja disponivel na instituicao, o que reforca a factibilidade

pratica do projeto executado.

1.5 Procedimento metodologico da pesquisa

Esta pesquisa adota uma abordagem tedrico-dedutiva, baseada na andlise formal do
PDOp, formulacao de critérios estruturais e validacao por meio da construcao e simulagao
de automatos representativos. As etapas metodoldgicas desenvolvem-se de modo incre-
mental ao longo dos capitulos 3 e 4, onde sao propostas e analisadas as regras construtivas

e os mecanismos de determinagao.
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1.6 Metodologia de Pesquisa

Para atingir os objetivos propostos, este trabalho adota uma abordagem metodo-

légica tedrica e dedutiva. A pesquisa classifica-se como:

e Exploratoria: ao investigar a extensao de operadores formais em um campo ainda
pouco consolidado na literatura, buscando expandir a capacidade expressiva de ex-

pressoes regulares.

e Descritiva: ao analisar e caracterizar formalmente as propriedades estruturais e
sintaticas das expressoes com PDOp, identificando as restricoes necessarias para o

determinismo.

O procedimento técnico baseou-se no método formal, partindo de definicoes ma-
temdticas e construtos tedricos (graméticas e autématos) para desenvolver raciocinios
l6gicos, propor algoritmos e demonstrar a viabilidade da conversao deterministica. A
validacao dos resultados foi conduzida através de provas de conceito e experimentagao

computacional controlada.

1.7 Organizacao do trabalho

Este trabalho esta estruturado em quatro capitulos, organizados de forma a con-
duzir o leitor desde a contextualizacao inicial até os resultados parciais e as perspectivas
futuras da pesquisa.

O Capitulo 1 apresenta a introducao ao tema, incluindo a definicao dos objetivos,
a delimitacao do problema, a justificativa da pesquisa e a descricao da organizacao do
trabalho.

Em seguida, o Capitulo 2 aborda a fundamentacao tedrica, apresentando os con-
ceitos essenciais para a compreensao do estudo, como linguagens formais, automatos de
pilha, expressoes livres de contexto e o PDOp.

No Capitulo 3, sao descritos os procedimentos metodoldogicos adotados, detalhando
a classificagao da pesquisa e o fluxo metodoldgico.

Por fim, o Capitulo 4 apresenta as perspectivas e dire¢oes para o desenvolvimento

futuro da pesquisa, incluindo o cronograma da pesquisa.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, sao apresentados os conceitos fundamentais da Teoria das Lingua-
gens Formais que embasaram o desenvolvimento deste trabalho. Sao abordadas as defini-
¢oes essenciais sobre alfabetos, palavras e linguagens, bem como a Hierarquia de Chomsky

e os principais formalismos de representacao: axiomatico, operacional e denotacional.

2.1 Linguagens formais

As linguagens formais constituem um ramo da ciéncia da computacao e da lin-
guistica tedrica, dedicado ao estudo rigoroso das linguagens estruturadas segundo regras
bem definidas. Ao contrario das linguas naturais', que sdao ambiguas pois uma mesma
sentenca pode admitir multiplas interpretacoes dependendo do contexto, as linguagens
formais sao criadas com o proposito de serem precisas e terem regras de formacao bem
definidas, de modo a permitir sua manipulacao por maquinas. Em muitos contextos,
busca-se também reduzir ou eliminar ambiguidades, embora nem toda linguagem formal
seja necessariamente nao ambigua. Esse campo surgiu da confluéncia entre matematica,
logica e linguistica, e tem papel central em diversas areas, como compiladores, inter-
pretacao de linguagens de programacao, verificacao de software, teoria da computacao,
criptografia, entre outras.

Tendo expostas essas caracteristicas gerais, sao apresentados conceitos fundamen-
tais que constituem a base formal das linguagens. O primeiro deles é o alfabeto, definido
como um conjunto finito e nao vazio de simbolos (HOPCROFT; ULLMAN;, 1979), geral-
mente denotado por .

Exemplos de alfabetos:
1. ¥ ={0,1}, alfabeto binério.
2. ¥ ={a,b, ..., z}, conjunto de todas letras minisculas.
3. ¥ =40,1,...,9}, conjunto de digitos numéricos.

Simbolo é qualquer elemento pertencente a um alfabeto X e é utilizado para formar
cadeias e linguagens (HOPCROFT; ULLMAN, 1979) (SIPSER, 2006a).

Uma sequéncia finita de simbolos pertencentes a um mesmo alfabeto é denominada
sentenga, cadeia, string ou palavra (MENEZES, 2000). Como exemplo, a palavra 10001

pertence ao alfabeto ¥ = {0,1}. O ndmero de simbolos que compoe uma palavra, isto é,

ILinguas naturais sdo sistemas de comunicacao usados por comunidades humanas, como o portugués e
o inglés, caracterizados por evolucao histérica, variagao sociocultural e auséncia de regras completamente
formais.
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seu tamanho ou comprimento, é representado por |w|, onde w denota a palavra, que neste
exemplo é 10001.

Caso uma palavra tenha zero ocorréncia de simbolos, esta palavra é chamada de
palavra vazia e é denotada por £ ou A (HOPCROFT; ULLMAN, 1979). Neste trabalho
foi adotado o simbolo € para denotar a palavra vazia, que possui comprimento zero, ou
seja, |e| = 0.

O conjunto de todas as palavras possiveis formadas a partir de um alfabeto > é
denotado por X*. Assim, uma linguagem formal L é definida como um subconjunto do
conjunto de ¥*, isto é, L C ¥*. Desse modo, uma linguagem é um conjunto (finito ou
infinito) de palavras sobre um determinado alfabeto 3.

Para manipular e combinar linguagens, é fundamental compreender as operacoes
basicas que podem ser aplicadas a esses conjuntos. As operacoes com linguagens formais
sao ferramentas importantes tanto na teoria quanto em aplicagOes praticas, como no
projeto de linguagens de programacao, compiladores e sistemas de verificacao. Possiveis

operacoes com linguagens (HRUSA, 2021):
e Operagoes de conjunto: uniao, intersecgao, subtracao.
e Concatenagao: LiLs ou (L1.Lg) = {ay |z € L,y € L2}
e Exponenciacao: L" = L-L" ' e L? = {¢}

e Iteracao: L* = J 2, L™ (Chamada de Fecho de Kleene)

n=0

Essas operagoes fornecem os fundamentos para a manipulacao e construcao de
linguagens formais. No entanto, para compreender os limites expressivos dessas lingua-
gens e a complexidade dos mecanismos capazes de reconhecé-las, é necessario considerar
uma classificacao mais ampla para organizar as linguagens formais em diferentes classes
hierarquicas.

Chomsky (1956) propos a teoria das gramaticas gerativas, com o objetivo de es-
truturar sistematicamente como as sentencas das linguas naturais sao formadas. Durante
essa investigacao, Chomsky observou que algumas gramaticas formais, como as grama-
ticas de estados finitos, nao possuiam capacidade expressiva suficiente para representar
adequadamente as estruturas da lingua inglesa. Essa limitacao motivou a formulacao da
chamada Hierarquia de Chomsky.

A hierarquia de Chomsky é uma classificacao das linguagens formais com base
no poder expressivo de suas respectivas gramaticas. Essa hierarquia organiza as lingua-
gens em quatro classes principais: linguagens regulares, linguagens livres de contexto,
linguagens sensiveis ao contexto e linguagens recursivamente enumeraveis. Cada classe
representa um tipo de gramatica com diferentes restrigoes na forma das regras de produ-
¢ao, e, consequentemente, diferentes capacidades computacionais. A Figura 1 ilustra essa

hierarquia.
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Figura 1 — Hierarquia de Chomsky (MENEZES, 2000)

/ Linguagens Enumeraveis Recursivamente \

Linguagens Recursivas

Linguagens Livre de Contexto

Linguagens
Regulares

O estudo de Chomsky sobre linguagens formais contribuiu significativamente para

o desenvolvimento das linguagens artificiais, especialmente ao permitir avancos na anélise
léxica e sintdtica das linguagens de programagao. A classificacao proposta por Chomsky
estruturou a compreensao das capacidades expressivas de diferentes modelos computaci-
onais e se tornou referéncia fundamental no estudo das linguagens formais.

A partir dessa classificacao, torna-se igualmente importante compreender as di-
ferentes formas de representacao das linguagens formais, uma vez que cada formalismo
enfatiza aspectos distintos de sua estrutura e comportamento, oferecendo perspectivas
complementares para analise, especificacao e modelagem. A préoxima secao examina esses

formalismos em maior detalhe.

2.1.1 Representagoes de linguagens

Ha diferentes maneiras de descrever as linguagens formais, cada uma destacando
aspectos especificos de sua estrutura e comportamento. Os principais formalismos sao:
axiomdtico, operacional e denotacional. Compreender essas representagoes é essencial

para a analise e uso apropriado das linguagens.

2.1.1.1 Representagao axiomatica

A representacao axiomaética de linguagens formais é feita por meio de gramaticas,
que definem estritamente regras de producao e um simbolo inicial (axioma) da linguagem.
Também pode ser chamada de formalismo gerador, pois, ao aplicar corretamente as regras
de producao, é possivel derivar todas as palavras pertencentes a linguagem.

Uma gramética é uma quadrupla ordenada G = (V, T, P, S), onde:
e V: conjunto finito de varidveis (ou simbolos nao terminais);
e 1. conjunto finito de simbolos terminais, disjunto de V;

e P: conjunto finito de regras de producao, nas quais cada regra tem uma parte

esquerda formada por uma palavra de (V U T)T e uma parte direita formada por
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uma palavra de (V UT)*;
e S: simbolo inicial, um elemento de V.

As varidveis representam simbolos que podem ser substituidos (derivados) por ou-
tras sequéncias de simbolos utilizando regras de producao definidas em P, enquanto os
terminais sao os simbolos finais da linguagem e nao podem ser substituidos.

Devido a diferenca no poder de representacao, diferentes classes de linguagens
formais requerem diferentes restrigoes sobre as regras de producgao, de acordo com o nivel
da linguagem na hierarquia de Chomsky.

O processo de aplicar regras de produgao é chamado de derivacao. Para representar
derivagoes, utiliza-se o simbolo —, onde o lado esquerdo contém uma variavel e o lado

direito contém a sequéncia de varidveis e terminais que a substitui.

Exemplo: Se temos A — aA | b, entdo a variavel A pode ser derivada para a cadeia a A

ou (A= aA) parab (A=0).

A partir de uma sequéncia de derivacgoes, pode-se construir uma arvore de deriva-
¢ao, também denominada arvore sintatica quando utilizada na andlise sintdtica de uma
linguagem de programacao por um compilador (AHO et al., 2007).

A linguagem gerada por uma gramdatica G é comumente denotada por L(G), e
¢ composta por todas as cadeias de simbolos terminais derivaveis a partir de S. Duas
graméticas que geram a mesma linguagem sao consideradas equivalentes (MENEZES,
2000).

Enquanto a representacao axiomatica descreve quais cadeias pertencem a lingua-
gem por meio de regras sintaticas de derivacgao, a representacao operacional foca nos me-
canismos computacionais capazes de reconhecer essas cadeias. Nesse contexto, utilizam-se

automatos como modelos formais de processamento.

2.1.1.2 Representacao operacional

A representacao operacional descreve como uma cadeia de simbolos é processada
ou reconhecida por meio de modelos computacionais abstratos. Esses modelos, denomi-
nados automatos, simulam o comportamento de linguagens formais sob uma perspectiva
procedural. Um automato é uma maquina matematica capaz de ler uma cadeia de en-
trada, realizar transicoes entre estados com base em regras formais, e ao final determinar
se a cadeia pertence a linguagem especificada (LINZ, 2016).

A entrada de um automato consiste em uma sequéncia finita de simbolos, lida da
esquerda para a direita. A cada simbolo lido, o automato realiza uma transicao de um
estado para outro, conforme definido por sua fungao de transigao. O estado representa a

configuragao interna da maquina em determinado momento da computagao, e sua evolugao
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determina o comportamento da maquina frente a cadeia de entrada. Ao final da leitura,
o estado final alcancado é avaliado para determinar a aceitagao ou rejeicao da cadeia.

Automatos podem ser classificados como deterministicos ou nao deterministicos.
Em modelos deterministicos, para cada par (estado, simbolo) existe no méximo uma
transicao possivel. Ja em modelos nao deterministicos, podem existir multiplas transi-
¢oes para um mesmo par, o que permite explorar diferentes caminhos computacionais
simultaneamente.

Distintos modelos de automatos sao utilizados para representar diferentes classes

de linguagens, conforme a hierarquia de Chomsky:

e Autéomatos Finitos Deterministicos (AFDs) ¢ Nao Deterministicos (AFNs) repre-
sentam linguagens requlares. Esses modelos nao utilizam memoria auxiliar; toda a

informacao relevante é armazenada no estado atual da maquina (MENEZES, 2000).

Ambos os modelos sao formalmente definidos por uma quintipla:
M = (Q7Z757q07F)

onde:

@: conjunto finito de estados;
— X: alfabeto de entrada (conjunto de simbolos);

— §: funcdo de transigao, que define o préximo estado (ou conjunto de estados,

no caso de AFNs) a partir do estado atual e do simbolo lido;

qo € Q: estado inicial;
— F C @Q: conjunto de estados finais (de aceitacao).
Embora autématos nao deterministicos possam ser mais simples de construir em cer-

tos contextos, eles nao possuem maior poder computacional que os modelos determi-

nisticos: qualquer AFN pode ser convertido em um AFD equivalente, reconhecendo
a mesma linguagem (MENEZES, 2000).

e Autématos com Pilha ( Pushdown Automata — PDA) sdo utilizados para representar
linguagens livres de contexto. Esses modelos utilizam uma memoria auxiliar do tipo
pilha, permitindo reconhecer estruturas recursivas e aninhadas, como expressoes
com parénteses balanceados (MENEZES, 2000).

Formalmente, um PDA é definido por uma 7-tupla (LINZ, 2016):
M = (Qazara 67 QO7ZO7F)

onde:
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— @: conjunto finito de estados;

3. alfabeto de entrada;

[': alfabeto da pilha;

— 0: fungao de transicao: Q x (XU {e}) x ' = P(Q x I'*);
— qo € Q: estado inicial;

— Zy € I': simbolo inicial da pilha;

— F C Q: conjunto de estados finais.

e Maquinas de Turing sao modelos mais poderosos, capazes de reconhecer linguagens
sensiveis ao contexto e linguagens recursivamente enumerdveis. Diferentemente dos
automatos anteriores, sua memoria é composta por uma fita teoricamente infinita em
ambas as diregoes, e seu poder computacional é equivalente ao de qualquer algoritmo
efetivamente computavel. A Maquina de Turing é o modelo central no estudo da

decidibilidade e da complexidade computacional. (SIPSER, 2006b) Formalmente,

uma Maquina de Turing é definida por uma 7-tupla:

M = (Qa Ea F> (57 4oy Qaccept, QTeject)

onde:

— @: conjunto finito de estados;

¥ alfabeto de entrada (conjunto de simbolos), ndao contem o blank symbol;

I': alfabeto da fita;
— ¢0: fungao de transicao: @ xI' = Q x I' x {L, R};
— qo € QQ: estado inicial;
~ Qaccept € Q1 estados de aceitagao;
— Qreject € Q: estados de rejeicao.

A definicao das Maquinas de Turing encerra a apresentacao dos principais mode-
los computacionais associados a Hierarquia de Chomsky. A seguir, serao discutidas as
diferentes formas de representacao de linguagens formais. Dentre elas, destaca-se a repre-
sentacao denotacional, que, assim como na aritmética, utiliza operadores especificos para

construir expressoes que descrevem conjuntos de cadeias de maneira declarativa (SIPSER,
2006b).

2.1.1.3 Representacao denotacional

Essa abordagem descreve formalmente quais cadeias pertencem a uma linguagem,

sem detalhar como essas cadeias sao geradas (como nas graméticas) ou reconhecidas (como
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nos automatos). Trata-se, portanto, de uma forma direta de especificar linguagens a partir
de conjuntos e operacoes.

O exemplo mais representativo de representacao denotacional ocorre nas lingua-
gens regulares, por meio das chamadas expressoes regulares. Tais expressoes utilizam

operadores como:
e Concatenacao, para sequenciar simbolos ou subexpressoes;
e Uniao (alternativa), representada por |, para indicar escolha entre cadeias;

e Fecho de Kleene (*), que permite repeticao de uma subcadeia qualquer nimero de

vezes (inclusive zero).

Por exemplo, a expressao regular a(b|c) * denota todas as cadeias que iniciam com
a letra a, seguidas por qualquer nimero de ocorréncias das letras b ou c.

Expressoes regulares sao amplamente utilizadas em areas como anélise 1éxica de
compiladores, busca textual, validagao de padroes e sistemas de correspondéncia de strings,
gragas a sua eficiencia computacional e simplicidade sintatica.

No entanto, essas expressoes sao limitadas ao escopo das linguagens regulares. Nao
sao capazes, por exemplo, de representar linguagens que exigem estruturas aninhadas ou
correspondéncia de simbolos em diferentes posicoes, caracteristicas tipicas de linguagens
livres de contexto.

Para linguagens de maior complexidade (como livres de contexto ou sensiveis ao
contexto), embora existam formas declarativas equivalentes como certas graméticas for-
mais ou formas normais (ex.: Forma Normal de Chomsky), ndo hd um formalismo deno-
tacional amplamente aceito ou padronizado como ocorre com expressoes regulares (HOP-
CROFT; ULLMAN, 1979).

Logo, entende-se que diferentes formas de expressar uma linguagem focam em
distintos aspectos, como a geragao, o reconhecimento ou a apresentacao matematica da

linguagem.

2.2 Linguagens livres de contexto

A classe das linguagens livres de contexto, também chamadas de linguagens tipo 2,
segundo a hierarquia de Chomsky, estd situada entre as linguagens regulares (tipo 3) e as
linguagens sensiveis ao contexto (tipo 1). Ela contém adequadamente todas as linguagens
regulares, o que significa que qualquer linguagem regular pode ser descrita por meio dos
formalismos préprios das linguagens livres de contexto (MENEZES, 2000).

Uma das caracteristicas marcantes desta classe é a sua capacidade de represen-

tar estruturas recursivas e aninhadas. Por exemplo, a linguagem que representa cadeias
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de parénteses corretamente balanceados nao pode ser reconhecida por um automato fi-
nito, mas é reconhecivel por um autémato de pilha (PDA), que é o modelo operacional
correspondente as linguagens livres de contexto.

Devido a essa expressividade, as linguagens livres de contexto sao amplamente uti-
lizadas na construcao de compiladores, especialmente na etapa de anélise sintatica (par-
sing), onde é necessério compreender estruturas hierdrquicas como comandos compostos,
blocos de cddigo e expressoes aritméticas aninhadas (LINZ, 2016).

Essas linguagens podem ser formalmente descritas por meio de um modelo axi-
omatico conhecido como gramética livre de contexto (GLC), que fornece uma defini¢ao

precisa baseada em regras de produgao.

2.2.1 Gramatica livre de contexto

A gramatica livre de contexto (GLC) representa o formalismo axiomatico das lin-
guagens livres de contexto (tipo 2 na hierarquia de Chomsky). E definida por uma, qué-

drupla:

G=(V,T,P,S)
onde:

e IV é um conjunto finito de variaveis (ou simbolos nao-terminais);
e T é um conjunto finito de simbolos terminais, com V NT = (;

e P é um conjunto finito de regras de producao, cada uma da forma A — «, com
AeVeace(VUT)

e S ¢V é o simbolo inicial.

A principal caracteristica das GLCs é a restricao de que o lado esquerdo de toda
producao contenha exatamente uma variavel. Isso significa que as regras de derivagao sao
aplicadas independentemente do contexto em que a varidvel aparece, ou seja, a substitui-
¢ao de uma variavel por uma sequéncia de simbolos depende apenas dessa variavel e nao
dos simbolos ao seu redor. E justamente essa propriedade que da origem a nomenclatura
“livre de contexto”. Uma linguagem ¢ classificada como livre de contexto se existe uma
gramatica livre de contexto que a gera (MENEZES, 2000).

Caracterizacao das Linguagens Livres de Contexto

Formalmente, uma linguagem L é considerada livre de contexto se ha uma grama-
tica G = (V,T, P, S) tal que:

L(G) = {weT | S="uw}
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Ou seja, a linguagem é composta por todas as cadeias de simbolos terminais de-
rivaveis a partir do simbolo inicial, por meio de uma sequéncia finita de aplicacoes das

regras de producao da gramatica - representado por =*.

Exemplo 1 — Linguagem livre de contexto com duplo balanceamento: Considere a

linguagem:

Ly ={a"" | n >0}

Esta linguagem pode ser gerada pela gramatica:

G = ({S},{Cl,b},Pl,S)

com as produgoes:

P ={S —aSbh, S — ¢}

A linguagem gerada por G inclui cadeias como ¢, ab, aabb, aaabbb, etc. Essa
gramatica modela o balanceamento simétrico entre os simbolos a e b. Ao substituir a por
um paréntese de abertura ( e b por um paréntese de fechamento ), a mesma gramatica
pode ser utilizada para gerar cadeias com parénteses corretamente aninhados, um exemplo

classico de linguagem livre de contexto.

Arvore de derivagao e ambiguidade

A derivacao de cadeias em uma GLC pode ser representada por uma arvore de
derivagao, cuja raiz é o simbolo inicial e as folhas sao os simbolos terminais da cadeia. Esse
tipo de representacao é fundamental em compiladores, pois reflete a estrutura sintatica
dos programas.

Uma gramatica é dita ambigua se existir ao menos uma cadeia da linguagem que
possua mais de uma arvore de derivacao distinta. Essa ambiguidade pode se manifestar

como:
e Derivagao mais a esquerda (leftmost) vs. mais a direita (rightmost);

e Ambiguidades sintaticas estruturais (como em expressoes aritméticas nao parenti-

zadas).

Gramaticas ambiguas sao indesejaveis em muitas aplicacoes, especialmente na cons-
trucao de compiladores, pois dificultam a interpretacao semantica de estruturas sintaticas.
Conforme serd discutido na préoxima segao, nem todas as linguagens livres de contexto —

em especial aquelas geradas por gramaticas ambiguas — podem ser reconhecidas por um
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Autémato de Pilha Deterministico (DPDA), o que ressalta a importancia do estudo do

determinismo no reconhecimento de linguagens.

2.2.2  Automato de pilha

Como formalismo operacional para as linguagens livres de contexto, utiliza-se o
automato de pilha (PDA — Pushdown Automaton), que estende o autémato finito com
o uso de uma pilha como memoria auxiliar. Essa pilha permite o reconhecimento de
estruturas aninhadas, caracteristica tipica das LLCs, e a facilidade de nao determinismo
torna o modelo capaz de reconhecer todo o conjunto das linguagens livres de contexto.

A pilha, componente central do PDA, é independente da fita de entrada e é consi-
derada como tendo capacidade ilimitada. Operando segundo a légica LIFO (Last In, First
Out), o ultimo simbolo inserido é o primeiro a ser removido. Frequentemente, a pilha é
inicializada com um simbolo especial que marca sua base, garantindo controle sobre seu
esvaziamento.

Existem duas formas clédssicas de aceitacao em um PDA:

e Aceitacao por estado final: o automato aceita a entrada se, ao final da leitura, estiver

em um estado final, independentemente do conteiudo da pilha;

e Aceitacao por pilha vazia: a entrada é aceita se, ao término da leitura, a pilha estiver

completamente vazia, independentemente do estado atual.

Adicionalmente, é importante notar que a aceitagao por estado final e a aceitacao
por pilha vazia sdo equivalentes em termos de poder expressivo, ou seja, qualquer PDA
que aceita por um desses critérios pode ser transformado em outro que utiliza o critério
alternativo sem alterar a linguagem reconhecida (HOPCROFT; ULLMAN, 1979).

Os PDAs operam por meio de dois mecanismos de leitura: uma cabeca de leitura
sobre a fita de entrada e um ponteiro que acessa o topo da pilha. A fungao de transicao
¢ definida com base no estado atual, no simbolo atualmente lido da fita (ou ¢) e no
simbolo presente no topo da pilha. Com essas informacoes, a transi¢cao determina um novo
estado, bem como uma operacao sobre a pilha, como empilhar ou desempilhar simbolos
(MENEZES, 2000).

Além disso, PDAs admitem transigoes por movimento vazio (epsilon transitions),
que permitem a maquina mudar de estado sem consumir qualquer simbolo da entrada e/ou
sem alterar o conteido da pilha. Essas transicoes aumentam a flexibilidade do modelo
utilizando a facilidade de nao determinismo.

E possivel representar um automato de pilha de forma grafica por meio de dia-
gramas de transi¢ao, os quais auxiliam na visualizacao do processo de reconhecimento de
uma cadeia. Nesses diagramas, cada n6 corresponde a um estado do automato, enquanto
as transigoes entre estados sao representadas por setas direcionadas.

Cada seta é rotulada com uma tripla no formato (a, X,Y’), onde:
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e a representa o simbolo lido da fita de entrada (ou ¢);
e X ¢é o simbolo que deve estar no topo da pilha antes da transicao;

e Y é a sequéncia de simbolos que substituird X no topo da pilha (podendo ser € para

remocao).

Esse tipo de representacao facilita a compreensao intuitiva das operagoes realizadas
pelo PDA durante o reconhecimento de uma palavra.

A figura 2 apresenta um exemplo de automato de pilha representado por um di-
agrama de transigdo para o reconhecimento da linguagem L = {a"b" | n > 0}. Nesse
automato, adota-se o critério de aceitacao por estado final em conjunto com a verificacao
de pilha vazia, uma vez que, antes de alcancar o estado final, o automato verifica se a

pilha contém apenas o simbolo inicial Z.
Figura 2 — Exemplo de PDA para reconhecimento da linguagem L = {a"b" | n > 0}

a,e/A b, Afe

b, A/e SWAVA
(B (2

A notagao da funcao de transicao é dada por: <simbolo da fita>, <simbolo do
topo da pilha> / <simbolo(s) a serem empilhados>, onde o simbolo vazio é repre-
sentado por €. A mudanca de estado é indicada pelas setas direcionadas entre os nés
do diagrama, que representam os estados. O estado final é representado por um circulo

duplo, enquanto o estado inicial é indicado por uma seta que aponta para ele, com start.

2.2.2.1 PDA deterministico (DPDA)

Um autoémato com pilha é dito deterministico (DPDA) se, em qualquer configu-

ragdo da computacdo, houver no maximo uma transi¢cdo possivel. Isso implica (HOP-

CROFT; ULLMAN, 1979):

1. Para cada tripla (¢, a, X) — estado atual, simbolo da entrada e simbolo do topo da

pilha — existe no maximo uma transicao definida;

2. Nao pode haver conflito entre transi¢coes com leitura de simbolo da entrada e transi-
¢oes e-move para a mesma condicao de pilha. Ou seja, se uma transi¢ao com leitura

real existe para (¢, X), ndo pode haver outra com ¢.

Como exemplo, considere a linguagem:

L = {wcew® | w € {0,1}*}
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Essa linguagem é reconhecida por um automato de pilha deterministico conforme
demonstrado na Figura 3, é possivel reconhecer a linguagem utilizando um automato
deterministico pois o simbolo central fixo (c) permite identificar de forma deterministica

o ponto de inversao da palavra.

Figura 3 — Exemplo de DPDA para reconhecimento da linguagem

L = {wew® | w € {0,1}*} (HOPCROFT; ULLMAN, 1979)

0,e/0 0,0/e
Le/l o0 1,1/
¢, 1/1

AV e, 2/Z
O 0y

A notacao da funcao de transicao utilizada no diagrama é dada por: <simbolo da
fita>, <simbolo do topo da pilha> / <simbolo(s) a serem empilhados>,

onde o simbolo vazio é representado por e. A mudanca de estado é indicada por
setas direcionadas entre os nés do grafo, que representam os estados. O estado final é
representado por um circulo duplo, enquanto o estado inicial é indicado por uma seta
start. Quando existem multiplas transicoes originando-se de um mesmo estado, elas sao
posicionadas uma acima da outra no diagrama.

E importante observar que, conforme definido anteriormente, embora existam mnuil-
tiplas transigoes possiveis para a leitura de um mesmo simbolo da fita, o automato perma-
nece deterministico. Isso ocorre porque a escolha da transicao é unicamente determinada
pelo simbolo atualmente presente no topo da pilha — e para cada combinagao de estado,
simbolo de entrada e simbolo da pilha, existe no maximo uma transicao valida.

No entanto, essa previsibilidade, que torna os DPDASs eficientes para a analise sin-
tatica, também impde certas limitagoes. Ao restringir as possibilidades de transicao em
favor do determinismo, exclui-se a capacidade de tratar algumas estruturas mais comple-
xas que exigem escolhas alternativas durante a computagcao.

Com isso, torna-se evidente que os DPDAs nao reconhecem todas as linguagens
livres de contexto, mas apenas um subconjunto préprio delas. Esse subconjunto é co-
nhecido como LINGUAGENS LIVRES DE CONTEXTO DETERMIN{STICAS (LLCD). Como

exemplo de linguagem que esta fora desse subconjunto, temos:

L = {ww® | w € {a,b}*}

Essa linguagem ¢é livre de contexto (pode ser gerada por uma GLC), mas nao pode
ser reconhecida por nenhum automato de pilha deterministico. Ela exige uma separacao
nao deterministica entre as duas metades da cadeia, o que requer um PDA nao determi-

nistico.
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Teorema: Se L = N(P) para algum autémato de pilha deterministico P, entao L é uma
linguagem livre de contexto ndao ambigua. (HOPCROFT; ULLMAN, 1979, p. 253)

Ou seja, toda linguagem reconhecida por um DPDA pode ser gerada por uma
gramatica livre de contexto nao ambigua. Contudo, o contrario nao é verdadeiro: existem

linguagens livres de contexto nao ambiguas que nao podem ser reconhecidas por nenhum

DPDA.

2.2.2.2 PDA Nao Deterministico (NPDA)

A introducao de nao determinismo — ou seja, a capacidade de realizar escolhas
multiplas — é fundamental para que um PDA reconhecga toda a classe das linguagens
livres de contexto. Um autémato com pilha nao deterministico (NPDA) pode explorar
multiplos caminhos computacionais simultaneamente, o que é necessario para lidar com
estruturas sintdticas mais complexas.

Como exemplo, a linguagem:
L = {ww® | w € {a,b}*}

Nao pode ser reconhecida por nenhum DPDA, mas pode ser aceita por um NPDA.
Nesse caso, o automato pode, de forma nao deterministica, "adivinhar”o ponto de divisao

entre as duas metades da palavra.

Figura 4 — Exemplo de NDPDA para reconhecimento da linguagem
L = {ww?® | w € {a,b}*}.

a,e/A a,Afe
b,e/B b, B/e

g, e/e SAVA
start —

A existéncia de multiplos caminhos de execucao é essencial nesse modelo, pois
permite manipular estruturas simétricas e aninhadas mesmo quando nao ha marcadores
explicitos, como o simbolo ¢ usado no caso deterministico.

Portanto, enquanto os DPDASs sao mais restritos, os NPDAs sao necessarios para
reconhecer a totalidade das linguagens livres de contexto. KEssa distincao ¢é crucial em
contextos como a construgao de compiladores, onde o determinismo impacta diretamente

na viabilidade da analise sintdtica eficiente.

Equivaléncia entre PDA e GLC

Existe uma equivaléncia formal entre automatos com pilha (PDAs) e as gramadticas

livres de contexto (GLCs). Mais precisamente, para toda linguagem livre de contexto
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existe um PDA que a reconhece, e vice-versa. Logo é comprovado que o poder expressivo
dos PDAs coincide exatamente com o das GLCs (HOPCROFT; ULLMAN, 1979).

Ambiguidade em gramaticas

Uma gramatica é considerada ambigua quando uma mesma cadeia da linguagem
pode ser derivada de multiplas formas distintas, resultando em diferentes arvores de de-
rivagao. Essa ambiguidade pode ser detectada através da andlise das derivagoes mais a
esquerda (leftmost) ou mais a direita (rightmost), que devem ser tnicas em gramaticas
nao ambiguas (SIPSER, 2006b).

E possivel que uma gramatica seja ambigua por construcao, mas existam ver-
soes nao ambiguas equivalentes. Contudo, existem linguagens chamadas inerentemente
ambiguas, para as quais todas as gramaticas que as geram sao necessariamente ambi-
guas.(LINZ, 2016).

Como exemplo, considere as seguintes regras de produgao de uma GLC:

E—E+FE|E+FE|id

Esta gramatica é ambigua, pois a mesma cadeia pode ser derivada de mais de uma
maneira, resultando em diferentes arvores de derivacao. Observe, nas Figuras 5 e 6, duas

derivacoes distintas para a cadeia id + id * id.

Figura 5 — Derivacao com prioridade do operador *, interpreta como id + (id * id)

EFE=F+EFE=id+E=id+FE+«xF=1id+1idxid

T
SN

Como as duas derivacoes produzem estruturas sintaticas diferentes para a mesma
cadeia, concluimos que a gramatica ¢ ambigua.

A seguir, apresenta-se um exemplo classico de linguagem inerentemente ambigua, o
que significa que todas as gramaticas que a geram sdo ambiguas (HOPCROFT; ULLMAN,
1979).

L={a'tc*|i=jouj=k}

Também ¢é possivel ilustrar uma linguagem livre de contexto nao ambigua que nao
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Figura 6 — Derivacao com prioridade do operador +, interpreta como (id + id) * id

E=F+«E=F+ExFE=1d+idx1id

E + E id
id id

pertence a classe LLCD (Linguagens Livres de Contexto Deterministicas), conforme o

exemplo a seguir:

L={a"b"|n>0}U{a"c" | n>0}

Embora determinadas linguagens livres de contexto possam ser reconhecidas de
forma deterministica, a uniao de duas linguagens livres de contexto nao ambiguas nem
sempre resulta em uma linguagem que também possa ser reconhecida por um DPDA. Isso
ocorre porque a classe das LLCD nao ¢ fechada sob a operagao de uniao (HOPCROFT;
ULLMAN, 1979).

Em outras palavras, mesmo que duas linguagens L, e Ly sejam reconhecidas in-
dividualmente por DPDAs, nao hé garantia de que L; U Ly pertenca a classe LLCD. A
construcao de um tunico DPDA capaz de distinguir, de maneira deterministica, a qual
linguagem uma entrada pertence pode nao ser possivel, especialmente quando os prefi-
xos das cadeias em L; e Ly se sobrepoem de forma que impecam a tomada de decisao
deterministica baseada apenas no simbolo corrente e no topo da pilha.

Esse resultado evidencia uma limitacao importante do modelo deterministico em
comparac¢ao ao nao deterministico, cujas classes de linguagens sao mais amplas e fechadas
sob operagoes como uniao. O nao fechamento da classe LLCD sob uniao é, portanto, uma
distingao teorica relevante entre DPDA e NPDA, com implicacoes diretas no projeto de

analisadores sintaticos e na escolha de formalismos gramaticais em compiladores.

Ambiguidade e analise sintatica

Em compiladores, é desejavel que a gramatica da linguagem de programacao seja
nao ambigua, pois isto garante que exista uma unica interpretagao sintatica para cada
construcao, o que evita backtraking. Ferramentas como o YACC permitem resolver am-
biguidades declarando precedéncia e associatividade dos operadores. Outra abordagem

formal para lidar com ambiguidade é converter a gramatica para formas normais, como
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a FORMA NORMAL DE CHOMSKY e a FORMA NORMAL DE GREIBACH, a qual facilita
a aplicac@o de algoritmos como o Cocke-Younger-Kasami (CYK), que determina se uma
cadeia de caracteres pode ser gerada por uma determinada gramatica livre de contexto e,
se ela puder, como ela pode ser gerada.

Embora existam algoritmos que tentam eliminar ambiguidades em gramaticas
(como transformagao para formas normais ou uso de analise descendente com retrocesso),
nem todas as ambiguidade sao removiveis. Quando a linguagem é inerentemente ambigua,
nao existe gramatica equivalente alguma que nao seja ambigua.

Nesse sentido, as LLCD sao uma subclasse importante e pratica das LFCs. Seu
uso é comum em compiladores devido a sua capacidade de serem analisadas por automa-
tos deterministicos, o que simplifica a construcao de analisadores sintaticos, e torna os
mais eficiente devido a auséncia de regressao que ¢é necessaria no analisador sintatico de
gramaticas ambiguas. No entanto, sua limitacdo em termos de fechamento e poder de
reconhecimento em relacao a linguagens mais gerais torna necessario o uso de automatos

nao deterministicos ou técnicas mais complexas para certos tipos de linguagem.

2.2.3 Linguagens livres de contexto deterministicas

As linguagens livres de contexto deterministicas (LLCD) sao aquelas que podem
ser reconhecidas por um autoémato de pilha deterministico (DPDA). Além disso, sao ca-
racterizadas por nao possuirem ambiguidade em sua representacao gramatical.

Formalmente, uma linguagem L é dita livre de contexto deterministica se existe
um DPDA P tal que L = L(P), ou seja, L é aceita por um DPDA. Este modelo nao
realiza escolhas ambiguas em nenhuma configuragao de leitura e transicado (HOPCROFT;
ULLMAN, 1979).

As LLCDs formam uma subclasse prépria das LFC, com propriedades distintas.
Por exemplo, enquanto a classe das LFCs ¢é fechada para as operacoes de uniao, con-
catenacao e estrela de Kleene, a classe das LLCDs é fechada apenas sob complemento.
Portanto, operagoes como uniao, interseccao e concatenacao nao sao garantidamente fe-

chadas no dominio deterministico.

Tabela 1 — Propriedades de Fechamento: GLC vs. LLCD

Uniao Fechada Nao fechada
Intersecao Nao fechada Nao fechada
Complemento Nao fechada Fechada

Concatenacao Fechada Nao fechada
Fecho de Kleene Fechada Nao fechada
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2.2.4  Complexidade Computacional e Eficiéncia

A distingao entre LLCD e LLC geral nao é meramente tedrica; ela possui implica-
¢oes profundas na complexidade assintotica dos algoritmos de reconhecimento e analise
sintética (parsing).

No contexto de autématos finitos (Linguagens Regulares), a execugao consiste ape-
nas em atualizar o estado atual para cada simbolo da entrada. Portanto, conforme Sipser
(2006b), o tempo de execugao é O(n), onde n é o comprimento da palavra de entrada.
Essa eficiéncia linear e o uso de espaco constante sao ideais para processamento de texto.

Ao avancarmos para as Linguagens Livres de Contexto, a eficiéncia depende estri-
tamente do determinismo. A Figura abaixo ilustra o impacto dramatico dessa diferenca

no tempo de processamento a medida que a entrada cresce.

1. Eficiéncia das LLCDs: Toda linguagem livre de contexto deterministica pode ser
reconhecida em tempo linear. Segundo Aho e Ullman (1974), automatos de pilha
deterministicos executam em tempo linear O(n). Na prética de compiladores, isso se
reflete nos algoritmos de anélise LR(k). Aho, Sethi e Ullman (1986) estabelecem que
as linguagens analisdveis por parsers LR(1) correspondem exatamente as LLCDs,
garantindo processamento réapido e previsivel. Kozen (1997) refor¢a que todo DPDA

opera em tempo O(n).

2. Ineficiéncia das LLCs Gerais: Para gramaticas nao-deterministicas ou inerente-
mente ambiguas, nao existe algoritmo de parsing que garanta tempo linear. Algo-

ritmos genéricos, como o de Earley ou CYK, possuem complexidade de pior caso
cibica O(n®) (EARLEY, 1970; AHO, 1972).

A ambiguidade e o nao-determinismo impedem a andlise linear. Knuth (1965a)
demonstrou que apenas graméticas LR(k) (que geram LLCDs) evitam a explosao ex-
ponencial ou ctbica causada pela ambiguidade estrutural. Como sintetizado por Sipser
(2006b), “enquanto DCFLs podem ser analisadas deterministicamente em tempo linear,

CFLs gerais podem exigir tempo ctibico” .

2.2.5 Implicagoes Praticas da Complexidade Computacional

Com base na fundamentagao acima, torna-se evidente a importancia de métodos
que priorizem a geracao de DPDAs. Embora o Operador Pushdown seja capaz de denotar
linguagens livres de contexto gerais, a conversao indiscriminada para Automatos de Pilha
Nao-Deterministicos (NPDAs) acarretaria em uma penalidade de desempenho inaceitével
(O(n?)) para aplicagoes de compiladores, que exigem tempo linear (O(n)).

Portanto, a identificacao de restrigdes e a aplicagao de otimizagoes (como a arquite-

tura ternéria e a eliminagao de transigoes vazias) sao fundamentais para garantir, sempre
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que a linguagem permitir, a geracao de automatos deterministicos. Isso assegura que o

analisador resultante pertenga a classe de complexidade eficiente das DCFLs.

2.3 PDOp e expressoes livres de contexto

As expressoes regulares cldssicas, conforme propostas por Kleene (1956), foram
concebidas como um formalismo denotacional destinado a representacao precisa das lin-
guagens regulares, utilizando trés operadores fundamentais: unidao (+), concatenagao e
fecho de Kleene (*). Contudo, essas expressoes sao intrinsecamente limitadas ao reconhe-
cimento de linguagens regulares, nao sendo capazes de denotar linguagens com estruturas
mais complexas, como linguagens livres de contexto que exigem correspondéncia aninhada
ou recursiva.

Silva, Oliveira e Santos (2025) propoem a introduc¢ao de um novo operador, denomi-
nado operador de empilhamento (Pushdown Operator - PDOp), que pode ser incorporado
as expressoes regulares classicas. O PDOp em combinagao aos operadores de expressoes
regulares possibilita a representagao formal de linguagens livres de contexto preservando
a clareza sintatica e a natureza declarativa das expressoes regulares. A construgao desse
operador possibilitou a denotagao de LLC por meio de expressoes, aproximando o forma-

lismo de expressoes regulares.

2.3.1 Modelo denotacional do PDOp

Silva, Oliveira e Santos (2025) apresentaram o PDOp como um novo mecanismo de
extensao das expressoes regulares, constituindo um formalismo denotacional para lingua-
gens livres de contexto. O formalismo denotacional busca descrever, de forma sintatica e
declarativa, os elementos de uma linguagem a partir de expressoes que a definem direta-
mente, sem a necessidade de mecanismos operacionais como automatos.

Ao introduzir o PDOp, pretende-se estabelecer um modelo que una a simplici-
dade das expressoes regulares com o poder expressivo dos PDAs, permitindo representar
diretamente linguagens livres de contexto de forma mais compacta, legivel e manipulavel.

Formalmente, o PDOp é definido por Silva, Oliveira e Santos (2025) da seguinte

maneira:

L(ai(bl,l #bl,z#-~-#b1,n1 ; 52,1#52,2#---#bz,n2 ) bm,l#bm,2#~-~#bm,nm)) (1)

@, ”

onde o simbolo “;” separa os grupos (b;1# ... #b;»,). Cada b; ; representa uma expressao
regular ou uma expressao com o operador de empilhamento. O indice n; é um nimero
inteiro tal que n; > 2, e m é um nuamero inteiro m > 1, que determina o ntimero de
chamadas recursivas alteradas do operador.

Note que o uso PDOPp permite vérias possibilidades de uso. Casos como os

apresentados a seguir, sao exemplos que podem ocorrer sem que haja erros sintaticos
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associados (OLIVEIRA, 2024).

Tabela 2 — Exemplos de expressoes com PDOp e respectivos valores de m e n

€: e m=1n; =2
a:efe m=1n; =2
€: b#e m=1n; =2
€:efc m=1n; =2
a : b#e m=1n; =2
a:efc m=1n; =2
€ : b#c m=1n; =2
a: b#c m=1n; =2
€ : a#b#Hc m=1n; =3
€ : ae : aftbtc)b#c m=1,n; =2
€ : a#b(e : atb#c)c m=1,n; =2
e :ale : a(e : aFtb#c)b#c)b#e m=1n; =2
e :ale : a#tb(e : a#b#c)c)b#c m=1n; =2
e : a(e : aFtb#c)b(e : a#btc)ce m=1mn =1
e :a(e: ale : a#b#c)b(e : aftbtc)c)b#c m=1,n =2
(e : (b#Db; c#c)) : afta m=1,n; =2
(€ : a#ta) : (b#b; c#c) m=2,n =2,ny =2
e : ((b(e : a#ta))#b; c#c) m=2,n, =2,ng =2
e : ((b#((e : afta)b)); c#c) m=2,n, =2,ng =2
€ 1 (b#Db; (c(e : a#ta))#c) m=2n =2,ny=2
e : (b#b; c#((e : a#a)c)) m=2n, =2,ny=2
e : (b#b; c#cHatta) m=2,n =2,n, =4
(€ : ata; b#bite) : (b#b; c#c) m=2,n,=2,ny =2
e : ((b(e : afta))#b4#d; c#c) m=2mn; =3,ny =2
e : ((b#((e : aFta)b)#c); ctc) m=2n,=1,ny=2
€ : (b#b#HcH#b; (c(e : a#a))#c) m=2n =4,ny =2
e 1 (b#b; c#c#((e : afta)c)) m=2mn =2n,=3

De acordo com Oliveira (2024), Silva, Oliveira e Santos (2025), o PDOp possui
maior precedéncia do que os operadores classicos de expressoes regulares, conforme apre-

sentado a seguir.
e Unido: c:a#a+b=(c:a#a)+0b
e Concatenagao: cb: a#d = c(b : a#td)
e Fecho de Kleene: ¢ : c#b* = (e : c#b)*
e Pushdown operator: a : b#c : d#e = (a : b#c) : d#e

No ultimo caso, como os dois PDOps tém a mesma precedéncia, aplica-se a avali-
agao da esquerda para a direita (associatividade a esquerda).

Para demonstrar que o conjunto das LLC é equivalente ao conjunto de expressoes
que utilizam o PDOp em combinagao com os operadores regulares classicos, (OLIVEIRA,
2024) apresentou duas demonstragoes formais. A primeira demonstragao mostra que toda
gramatica livre de contexto pode ser transformada em uma expressao equivalente com o

uso do PDOp. A segunda demonstracao comprova que toda expressao contendo o operador
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de empilhamento pode ser convertida, por meio de um algoritmo, em um automato de
pilha nao deterministico. Esses resultados formalizam que as expressoes com PDOp,
combinadas com operadores regulares, denotam exatamente o conjunto das linguagens
livres de contexto. Diante dessa prova, Oliveira (2024) chamou as expressoes que utilizam
o PDOp em combinac¢ao com os operadores regulares cldssicos de EXPRESSOES LIVRES

DE CONTEXTO.

2.3.2 Algoritmo de conversao de expressoes livres de contexto em NPDA

A entrada do algoritmo é uma expressao livre de contexto z, definida sobre o
alfabeto ¥. A saida é um automato de pilha M = (Q,%,T,6, gy, Z, F') que reconhece
a mesma linguagem que a expressdao z, ou seja, reconhece L(z). O procedimento foi
inspirado no algoritmo de construcao de Thompson (também conhecido como algoritmo
de McNaughton-Yamada-Thompson) (AHO et al., 2007).

A ideia central do algoritmo é construir, de forma recursiva, um PDA que reco-
nhece, por estado final, a linguagem denotada pela expressao livre de contexto E. Suponha
que L = L(F), para uma expressao livre de contexto E para algum autoémato de pilha M
com as seguintes caracteristicas (OLIVEIRA, 2024):

1. Exatamente um estado de aceitagao;
2. Nenhuma transicao entra no estado inicial;

3. Nenhuma transicao sai do estado de aceitacao.

Cada operagao (concatenagao, uniao, fecho de Kleene e o préprio PDOp) é repre-
sentada por um conjunto de transicoes entre os estados do PDA, seguindo uma abordagem
de construcao incremental. A etapa inicial do algoritmo envolve a andlise da expressao
simbolo por simbolo, identificando operandos, operadores e subexpressoes. A seguir, sao

apresentadas a base da indugao e os passos indutivos do algoritmo.

BASE: Para a expressao ¢, constroi-se o PDA conforme ilustrado na Figura 7. Aqui,
inatial é um novo estado, que serve como estado inicial do PDA, e final é outro novo

estado, o qual atua como estado de aceitacao do PDA.

Figura 7 — Base do PDA para ¢ (OLIVEIRA, 2024).

start initial >
(e,€,€)

Para qualquer simbolo a pertencente ao alfabeto X, constréi-se o PDA conforme

ilustrado na Figura 8.



40

Figura 8 — Base do PDA para qualquer simbolo ¢ em > (OLIVEIRA, 2024).

start initial >
(a,€,¢€)

A saber, initial e final representam novos estados, atuando como estado inicial e

estado de aceitacao, respectivamente. Vale destacar que, nas construcoes apresentadas
nas Figuras 7 e 8, um unico PDA foi gerado para cada caso, com novos estados, para cada

ocorréncia de € ou de algum simbolo a como subexpressao da expressao de entrada.

INDUGAO: Suponha que M (z), M(y) e M(z) sejam PDAs para as expressoes livres de
contexto x, y e z, respectivamente.
a) Suponha que F = z | y. Entdao, M(FE), o PDA para E, é construido conforme

mostrado na Figura 9.

Figura 9 — PDA para a operagao de uniao (OLIVEIRA, 2024).

b) Suponha que E = zy. Entdo, constréi-se M(F) conforme mostrado na Fi-

gura 10.

Figura 10 - PDA para a operagao de concatenagao (OLIVEIRA, 2024).

o) w0 ()

c) Suponha que E = z*. Entao, para E constréi-se o PDA M (E) conforme ilus-
trado na Figura 11.

d) E =2 (yi1#y ot F#Yin 5 Ve 1# Yoot FY2ms 5 5 YmiFYm2F - HUmnmn)-
A construcao do PDA para a extensao do operador de empilhamento esta ilustrada na
Figura 12.

As LLC sao reconhecidas por PDAs, modelos que operam com memoria auxiliar
em pilha e que lidam com estruturas aninhadas e recursivas. No entanto, tais modelos

podem entrar em comportamentos indefinidamente recursivos ou ciclicos. Esse aspecto
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Figura 11 — PDA para o fecho de Kleene (OLIVEIRA, 2024).
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Figura 12 — PDA para o PDOp (OLIVEIRA, 2024).
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torna evidente a necessidade de refletir sobre a possibilidade de parada dessas constru-
¢oes. Em determinadas situacoes, existe a possibilidade de a execucao do PDA nunca
terminar. Esse problema esta intimamente ligado a um dos resultados mais fundamentais
da ciéncia da computagao: o PROBLEMA DA PARADA, tema a ser discutido na préxima

secao Decibilidade de Problemas.

2.4 Decidibilidade de problemas

A andlise dos limites computacionais e da decidibilidade de problemas é realizada
com base no modelo computacional mais expressivo conhecido: a maquina de Turing.
Proposta por Turing (1936b), essa méquina tedrica é capaz de simular qualquer algoritmo
— ou seja, qualquer processo computavel. Por essa razao, é considerada o modelo padrao
para a definigdo de computabilidade (SIPSER, 2006b).

A maquina de Turing utiliza uma fita de comprimento ilimitado como memoria,
sobre a qual uma cabega de leitura/gravacao pode se mover livremente para a esquerda ou
para a direita. Diferentemente de modelos anteriores, que possuiam leitura unidirecional,
a maquina de Turing é bidirecional e permite reescrita sobre a fita. Isso implica que
sua execucao pode nao necessariamente terminar, uma vez que a cabeca pode mover-se
indefinidamente sem atingir um estado de parada.

A fungao de transi¢ao de uma maquina de Turing é definida como:
0:QxT = QxT x{E,D}

Ou seja, se a maquina estd no estado ¢, lendo o simbolo a na fita, e 6(q,a) = (r,b, E),
entao ela escreve o simbolo b sobre o a, transita para o estado r e move a cabeca para a
esquerda (indicado por E; a direita, se D).

Durante a computacao, a entrada é posicionada no inicio da fita, e o restante das
células é preenchido com um simbolo branco ( ou O). A fita é considerada ilimitada a
direita (SIPSER, 2006b).

Como exemplo de linguagem reconhecida por uma maquina de Turing, tem-se:
L={a"bt"|n>0}

Essa linguagem é reconhecida pela méquina representada na Figura 13.

A funcao de transicao utilizada segue a notagao: <simbolo lido — simbolo es-
crito, diregdo>. O simbolo inicial é denotado por ® e simbolo branco, utilizado para
representar espacos vazios na fita, aparece como [ na Figura 13. Apesar de sua expressivi-
dade, a maquina de Turing também apresenta limitacoes. Para compreender esses limites,

introduz-se o conceito de Maquina de Turing Universal.
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Figura 13 — Maquina de Turing para L = {a"0" | n > 0}
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Maquina de Turing universal

start —{ 4o

Proposta também por Turing (1936b), esta maquina é capaz de simular qualquer
outra maquina de Turing a partir de sua descrigcao codificada e da entrada correspondente.
Em termos préticos, ela recebe como entrada um par (M, w), onde M é a codificagdo de
uma maquina de Turing e w é uma cadeia de entrada, e executa exatamente os mesmos
passos que M realizaria sobre w.

A maquina universal é 1til para descrever algoritmos em um nivel mais abstrato,
ocultando detalhes de implementagao, e para demonstrar propriedades fundamentais da

computacao, como o limite da decidibilidade.

Problemas decidiveis e reconheciveis

Dado esse contexto, distinguem-se dois tipos fundamentais de problemas (SIPSER,
2006b):

e Um problema é decidivel se existe uma maquina de Turing que, para toda entrada
w, termina a computacao (aceitando ou rejeitando) em tempo finito. As linguagens

associadas a esses problemas sao chamadas Turing-decidiveis.

e Um problema ¢ reconhecivel se existe uma maquina de Turing que aceita toda pala-
vra pertencente a linguagem. No entanto, se a palavra nao pertencer a linguagem,
a maquina pode rejeitar ou entrar em loop. Essas linguagens sao chamadas Turing-

reconheciveis.

Entre as propriedades importantes, destacam-se (SIPSER, 2006b):
e Toda linguagem decidivel é também reconhecivel;

e O complemento de uma linguagem decidivel é decidivel;
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e O complemento de uma linguagem reconhecivel pode nao ser reconhecivel.

Esse ultimo ponto é particularmente relevante, pois evidencia que ha problemas
para os quais nao apenas nao se conhece uma solucao, mas sequer se pode verificar compu-
tacionalmente se uma dada entrada pertence a linguagem — delimitando a computacgao
feita por maquinas de Turing, e apresentando uma classe de linguagem que nao esta
inserida na hierarquia de Chomsky. A seguir, sao apresentados exemplos classicos de

problemas computacionais classificados de acordo com sua decidibilidade:

Problemas decidiveis

Sao problemas para os quais existe uma maquina de Turing que sempre termina

(aceitando ou rejeitando) qualquer entrada. Exemplos:

e Problema da aceitagao para automatos finitos: Dado um AF A e uma cadeia w,
decidir se A aceita w. Esse problema pode ser resolvido percorrendo a cadeia segundo

as transicoes definidas.

e Problema de equivaléncia para gramaticas regulares: Dadas duas expressoes regu-
lares Ry e Ry, decidir se L(R;) = L(Ry). Pode ser resolvido por conversao para

automatos finitos e comparacao de suas linguagens.

e Problema de aceitabilidade em GLC: Dada uma GLC G e uma cadeia w, decidir se

G gera w, conforme descrito anteriormente por meio da Forma Normal de Chomsky.

Problemas reconheciveis, mas indecidiveis

Nesses problemas, existe uma méaquina de Turing que aceita entradas da linguagem,

mas pode nao parar se a entrada nao for aceita. Exemplos:

e Problema da Parada (Halting Problem): Dado um par (M, w), onde M é uma ma-
quina de Turing e w uma entrada, decidir se M para ao executar w. Esse problema

sera discutido na préxima subsecao.

e Problema da aceitacao em maquinas de Turing: Dado uma maquina de Turing M
e uma cadeia w, decidir se M aceita w. A maquina pode aceitar, rejeitar ou entrar

em loop.

Problemas irreconheciveis

Sao problemas para os quais nao existe sequer uma maquina de Turing que reco-

nheca a linguagem correspondente. Exemplos:
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e Complemento do problema da parada: A linguagem
PARA 7 = {(M,w) | M nao para ao processar w}

nao ¢ Turing-reconhecivel, pois nao é possivel confirmar que uma maquina nunca

parara.

e Problema da equivaléncia para maquinas de Turing: Dado duas maquinas M; e Mo,
decidir se L(M;) = L(M,). Nao existe algoritmo que resolva esse problema para

todas as entradas possiveis.

Esses exemplos evidenciam que, embora muitas linguagens e problemas possam
ser tratados de forma automatica, existe um limite fundamental imposto pelo proprio
modelo da maquina de Turing. No entanto, ¢ importante compreender como esse limite
se manifesta também em modelos computacionais menos expressivos, como os PDAs. A
proxima secao apresenta o PROBLEMA DA PARADA no contexto das maquinas de Turing

e discute como ele é tratado no caso dos PDAs.

2.4.1 Problema da parada

Entre os problemas fundamentais da computacao esta o Problema da Parada. For-
mulado por Turing (1936b), esse problema busca responder se uma maquina de Turing
M iré parar ao processar uma entrada w, ou continuara executando indefinidamente.

Formalmente, o problema pode ser expresso como a linguagem:
PARA i = {(M,w) | M é uma maquina de Turing que pdra sobre a entrada w}

Embora seja possivel simular a execucao de M sobre w e aceitar se ela termina,
nao é possivel construir um algoritmo que decida isso para todos os casos. Isso ocorre
porque, em caso de laco infinito, nao hd como distinguir entre uma computacao que
nunca termina e uma que apenas esta demorando para concluir. Assim, o PROBLEMA DA
PARADA ¢é reconhecivel, mas nao decidivel.

Essa limitacao ¢ diretamente consequéncia do teorema de Turing e representa um
marco tedrico: ha problemas que nenhuma maquina de Turing pode resolver, o que esta-
belece um limite claro para o poder computacional.

Por outro lado, modelos computacionais menos expressivos, como os automatos
finitos ou PDAs, operam sobre classes de linguagens mais restritas, e, portanto, possuem
propriedades decidiveis. Nesses casos, o problema analogo ao da parada assume a forma
do problema de aceitabilidade, o qual é decidivel: existe um algoritmo que determina, em
tempo finito, se uma cadeia pertence a linguagem reconhecida por esses modelos.

No contexto de GLCs, esse problema consiste em decidir se uma gramatica G

gera uma palavra w. Segundo Sipser (2006b), seria suficiente tentar todas as derivagoes
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possiveis. Contudo, como uma GLC pode gerar infinitas derivacoes para uma mesma
palavra, esse método nao ¢é viavel. Para contornar essa limitacao, utiliza-se a Forma
Normal de Chomsky, na qual uma cadeia w de comprimento n terd no méaximo 2n — 1
passos de derivacao.

Com isso, é possivel construir uma maquina de Turing que decide o problema de

aceitabilidade Agrc, da seguinte forma conforme descrito por Sipser (2006b):

Méquina M para decidir Agro: Dada a entrada (G, w), onde G é uma

GLC e w uma cadeia:
1. Converta G para a Forma Normal de Chomsky;

2. Liste todas as derivagdes com no méaximo 2n — 1 passos (ou 1, se
n =0);

3. Se alguma delas gera w, aceite; caso contrario, rejeite.

Como toda GLC possui um PDA equivalente, segue-se que o problema de reconhe-
cimento para PDAs também é decidivel: basta converter o PDA para uma GLC e aplicar
o algoritmo anterior.

Por fim, como definido por Silva, Oliveira e Santos (2025), toda GLC pode ser
representada por uma expressao livre de contexto utilizando PDOp. Assim, a aceitabi-
lidade de uma expressao livre de contexto também é decidivel, desde que sua semantica

seja bem definida e equivalente a uma GLC.

Neste capitulo foram apresentados os conceitos e resultados essenciais que susten-
tam o desenvolvimento desta pesquisa. Com essa base conceitual consolidada, o préximo

capitulo abordara o procedimento metodolégico a ser realizado pela pesquisa.
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3 FORMULACAO DE ARQUITETURA DETERMINISTICA PARA O CASO
BASE DO PDOP

Este capitulo descreve a evolucao do modelo de geracao de automatos de pilha a
partir de expressoes livres de contexto com PDOp. Inicialmente, estabelece-se o contexto
tedrico e as limitagoes da abordagem predecessora, fundamentando a necessidade de uma
nova proposta algoritmica para o problema enfrentado neste trabalho.

Para atingir os objetivos de eficiéncia e determinismo, o desenvolvimento da solucao

seguiu um fluxo sistematico estruturado nas seguintes etapas:

1. Analise critica e identificacao de lacunas - Investigacao das limitacdes do modelo
predecessor, especificamente quanto ao problema da parada em ciclos vazios e a

geracao de automatos nao deterministicos.

2. Reestruturacgao arquitetural - Proposicao da arquitetura baseada em “Estado Hub”
e decomposicao ternéria do operador (Push, Pivo, Pop) para linearizar o fluxo de

processamento.

3. Redefinicao de operadores - Alteragao estrutural nos algoritmos de Fecho de Kleene

e Uniao para segregar estados de leitura e estados vazios, mitigando ambiguidades.

4. Otimizagao e determinizagao - Desenvolvimento de um pipeline de algoritmos (re-
mocao de transi¢oes nao-redutoras, tratamento de conflitos e-POP e criacao de

Superestados) para maximizar o determinismo do automato resultante.

As secoes a seguir detalham cada uma dessas etapas, fundamentando as decisoes

de projeto e apresentando as formalizacoes necessarias.

3.1 Analise das fontes de nao-determinismo e nao parada do PDOp

Antes de fundamentar a proposta deste trabalho, torna-se imperativo realizar uma
analise rigorosa do caso base do PDOp, proposto originalmente por Silva, Oliveira e Santos

(2025) e Oliveira (2024), e seu algoritmo para converter expressoes livres de contexto com

PDOp em APND.

3.1.1 A necessidade de determinismo

No dominio das linguagens regulares, sabe-se que todo AFN possui um AFD equi-
valente. Conforme (HOPCROFT; MOTWANI; ULLMAN, 2006), a execugao de um AFD
ocorre em tempo proporcional ao comprimento da entrada, ou seja, ©(n), onde n é o
tamanho da palavra w (SIPSER, 2006b).
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Entretanto, na das Linguagens livres de contexto, essa equivaléncia de eficiéncia

desaparece. A literatura estabelece dois cenarios distintos:

1. Linguagens livres de contexto gerais — Requerem modelos nao deterministicos
como os APNDs, nao existe procedimento de reconhecimento que obtenha desem-
penho assintético melhor que o tempo cibico no pior caso. Resultados classicos
demonstram que o reconhecimento de CFL gerais exige, no pior cenério, ©(n?)
(EARLEY, 1970; AHO, 1972; SIPSER, 2006a). Isso signfica que a ambiguidade es-
trutural e o nao determinismo impedem qualquer possibilidade de processamento em
tempo linear, podendo inclusive levar a explosao exponencial de derivacoes em gra-
méticas ambiguas (AHO, 1972). Tais limitacoes foram rigorosamente estabelecidas
em trabalhos fundamentais como Earley (1970) e Aho (1972).

2. Linguagens livres de contexto deterministicas — Esta subclasse, correspondente
as linguagens reconheciveis por APDs, admite procedimentos de reconhecimento em
tempo linear O(n) (AHO, 1972; KOZEN, 1997; SIPSER, 2006a). As linguagens
dessa categoria, notadamente aquelas descritas por graméticas LR(k) (KNUTH,
1965b), evitam a explosdo combinatéria presente nas graméticas nao deterministicas
e constituem a base pratica para a maioria das linguagens de programacao modernas,
conforme estabelecido por Knuth (KNUTH, 1965b).

O algoritmo de conversao de expressoes livres de contexto com PDOp em auto-
matos de pilha (OLIVEIRA, 2024), por lidar exatamente com o conjunto das linguagens
livres de contexto, produz como resultado um APND, que é a maquina que reconhece
exatamente o conjunto das linguagens livres de contexto. Contudo, embora sua corretude
seja formalmente estabelecida, do ponto de vista de aplicabilidade préatica em maqui-
nas deterministicas, a execucao de um APND resulta em processos computacionais nao
eficientes.

Diante disso, a motivagao priméria para a reestruturacao do algoritmo de conversao
de expressoes livres de contexto com PDOp em automatos de pilha reside na distin¢ao
fundamental entre diferentes classes de tempo de execugao, especialmente no contexto
de maquinas deterministicas, nas quais um algoritmo é considerado computacionalmente
eficiente quando opera em tempo polinomial no tamanho da entrada. Isso significa que

procedimentos eficientes de reconhecimento, em tais maquinas, sao alcangaveis por meio
de APDs, mas nao por APNDs.

3.2 O problema da parada

A anélise do algoritmo apresentado em Oliveira (2024) revelou casos de computagao
infinita, especificamente situacoes andlogas ao “problema da parada”, em instancias que

envolvem a palavra vazia .
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3.2.1 O caso base e o ciclo de recursao infinita

Considere a aplicacao da proposta original no “caso base” representado pela expres-
sao a:b#c. O algoritmo constréi trés autématos independentes (M, My, M..), interligados
por transigdes vazias (¢), o que resultado no APND contigo na Figura 14. O controle de
fluxo depende de um estado central que gerencia a recursao, retornando ao estado inicial

via e-transicao.

Figura 14 — PDA para a:e#0b (OLIVEIRA, 2024)

O ciclo de recursao infinita ocorre quando a linguagem de qualquer operando do
PDOp contém a palavra vazia (¢ € L(M,,)) visto que visto que a aceitacdo de £ permite
que o operador seja aplicado sem consumir entrada nem produzir avanco significativo
no estado computacional. Nessa situacao, a operacao de empilhamento do PDOp pode
ser repetida indefinidamente, gerando uma sequéncia de transicoes nao redutoras que
apenas reproduzem o mesmo estado légico de forma recorrente. Como nao ha consumo
de simbolos nem alteracao efetiva da configuracao da pilha, o processo nao progride e
a computacao entra em um loop infinito, impedindo a terminacao do procedimento de

reconhecimento.
Observa-se, nesse cendrio, que o automato resultante executa uma cadeia de tran-
sicoes improdutivas, acumulando simbolos na pilha sem qualquer reducao:

configuracdo inicial = empilhamento = retorno via e-transi¢do = novo empilhamento = ---

Como o automato dispoe de uma transicao vazia que retorna ao estado inicial para
preservar a semantica denotacional do PDOp, e nao ha consumo da entrada que force
o avanco do cabecote, a maquina permanece nesse ciclo infinito. Além disso, devido ao
empilhamento continuo dentro desse ciclo, ocorre a explosao da pilha (stack overflow),
agravando o problema.

Tal comportamento viola a propriedade de terminacao indispensavel a qualquer
algoritmo de decisao. Para que um PDA seja funcional, transicoes € nao redutoras, aquelas
que nao consomem entrada nem diminuem a altura da pilha, devem ser rigorosamente

evitadas ou eliminadas.
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3.2.2 Indeterminismo na manipulacao da pilha

Outro problema identificado refere-se a gestao das operagoes de pilha. O algoritmo
proposto por Oliveira (2024) nao fornece mecanismos para distinguir deterministicamente
entre a necessidade de empilhar (operacao push) ou apenas transitar, nem como tratar
conflitos entre leitura de entrada e leitura de pilha (conflitos shift/reduce em terminologia
de compiladores).

A auséncia de tratamento para transi¢oes que utilizam simultaneamente a leitura
da pilha e a leitura da entrada resulta na geragao massiva de nao-determinismo. Sendo as-
sim, o que, conforme discutido na Secao 3.1, implica em custos computacionais proibitivos
em maquinas deterministicas.

Diante dessas constatacoes, e visando a transi¢ao do campo tedrico para aplicacoes
praticas, torna-se evidente a necessidade de uma nova proposta algoritmica eficiente, res-
trita ao conjunto das linguagens livres de contexto deterministicas. Isso implica que tal
proposta deve ser concebida de modo a eliminar recursoes improdutivas e a maximizar o

determinismo do processo de reconhecimento.

3.3 Nova proposta: caso base e arquitetura hub

Neste trabalho, a nova proposta é delimitada ao “caso base” (SILVA; OLIVEIRA;
SANTOS, 2025), definido como uma instancia do PDOp cujos operandos imediatos nao

envolvem multiplas chamadas nem chamadas alternadas.

3.3.1 O operador pushdown como entidade ternaria

Na nova proposta, em vez de tratar o PDOp, em seu caso base, como uma entidade
recursiva monolitica, o algoritmo de conversao passa a decompor o processo em uma
estrutura linearizada composta por trés etapas distintas. Isso significa que no automato
de pilha resultante, o PDOp deixa de atuar como um modificador de fluxo e passa a ser
interpretado como uma sequéncia de operacoes derivadas de seus operandos, conforme a
estrutura ternaria presente em seu caso base.

A linguagem denotada pelo PDOp, em seu caso base, é definida como segue (SILVA;
OLIVEIRA; SANTOS, 2025):

a:b#c = U L(b'ac)
=0

onde a, b, ¢ sao expressoes regulares ou expressoes estendidas pelo PDOp.
Assim, Q(M;, My, M3) pode ser interpretada como a fungdo correspondente ao
PDOp em seu caso base, em que M;, M, e M; representam os automatos de pilha que re-

conhecem os operandos b, a e ¢, respectivamente. Cada operando tem um papel especifico
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na construcao do automato resultante:

1. Operando PUSH (M;): Responsédvel pelo reconhecimento do contexto recursivo

(esquerda) e pela geracdo de simbolos na pilha. Corresponde ao operando b.

2. Operando PIVO (M3): Atua como o elemento de transi¢ao de contexto, delimitando

o fim da fase de empilhamento. Corresponde ao operando a.

3. Operando POP (M;): Responsédvel pelo reconhecimento da segunda metade da

sentenca, condicionado ao desempilhamento. Corresponde ao operando c.

Figura 15 — Representacao semantica das fases do PDA

PUSH PIVO POP
M1 M2 M3

Conforme demonstrado pelo diagrama 15, a nova proposta estabelece uma lineari-

dade de fases. Embora o ciclo de empilhamento possa ser iterativo, a transicao entre fases

é unidirecional.

3.3.2  Redefini¢do do Fecho de Kleene (3*)

Uma das necessidades desta proposta é a modificacao da construcao do automato
para o operador Fecho de Kleene (x). No algoritmo de Oliveira (2024), derivado do
método de Thompson, o automato obtido para o Fecho de Kleene possui um tnico estado
final. Entretanto, conforme discutido na Se¢ao 3.2.1, o problema de parada ocorre quando
a linguagem associada a algum operando contém e. Para evitar esse comportamento,
tornou-se necessario distinguir o estado final do automato resultante dessa operagao em
duas categorias, separando o reconhecimento da palavra vazia do reconhecimento das
demais cadeias.

Assim, propoe-se que o automato resultante M* exponha explicitamente dois con-

juntos disjuntos de estados finais:

e Estado Final ¢ (F.): Estado dedicado a aceitar exclusivamente a entrada vazia,

correspondente ao caso de zero iteracoes.

e Estado Final de Leitura (F,..q): Conjunto de estados responsaveis por aceitar pa-

lavras que envolvem o consumo de pelo menos um simbolo.

A Figura 16 representa o APND para a*. O estado F. é representado por g3 e o

estado Fj..q € representado por gy.
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Figura 16 — Alteragao estrutural do Fecho de Kleene

Esta alteracao estrutural permite desacoplar a contagem interna do Fecho de Kle-
ene da logica de empilhamento do operador pushdown, garantindo que a acao de empilhar
seja bindria e baseada no consumo real de entrada.

Contudo, é necessario observar que, nos casos onde o PUSH ¢é definido por um
Fecho de Kleene (M*), embora o algoritmo mitigue ciclos vazios, persistem limitagoes
quanto ao determinismo da transicao de saida.

A restricao manifesta-se na leitura de simbolos a € 3, onde o automato carece
de capacidade preditiva (lookahead) suficiente para discernir se o simbolo corrente com-
poe uma nova iteragdo do fecho ou se marca o encerramento da sequéncia (realizando o
empilhamento final antes de transitar para a fase subsequente, o PIVO).

Essa incerteza decorre da natureza iterativa do APND na fase de PUSH; isto obriga
o automato a explorar multiplos caminhos simultaneamente (nao-determinismo), levando
ao empilhamento de sequéncias espurias na pilha nos caminhos incorretos. Consequente-
mente, tal comportamento degrada a eficiéncia do reconhecimento e impede a geracao de

um DPDA puro nestes cenarios especificos.

3.3.3 Extensao da redefini¢ao para a uniao (U)

A logica de segregacao estende-se ao operador de Uniao. Ao invés de fundir os

estados finais dos operandos, o automato resultante propaga os conjuntos originais:
Fs(Mum'ao) = F€<MA> U FE<MB) (2)

Fread(Muni(w) = Fread(MA) U Fread(MB) (3)

Isso preserva a informagao topoldgica necessaria para tratar expressoes como a :
(b + €) # ¢ sem adivinhac@o nao-deterministica.
A Figura 17 representa o APND para (a + €) o estado F. é representado por ¢s

enquanto o estado Fj..q € representado por gg
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Figura 17 — Propagacao de estados na Uniao

3.4 Arquitetura interna

A implementacao computacional utiliza uma arquitetura baseada em um estado
distribuidor central (denominado “Hub”) e um estado gerenciador de desempilhamento
(“Estado de Controle”). A estrutura foi projetada para encapsular a légica de aceitagao
por pilha vazia, sendo o empilhamento da variavel de fundo de pilha realizado antes do
estado Hub, dentro de um automato que opera globalmente por estado final. Para garantir
que o esvaziamento da pilha do operador nao interfira na pilha global, foi introduzido um

marcador de fundo de pilha local (Z) antes do inicio do estado Hub.
Figura 18 — Diagrama de etapas com Hub e Estado de Controle

gy

PIVO (£, €, £)
M2
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A arquitetura do automato de pilha proposto fundamenta-se no fluxo logico deli-
neado na Figura 18. Nesta topologia, destaca-se o papel do estado centralizador (Hub),
responsavel pela orquestracao do fluxo entre as fases de PIVO e PUSH, enquanto o estado

de controle (CTRL) governa as operagoes de desempilhamento (POP).

3.4.1 Definigao dos estados e transigoes

Esse encadeamento sistemético de passos permite organizar o processo de con-
versao, esclarecer o papel de cada componente do PDOp e assegurar que o automato

resultante seja consistente com a arquitetura proposta.

1. Inicializacao e Isolamento (¢ — qnuw): O estado inicial global (gg) realiza uma



o4

transicao vazia para o estado hub (gpw), empilhando o marcador de fundo Z.
5((]0, g, 6) = {(Qhulh Z)}

2. O Distribuidor (gpn.): Este estado atua como um pivo de decisdo para a fase de

empilhamento. Dele partem duas vias de transigao e:

e Via PUSH (M;): Conecta-se ao estado inicial de M.
e Via PIVO (M,): Conecta-se ao estado inicial de M.

3. Ciclo de Empilhamento (1/;): Os estados finais de M; possuem transicoes de retorno
para Qpup- E neste retorno que ocorre a acao semantica de empilhar a variavel de

controle X.

va S F(M1)75(qf757€) = {(QhumX)}

Nota de Determinismo: Conforme a redefinicao do Fecho de Kleene, apenas os
estados finais de M, pertencentes ao conjunto F.,; devem possuir esta transicao,

evitando o ciclo infinito de empilhamento vazio.

4. Transicao de Fase (M,): O automato M, (Pivo) é executado. Seus estados finais

conectam-se ao Estado de Controle (g.,;) por transigao .

5. Estado de Controle e Desempilhamento (g.): Este estado gerencia o consumo da

pilha através de um lago com Mz (POP).

e Execucao do POP: Se o topo da pilha contém X, transita para Mz desempi-
lhando X.

e Aceitacao: Se o topo da pilha contém Z, consome Z e aceita (¢finar)-

e Caso Sufixo Irrestrito: Se o PUSH foi vazio, a logica segue o caminho INDE-
PENDENT. M3 é executado ap0s a verificacao do marcador Z, sendo acessado por
uma transi¢cdo que desempilha e reempilha Z (operagdo de Peek), garantindo

a validacao do contexto.

Conforme ilustrado na Figura 19, as transigoes destacadas em vermelho indicam o
fluxo correspondente ao caso INDEPENDENT, enquanto as transicoes em azul representam

o caso DEPENDENT ambos os fluxos estao presentes em casos mistos.
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Figura 19 — PDA para caso base reformulado diagrama

Dado que o PIVO funciona estritamente como um mecanismo de transicao de fase,
sem realizar manipulacoes diretas na pilha, nao ha restrigoes de contagem ou empilha-
mento associadas a ele. Contudo, ha um caso particular referente a propagacgao de seus

estados finais que requer uma restricao arquitetural, a qual serd abordada na sequéncia.

3.4.2 Condigao especial para PIVO vazio

Assim como no PUSH, se o PIVO aceitar vazio, seus estados finais (quazio € Gread) de-
vem propagar essa informagao para os estados finais do pushdown. Conforme demonstrado
na Figura 20, essa condigao é verificada no estado inicial, que antecede o empilhamento do

marcador de fundo, garantindo que nenhum simbolo ou variavel tenha sido processado.”

Figura 20 — PDA para c:b#c

3.5 Logica de Classificagao do Operando PUSH

O fluxo de pilha a ser definido depende estritamente das propriedades de M;.
Classifica-se M; em trés casos fundamentais baseado na necessidade de empilhamento,

apresentados a seguir.

3.5.1 Caso 1: Contagem irrelevante (PUSH nulo)
Ocorre quando L(M;) = {e}.

e Conexao: Estados finais conectam-se ao Hub sem empilhar X conforme demons-

trado na Figura 21.
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e Impacto no POP: Flag IS_INDEPENDENT verdadeira.

Figura 21 — Caso 1: PUSH ¢

3.5.2 Caso 2: Contagem estrita (PUSH obrigatério)

Ocorre quando ¢ ¢ L(M,).

e Conexao: Estados finais (Feqq) retornam ao Hub empilhando X, conforme demons-

trado na Figura 22.

e Impacto no POP: Flag IS_DEPENDENT verdadeira.

Figura 22 — Caso 2: PUSH b

3.5.3 Caso 3: Contagem condicional (PUSH misto)
Ocorre quando € € L(M;) e L(M;) N Xt #£ 0.
e Via F.: Retorna ao quy via € SEM empilhamento.
e Via F,..q: Retorna ao gpy, com agdo PUSH(X), conforme demonstrado na Figura 23.

e Impacto no POP: O autémato Mj terd duas vias de execugao (Dependente e Inde-

pendente).

E importante ressaltar que os automatos ilustrados nas Figuras 21, 22 e 23 re-
presentam isoladamente as variagdes estruturais no operando PUSH (M;). O restante
do APND resultante (PIVO e POP) foi omitido nestes diagramas para fins de clareza,
estando conectado via transigdo vazia (¢) a partir do estado ¢;. A estrutura completa
e a interagao entre os componentes restantes serao abordadas detalhadamente na se¢ao

seguinte.
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Figura 23 — Caso 3: PUSH (b + ¢)

g, EE

3.6 Definicdo dos componentes PIVO e POP

Uma vez estabelecida a interface de saida de M; e o comportamento do Hub, os

componentes subsequentes sao instanciados para completar o fluxo linear de verificacao.

3.6.1 O autdémato PIVO (My)

O PIVO atua como o delimitador central da expressao (a subexpressao localizada
antes de ") ou seja, primeiro operando do PDOp). Sua construgao é definida pela
subexpressao correspondente, podendo esta ser uma expressao regular ou uma outra
expressao com PDOp (em casos de aninhamento).

Apesar de sua complexidade interna variavel, no nivel atual da arquitetura Hub, ele
desempenha o papel de transicao de fase. Deve-se ter atencao especial caso a linguagem
deste componente aceite a palavra vazia (¢ € L(M,)). Neste cendrio, os estados finais de
M, devem propagar a distingao entre “leitura realizada” e “leitura vazia” para o Estado
de Controle subsequente. Embora o PIVO, por definicao nesta proposta, nao manipule a
pilha (apenas transita), essa informagao topolégica é crucial para que o automato saiba

se houve uma mudanca de contexto real ou apenas uma transicao nula.

3.6.2 O automato POP (Ms)

O automato de desempilhamento é gerado condicionalmente as flags definidas pela
classificagdo do PUSH. O Estado de Controle (), interface entre PIVO e POP, bifurca
o fluxo baseando-se na varidvel presente no topo da pilha (X para contagem ou Z para

aceitacao).

1. Se IS_INDEPENDENT: O automato deve permitir o processamento do sufixo mesmo
quando a pilha de contagem do PUSH esta vazia. Para evitar conflitos de transigao
no estado de controle (onde a presenca de Z indica aceitacao), a transicao para Ms é
originada a partir do estado final global (¢fine). Formalmente, o autémato primeiro

transita de g para gpina desempilhando Z (aceitagdo do prefixo). Em seguida,
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define-se uma transicao de continuidade que reempilha Z e direciona para o inicio

de Mj3, conforme demonstrado na Figura 24:

Figura 24 — Caso 1: POP (¢)

Essa abordagem elimina o conflito Shift/Reduce no estado de controle, garantindo
que a decisao de processar o sufixo ocorra de forma deterministica apds a validagao

do contexto anterior. Os estados finais de M3 retornam com transicoes € para et

2. Se IS_DEPENDENT: Todas as transicoes iniciais de Mj sao condicionadas ao con-
sumo da variavel de controle. O automato transita desempilhando efetivamente X,

conforme demonstrado na Figura 25:

Figura 25 — Caso 2: POP (b)

Os estados finais de M3 retornam com transicoes € para e

3. Se IS_DEPENDENT/INDEPENDENT: O algoritmo gera duas instancias (ou caminhos)
para Mj, cobrindo ambas as possibilidades 16gicas do PUSH:

e Caminho A (com pilha): Acessivel se o topo da pilha for X. Segue a légica
DEPENDENT, consumindo X e processando a entrada.

e Caminho B (sem pilha): Acessivel via estado final (apds consumo de Z). Segue
a légica INDEPENDENT, permitindo que o POP processe a entrada assumindo

que o PUSH optou pelo caminho vazio e a pilha foi esvaziada.

Essas duas transicoes sao aparentes na Figura 26
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Figura 26 — Caso 3: POP (b +¢)

Esta estrutura garante que a ambiguidade gerada no PUSH (“empilhou ou nao?”)
seja resolvida deterministicamente no POP através da inspecao do topo da pilha e da

segregacao dos caminhos de aceitacao e continuagao.

3.7 Definicao operacional dos componentes

A implementagcao da arquitetura, baseada em um estado distribuidor (gp.p), impoe

comportamentos especificos aos operandos, conforme explicado a seguir.

3.7.1 O operando PUSH (M;) como ciclo controlado

Na arquitetura proposta, o PUSH nao transita diretamente para o PIVO. Sua
funcao é gerar tokens de empilhamento e retornar ao distribuidor para permitir novos

empilhamentos ou a transicao de fase.

e Entrada: Acessado via € a partir de qpyp.

e Saida: Estados finais de F}..q retornam a ¢, empilhando X.

3.7.2 O operando PIVO (M,) como transicio de fase

O PIVO é 0 mecanismo de escape do ciclo.
e Entrada: Acessado via ¢ a partir de gpyp.

e Saida: Conecta-se ao Estado de Controle, selando a fase de empilhamento.

3.7.3 O operando POP (M3) como validador de Sufixo

O POP opera sob a gestao estrita do Estado de Controle (g ), funcionando como

um consumidor de contexto.

e Entrada: Acessado a partir de ¢.,; mediante o desempilhamento da variavel de

controle X (ou validagao de 7).
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e Saida: Seus estados finais retornam a q.,;, permitindo o processamento iterativo
(desempilhamento em lago) até que o marcador de fundo Z seja exposto para a

aceitacao final.

Com a definicao do novo operador pushdown, a expressao a:b# c resulta na estru-

tura apresentada na Figura 27.

Figura 27 — Exemplo de PDA preliminar gerado para a:b#c

Embora o automato ilustrado na Figura 27 ainda seja classificado formalmente
como um APND, devido as transicoes vazias de conexao, a arquitetura segregada por fases
proposta neste trabalho é o fator chave que viabiliza a sua determinizacao. O capitulo a
seguir detalhara o pipeline de otimizacao desenvolvido para eliminar essas ambiguidades

estruturais e converter o modelo em um APD.
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4 OTIMIZACAO E MAXIMIZACAO DO DETERMINISMO

A arquitetura descrita anteriormente gera um Automato de Pilha funcional, po-
rém nao-deterministico por causa do uso extensivo de transigoes vazias para conectar os
componentes.

Visto que a conversao de um APND para um APD nao é possivel para todas
as linguagens livres de contexto, dado que algumas CFL nao admitem reconhecimento
deterministico, seja por apresentarem ambiguidade inerente, seja por exigirem decisoes
nao locais, este trabalho propoe um pipeline de otimizacao voltado a eliminacao do nao
determinismo estrutural para o caso base do PDOp.

Importante ressaltar que, ao final de cada etapa de otimizagao descrita a seguir,
executa-se um algoritmo auxiliar de limpeza para a remocao de estados 6rfaos (orphan
states), isto é, estados a partir dos quais nao existe qualquer caminho que conduza a um
estado final. Essa limpeza garante que o espaco de busca das etapas subsequentes seja
minimizado, concentrando-se apenas nos estados efetivamente produtivos.

Para exemplificar a aplicagdo do pipeline, é utilizado o PDA gerado pela nova
proposta para a expressao a:a# c demonstrado na Figura 28. Trata-se de um exemplo
particularmente interessante, pois a linguagem correspondente nao é prefiz-free, isto é,
trata-se de uma linguagem em que algumas palavras podem ser prefixo de outras, o que
dificulta a determinacao deterministica do ponto de aceitacao. Por essa razao, um DPDA

s6 é obtido apods a execucao completa de todas as etapas do pipeline.

Figura 28 — PDA Resultante para a:a#c

4.1 Etapa 1: Calculo e remocao de transicoes ¢ nao-Redutoras

Uma das principais fontes de nao determinismo em automatos gerados composici-
onalmente é a presenca de transicoes silenciosas que apenas ajustam o estado interno ou

manipulam a pilha sem consumir simbolos da entrada. Conforme a definicao cléssica de

Ginsburg e Greibach (1966):
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Defini¢ao 1 (Transigao € nao-redutora). Seja P = (Q, %, 1,6, qo, Zo, F') um automato de
pilha. Uma transicao € da forma §(q,e,X) C Q x I'* € dita ndo-redutora quando, para
todo par (p,a) € 6(q,e,X), tem-se |a] > | X].

Essas transicoes podem ser classificadas em dois tipos para fins de algoritmo:
e Tipo 1 (s-Transicao pura): (¢,¢,¢) — (p,€). Apenas altera o estado.
e Tipo 2 (Empilhamento oculto): (¢,¢,¢) — (p, X). Empilha sem ler entrada.

As transicoes do Tipo 2 representam um desafio critico para a determinizacao.
Por permitirem a manipulagao da pilha sem o consumo de simbolos da entrada, elas
introduzem o risco de crescimento nao-limitado da pilha. A presenca de ciclos formados
exclusivamente por essas transi¢oes geraria lagos infinitos impossiveis de serem removidos
sem alterar a semantica da linguagem.

Diante disso, e assumindo que a construcao estrutural do PDOp impede a forma-
¢ao de ciclos de empilhamento vazio, aplica-se uma estratégia de fechamento transitivo
modificado. O método visa identificar sequéncias aciclicas de transicoes vazias e elimind-
las através da criagao de atalhos que ‘propaga’ o consumo de entrada para os estados
anteriores. Essa abordagem expande o conceito cldssico de fecho-¢ (comum em autématos
finitos) para o contexto de pilha, com a restri¢ao fundamental de acumular e preservar as
operacoes de empilhamento na nova transicao direta, garantindo assim a equivaléncia da
linguagem reconhecida.

O procedimento baseia-se na identificacao do conjunto de alcance Reach(q) através
de caminhos . A regra de propagacao define que, se ¢ = p e p — r, cria-se a transicio

direta ¢ % r. O Algoritmo 1 detalha a implementacao iterativa deste processo:
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Algoritmo 1 Eliminacao de Transicoes £ nao-redutoras
Requisitos: PDA M = (Q, %, 1,0, qo0, Zo, F)
Garante: PDA M’ otimizado

1: M+ M

2: repita

3: para todo Estado ¢ € () faca

4: > Calcula alcance por transigoes € nao-redutoras (sem ciclos)
5: R < BuscaProfundidadeTransicoesRuins(q)

6: para todo Estado p € R faga

7: se p # q entao

8: para todo Transigao Boa t : (p,a,a) — (r,3) em M faga

9: > Cria atalho direto preservando operacao de pilha
10: Adicionar 0'(q, a, ) — (r, ) em M’

11: fim para

12: se p € F' entao

13: Adicionar ¢ a F (Heranga de aceitagao)

14: fim se

15: fim se

16: fim para

17: fim para
18: até nao houver novas adigdes em M’

19: Remover transi¢oes ruins originais onde possivel (sem desconectar o grafo)

E importante ressaltar que o Algoritmo 1 pressupoe que nao existam ciclos de
transi¢goes puramente do Tipo 2 (empilhamentos infinitos sem leitura), o que causaria
divergéncia. A garantia de convergéncia é dada pelas propriedades construtivas do PDOp:
a redefini¢ao do Fecho de Kleene (Secao 3.3.2) e da Uniao (3.3.3) mitiga a formagao desses
ciclos na estrutura base.

A aplicacao da Etapa 1 a expressao a:a#c resulta no automato apresentado na
Figura 29, onde caminhos intermediarios foram substituidos por transicoes diretas de
leitura.

Observa-se que, em casos onde o componente PUSH é nulo (ex: a:e#b), a Etapa
1 é capaz de remover integralmente a fase de empilhamento. Nessa configuracao, o auto-
mato reduz-se funcionalmente ao reconhecimento de uma linguagem regular (equivalente
a ab*). No entanto, como a arquitetura preserva o critério de aceitacdo por pilha vazia,
mantém-se uma manipulacao de pilha redundante. Isso introduz um custo computacional
desnecessario quando comparado a eficiéncia de um AFD nativo.

Contudo, mesmo apods essa otimizacao estrutural, persistem situagoes de nao-

determinismo residual. Estes casos manifestam-se, sobretudo, como conflitos de decisao
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Figura 29 — PDA Resultante da Etapa 1 para a:a#-c

C,EDE

entre o consumo efetivo de um simbolo da entrada e a execucao de uma operacao de

desempilhamento (transi¢ao e-POP).

4.2 Etapa 2: Tratamento de transicoes s-POP

Definigao 2 (Conflito e-POP). Um conflito e-POP ocorre quando um autémato possui,
para um mesmo estado q, uma transicio que desempilha sem ler entrada (6(q,e,X)) e

outra que consome entrada (§(q,a,...)), criando uma ambiguidade do tipo Shift/Reduce

(AHO et al., 2007).

A estratégia adotada é antecipar o desempilhamento para o momento da leitura.

Se o automato desempilha X e logo em sequida 1é ‘a’, fundem-se essas operagoes:
Se (¢,e,X) —pe(p,a,e) —»r = Criar (¢,a,X) = r

Esta otimizagao permite que o automato de pilha tome a decisao baseando-se no

lookahead do simbolo ‘a’,

removendo a necessidade de “adivinhar” o momento do POP.
Utiliza-se a mesma estratégia de propagacao da Etapa 1, porém considerando as transigoes
e-pop como o alvo da eliminacao.

A aplicagao da Etapa 2 a expressao a:a#c resulta no autémato apresentado na

Figura 30.

Figura 30 — AP Resultante da Etapa 2 para a:a#c

Contudo, mesmo apds essa otimizagao, persistem situacoes de nao-determinismo

estrutural. Essas situacoes ocorrem quando o automato apresenta ambiguidade de transi-
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cao por entrada, ou seja, existem dois ou mais caminhos distintos que consomem o mesmo
simbolo a partir do mesmo estado (§(q, a, Z) possui multiplos destinos).

Esse cendrio impoe a necessidade de observar a Restrigao de Disjungao de Simbolos
(LL(1)). Para que o automato resultante seja estritamente deterministico (DPDA), é man-
datoério que, em qualquer ponto de bifurcacao do fluxo de controle, os conjuntos de simbo-
los iniciais (F'IRST) de cada caminho alternativo sejam disjuntos (F'I RST(Caminho,)n
FIRST(Caminhog) = (). Caso contrario, a méquina exigiria capacidade de lookahead
(antevisao) superior a 1 ou backtracking para resolver a decisdo.No entanto, hd uma ex-
cecao tratavel: casos onde a leitura de um mesmo simbolo leva a multiplas transigoes
isomorfas, isto é, transicoes que consomem o mesmo simbolo da entrada, desempilham a
mesma variavel e empilham a mesma sequéncia, diferindo apenas no estado de destino.
Esse tipo especifico de nao-determinismo (redundancia) nao viola a légica da linguagem e
pode ser resolvido através da fusdo de estados (superestados), conforme demonstrado na

etapa a seguir.

4.3 Etapa 3: Redugao de ambiguidade via superestados

Mesmo ap6s a remocao de transigoes vazias nao-redutoras e e-POP, o automato
resultante pode apresentar nao determinismo local. Isso ocorre quando uma mesma confi-
guracao de entrada (estado atual, simbolo lido e topo de pilha) aciona multiplas transigoes

distintas:

6(q,a, X) = {(p1,7), (P2,7), -, (P> 1)} (4)

Note que, neste caso restrito, a operagao de pilha () é idéntica para todas as
opgoes de transigao, diferindo apenas nos estados de destino (p;). Para resolver esse
conflito, propoe-se a criacao de Superestados.

Visto que a manipulagao de memoria é consistente entre os caminhos, os desti-
nos {p1,...,pn} podem ser unificados em uma nova entidade inica Qsyper, eliminando a
bifurcacao sem alterar a linguagem reconhecida.

A execucao do Algoritmo 2 reduz significativamente o grau de nao-determinismo
em expressoes complexas (como ab : ac#d), mas sua aplicagdo é estritamente restrita
aos casos onde as operagoes de manipulagao da pilha (simbolo desempilhado e sequéncia
empilhada) sdo idénticas para todas as transi¢oes em conflito. Quando as operagoes de
pilha divergem, a fusao é impossivel, restando a andlise estrutural das fronteiras entre os

componentes do operador.

4.3.1 Anélise de fronteiras e condi¢oes de determinismo

Existe uma relagao critica entre a garantia de determinismo e o comprimento re-
lativo das sequéncias de simbolos do PUSH (u) e do PIVO (v). A ambiguidade residual
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Algoritmo 2 Criagao de superestados (determinizagao parcial)

Requisitos: PDA M’ apds remocao de transigoes
Garante: PDA M” com reducao de ambiguidade
1: enquanto Houver conflito deterministico compativel faga

2:

Identificar tripla (g, a, X') que gera destinos multiplos P = {py, ..., p,} com mesma

operacao de pilha y

Criar novo Superestado Sye, < |J P
Substituir as transi¢oes originais por 0(q, a, X) = (Snew, )
Para cada simbolo b e topo Z, as transi¢oes saindo de qualquer p € S,,., passam

a sair de S,,cq

se houver conflito nas novas saidas entao
marcar para proxima iteragao
fim se

: fim enquanto

concentra-se nas fronteiras de decisao onde essas fases se sobrepoem. Identificam-se dois

cendrios principais que impoem restrigoes de disjuncao (LL(1)) especificas, apresentados

a seguir.

1. Cenério 1 - PUSH sobrepée o PIVO (Ju| > |v]). Nesta configuracdo, a leitura

do PIVO encerra-se enquanto a sequéncia de PUSH ainda estd sendo processada
(ou termina simultaneamente). A ambiguidade surge na decisdo entre continuar
empilhando o restante de u ou transitar para o desempilhamento (POP).Exemplo:
Na expressao aba:a#b, o pivo a é prefixo do push aba. Ao ler a, o automato enfrenta
um conflito: deve continuar o empilhamento (lendo o préximo b) ou aceitar o pivo?
Para garantir o determinismo, o conjunto F'IRST da continuagao do PUSH deve
ser disjunto do FIRST do automato subsequente (POP). No caso de a:a#a, a

intersecao dos simbolos (a vs a) impede a decis@o deterministica sem lookahead.

. Cendrio 2 - PIVO estende o PUSH (|v| > |u|). Aqui, a fase de empilhamento

termina estritamente dentro da leitura do pivo. O conflito manifesta-se na disting¢ao
entre o simbolo que d& continuidade ao PIVO e o simbolo que reiniciaria um novo
ciclo de PUSH (em casos de iteracao).

Ezemplo: Na expressao aa:a#b, o PUSH (a) é um prefixo préprio do PIVO (aa).
Apoés ler o primeiro a, a maquina deve ler o segundo a para completar o pivo.
Se houver um lago externo permitindo o reinicio, esse segundo a torna-se ambiguo
(parte do pivo atual ou inicio de um novo push?). A condigao de determinismo exige
que o simbolo na posicao |u| 4 1 do PIVO seja distinto do simbolo inicial do PUSH.

A expressao bab:b# c é deterministica pois o sufixo do pivo (a) difere do reinicio (b).

A otimizagao de superestados resolve o nao-determinismo de redundéancia, mas a

Ambiguidade de Fronteira descrita acima exige que as linguagens componentes respeitem

a disjuncao de simbolos nos pontos de transicao de fase.
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Apés a aplicacao desta etapa e respeitadas as restricoes de fronteira, obtém-se o

automato otimizado (Figura 31).

Figura 31 — PDA Otimizado via Superestados para a:a#-c

Contudo, observa-se que o automato resultante ainda nao se qualifica como um
APD. Tal fato decorre da natureza da linguagem denotada por a:a#c, que nao possui a
propriedade de ser livre de prefixo (prefiz-free). Isso impede que o autéomato determine o
ponto de aceitacao unicamente pela leitura da entrada, exigindo um tratamento especifico

para a deteccao de fim de cadeia, conforme abordado na etapa subsequente.

4.4 Etapa 4: Tratamento de linguagens Nao Livre de Prefixo (Non—Prefiz-Free

Languages)

Uma limitacao estrutural critica na geragao de APDs com aceitacao por pilha
vazia reside na propriedade de Prefiz-Freeness. O operador pushdown utiliza o consumo
do marcador de fundo de pilha como critério de aceitacao. Contudo, se a linguagem L
contiver palavras u e v tais que u é prefixo de v (ex: a e aac em a:a#c), o critério de
pilha vazia gera um conflito insoluvel sem lookahead infinito.

Para contornar esta limitacao e viabilizar o determinismo, adota-se a transformacao

da linguagem através de um marcador de fim de sentenga (End-of-File Marker):
L= L-{$)

A transigao final de aceitagao ¢é alterada para exigir a leitura explicita deste mar-

cador:
5(QCt7‘la $a Y) — (innala 5) (5)

Desta forma, a agao destrutiva de remover o fundo de pilha torna-se condicionada
a um simbolo concreto ($), eliminando a ambiguidade de parada. O uso do simbolo $
também auxilia no tratamento de transicoes pos-estado final. Como o simbolo marca
inequivocamente o fim da entrada valida, quaisquer transicoes definidas apds o consumo
de $ representam estados de erro ou extensoes da linguagem que nao interferem no reco-

nhecimento do prefixo valido ja aceito.
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Figura 32 — PDA Final com Marcador EOF para a:a#c

Apo6s a aplicacao de todas as etapas de geragao do AP e do pipeline de otimizacao,
obtém-se o automato apresentado na Figura 32. Observa-se que o AP gerado para a
expressao a : aFc opera de forma estritamente deterministica, superando as limitagoes
iniciais de defini¢ao do pivo e de prefixo. Este resultado evidencia a robustez da proposta
de conversao e a eficdcia das etapas de determinizacao, especialmente o uso do marcador
de fim de sentenca para resolucao de conflitos.

Entretanto, é imperativo ressaltar que a capacidade de gerar um APD nao é uni-
versal. As limitacoes observadas em casos mais complexos nao decorrem de deficiéncias
algoritmicas, mas refletem as imposicoes matematicas intrinsecas a classe das LLCDs.
Conforme fundamentado na teoria de automatos, a classe das LLCDs nao é fechada sob
operacoes de concatenacao, uniao, nem sob o Fecho de Kleene. Consequentemente, a
composicao de duas expressoes L; e Lo, ainda que individualmente deterministicas, pode
resultar em uma linguagem inerentemente ambigua ou que exija mecanismos de lookahead

superiores a capacidade de um APD padrao.

4.4.1 Anélise de dependéncia em composi¢oes aninhadas

Essas restrigoes tedricas manifestam-se frequentemente em estruturas de recursao
aninhada, onde o determinismo local nao garante o determinismo global. Um exemplo
notavel ocorre na expressao c: (a:a#b)#d. Embora o componente interno a:a#b e
o externo c:...#d gerem APDs isoladamente, a sua composicao resulta em um APND.
Isso ocorre porque a propagacao de transicoes, que atua como mecanismo de antevisao
(lookahead) no componente interno, perde eficicia ao lidar com a recursao quando esta
¢ utilizada na fase de empilhamento (PUSH) de um operador externo. O contexto de
retorno do automato interno entra em conflito com o fluxo de controle do automato ex-
terno. Outro cendrio elucidativo é a expressao (a:e#b):c#d. Neste caso, a geracao
de um APD é bem-sucedida, conforme demonstrado na Figura 33, devido a disjuncao
dos simbolos de fronteira: a transicao de saida do componente interno consome b, en-
quanto a transi¢ao subsequente do externo aguarda d. Como b # d, nao ha disputa
de consumo (FIRST(POP;nierno) N FIRST(POP,.11erm0) = 0). Contudo, a estabilidade
desse determinismo é fragil: se o simbolo de continuidade externa fosse alterado para

b (ex: (a:e#b):c#b), o sistema degradaria imediatamente para um APND devido a



ambiguidade de consumo na fronteira entre os operadores.

Figura 33 — PDA final com chamada aninhada para (a:e#0b):c#d

$,ZT > €
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Motivado pela necessidade de eficiéncia computacional, este trabalho dedicou-se
a investigar restricoes formais e estruturais aplicaveis as expressoes regulares cldssicas
estendidas com o PDOp, denominadas expressoes livres de contexto (SILVA; OLIVEIRA;
SANTOS, 2025), com o objetivo de verificar, sob uma perspectiva operacional, em que
condicgoes sua interpretagao resulta na construcao de APDs.

Inicialmente, foram identificadas as causas que levam o algoritmo de conversao
de expressoes livres de contexto com PDOp em APND, proposto por Oliveira (2024), a
enfrentar problemas de parada decorrentes de ciclos vazios. Para tratar essa limitagao e
analisar a viabilidade operacional da obtencao de APDs a partir de expressoes com PDOp,
a presente pesquisa delimitou-se ao estudo do caso base do operador.

A partir dessa analise, formulou-se uma nova proposta de conversao, fundamentada
no conceito de Estado Hub e na reformulacao topolégica do automato de pilha associado
ao operador Fecho de Kleene no processo de conversao. Os resultados obtidos indicam que
essa abordagem constitui uma estratégia operacionalmente viavel para o reconhecimento
da subclasse das LLCDs, respeitando o tempo linear de processamento O(n).

A andlise dos resultados nao configura uma prova dedutiva no sentido formal clas-
sico, mas sim uma prova operacional, baseada na construcao explicita dos automatos,
na andalise estrutural das transi¢oes e na validacao empirica do comportamento determi-
nistico obtido. Nesse contexto, embora a conversao de uma expressao livre de contexto
com PDOp arbitraria para um APD seja indecidivel no caso geral, este trabalho contribui
ao delimitar subconjuntos bem definidos de expressoes para os quais foram encontradas
fortes evidéncias da obtencao de APDs por construgao.

As evidencias observadas indicam que, sob restrigoes formais especificas, o deter-
minismo emerge como propriedade estrutural do processo de conversao. Essas restrigoes

sao sintetizadas a seguir:

e Eliminacao do problema da parada — A arquitetura de Estado Hub, combinada a
separacao dos estados finais do Fecho de Kleene e da Uniao (F. e Fjcuq), mostrou-
se eficaz na prevencao de recursdes a esquerda nao-redutoras. Essa organizagao
assegura que ciclos de empilhamento ocorram estritamente mediante o consumo de

simbolos de entrada.

e Tratamento da ambiguidade — A classificacao do operando PUSH permitiu mapear
fontes estruturais de nao determinismo. A identificacao da denominada Ambigui-
dade de Fronteira estabeleceu o critério de que o determinismo é preservado apenas
quando os conjuntos de simbolos nas fronteiras de sobreposicao entre PUSH e PIVO
sao disjuntos, isto é, quando FIRST (u) N FIRST (v) = 0.
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Definicao estrita de aplicabilidade — O pipeline proposto fornece fortes evidéncias

da geracao de APDs se, e somente se, as seguintes condicoes forem satisfeitas:

1. A linguagem for livre de prefixo, assegurada por meio de marcador de fim de
cadeia ($);
2. As transicoes concorrentes forem disjuntas em relacao ao simbolo de entrada;

3. Os conflitos de empilhamento forem estruturalmente isomorfos, permitindo sua

resolucao por meio de Superestados.

Essa caracterizacao estabelece uma fronteira operacional de decidibilidade do algo-
ritmo. Nos casos em que tais condi¢oes nao sao atendidas, o sistema degrada de

forma controlada para um APND otimizado.

Robustez do pipeline — O algoritmo de conversao consolidou-se como uma diretriz
sintatica operacionalmente consistente. A experimentacao com casos cldssicos e de
borda forneceu evidéncias empiricas de que, respeitadas as restrigoes estabelecidas,
o automato resultante mantém comportamento deterministico estavel durante a

execugao.

5.1 Limitagoes da pesquisa

Apesar dos avancos alcancados, reconhecem-se as seguintes limitagoes desta pes-

quisa, as quais delimitam o escopo dos resultados obtidos e indicam direcoes potenciais

para investigagoes futuras.

Restrigao ao caso base - A solugao foca na linearizagao de uma instancia tnica do
operador. A interacao entre multiplos operadores pushdown aninhados profundos
ou concatenados pode introduzir ambiguidades que o atual pipeline nao resolve sem

heuristicas adicionais.

Antevisao limitada (k = 1) - O algoritmo fundamenta suas decisdes de otimizagao
na andlise do simbolo imediato. Conflitos que exijam lookahead k > 1 nao sao

resolvidos pela atual implementacao.

Fronteiras das LLCDs - O algoritmo nao gera APDs para linguagens inerentemente

ambiguas. Nestes casos, a ferramenta mantém a complexidade assintética tipica dos
APNDs.

Eficiéncia de estados - O foco do algoritmo é a maximizagdao do determinismo, e
nao a minimizacao do nimero de estados, podendo resultar em automatos com

redundancias estruturais.

Dependéncia de marcadores - A garantia da propriedade prefiz-free depende do uso

de marcadores de fim de cadeia ($).
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Trabalhos futuros
A consolidagao deste modelo abre caminhos para investigagoes subsequentes:

Investigar a extensao do modelo para contemplar configuragoes além do caso base
(incluindo chamadas miltiplas e chamadas alternadas), refinando os algoritmos para

maximizar a geracao de APDs.

Investigar algoritmos de lookahead dinamico ou andlise de fluxo global para resolver

ambiguidades em aninhamentos complexos, superando a limitacao local de k = 1.

Desenvolver uma biblioteca de software que implementa o algoritmo proposto, per-
mitindo que desenvolvedores utilizem a sintaxe PDOp para gerar solugoes em APDs

e exportar o cddigo resultante (em C, Python ou Java).

Desenvolver uma biblioteca de software ou de uma ferramenta de linha de comando,
analoga ao YACC, que implemente o algoritmo aqui proposto. Essa ferramenta
devera permitir que desenvolvedores utilizem a sintaxe do PDOp e exportem o cédigo

do analisador gerado (em C, Python ou Java).

Realizar estudos empiricos comparando a eficiéncia dos analisadores gerados pelo
método deterministico baseado no PDOp com a de geradores tradicionais de parsers

(como YACC/Bison e ANTLR) em cendrios reais de compilagao.

Criar uma ferramenta visual para renderizar os automatos gerados, destacando as
fases (PUSH, PIVO, POP) e os estados de controle, de modo a auxiliar tanto no

ensino quanto na depuracao de linguagens livres de contexto.
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