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RESUMO

Este trabalho trata de um estudo sobre equacdes diferenciais ordindrias por intermédio da
apresentacdo de alguns dos principais métodos analiticos de resolug¢ao de equagdes diferenciais
ordindrias em paralelo com a exibi¢do de aplicagdes dessas equacdes em problemas do
nosso cotidiano. Com a pergunta de pesquisa “Quais aplicacdes e fendmenos quimicos,
fisicos, bioldgicos, do campo das Ciéncias Sociais ou Econdmicas motivaram o estudo
de determinadas equacdes diferenciais ordindrias cujos métodos analiticos de resolucdo sao
estudados no componente curricular de Equagdes Diferenciais Ordindrias no ensino superior?”,
chegamos, por intermédio de uma pesquisa de cunho exploratério, a algumas respostas como:
a determinacao do instante da morte de uma pessoa, determinacao da meia-vida de substincias
radioativas, problemas envolvendo corpos em queda e dindmica de populacdes. No trabalho,
apresentamos detalhadamente algumas dessas aplicacdes encontradas da literatura e também
adaptadas pelo autor.

Palavras-chave: Equacdes Diferenciais Ordindrias. Decaimento Radioativo. Tempo de Morte.
Equacido Logistica. Sistemas Massa-Mola.



ABSTRACT

This work deals with a study on ordinary differential equations through the presentation of
some of the main analytical methods for solving ordinary differential equations alongside the
exhibition of applications of these equations in everyday problems. With the research question
“What applications and chemical, physical, biological, social sciences, or economic phenomena
motivated the study of certain ordinary differential equations whose analytical methods of
resolution are studied in the curricular component of Ordinary Differential Equations in higher
education?” we arrived, through an exploratory research, at some answers such as: determining
the time of death of a person, determining the half-life of radioactive substances, problems
involving falling bodies, and population dynamics. In the paper, we present in detail some of
these applications found in the literature and also adapted by the author.

Key-words: Ordinary Differential Equations. Radioactive Decay. Death Time. Logistic
Equation. Mass-Spring Systems.
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1 INTRODUCAO

Segundo Figueiredo e Neves (2012, p.1), “o estudo de equagdes diferenciais ordindrias
comega com os proprios criadores do Célculo, Newton e Leibniz, no final do século XVII,
motivados por problemas fisicos.” Boyce e Di Prima (2003, p.viii) afirmam que “a principal
razdo para resolver a maioria das equagdes diferenciais € tentar aprender algo sobre um processo
fisico subjacente que se acredita que a equacdo modele”. Assim, as equagdes diferenciais sdo de
interesse de matematicos e ndo matematicos devido as possibilidade de usa-las para investigar
uma ampla variedade de problemas nas dreas de Fisica, Quimica, Ciéncias Bioldgicas e Ciéncias
Sociais. Apesar da principal razdo de se resolver uma equagdo diferencial ser tentar aprender
algo sobre um fendmeno, também ha um campo, agora dentro da matematica, que nao olha a
principio para onde o modelo se encaixa, mas se preocupa em desenvolver técnicas de resolu¢do
para que, quando houver algum modelo dentro daquelas hipéteses estudadas, ja haja um método
para o estudo de existéncia de solucao e de suas propriedades.

Com o passar do tempo, diante da verificacdo da enorme aplicabilidade das equacgdes
diferenciais, as técnicas desenvolvidas por alguns estudiosos foram sintetizadas e agrupadas
por autores em materiais didaticos que ampliaram a literatura sobre o assunto e as equacoes
diferenciais ganharam espaco como componente curricular em cursos superiores como
Matematica, Fisica e Engenharias. Por abranger diversos conteidos e possuir uma drea de
estudo muito vasta, os educadores tendem a limitar os contetidos a teoria relativa as técnicas
analiticas de resolu¢cdo de equagdes diferenciais ordindrias. Nesse viés, surgem indagacdes
sobre de onde vieram aquelas equacdes e para o que elas servem. Diante disso, nossa questio de
pesquisa € “Quais aplicacOes e fendmenos quimicos, fisicos, bioldgicos, do campo das Ciéncias
Sociais ou Econdmicas motivaram o estudo de determinadas equacdes diferenciais ordindrias
cujos métodos analiticos de resolucdo sdo estudados no componente curricular de Equagdes
Diferenciais Ordindrias no ensino superior?” Algumas respostas para essas questdes sao:
determina¢do do instante da morte de uma pessoa, determina¢do da meia-vida de substincias
radioativas, capitaliza¢do de juros, problemas envolvendo corpos em queda e dinamica de
populacoes.

Além de apresentar esses problemas que se traduzem em linguagem matemadtica por
meio de uma equagao diferencial, as técnicas de resolucao dessas equacdes exploram diversos
assuntos estudados no curso de Licenciatura em Matemdtica, e assim, este estudo pretende
contribuir para a formagdo de futuros professores de Matemdtica. As equacdes diferenciais
ordindrias sdo uma aplicacdo do Cilculo Diferencial e Integral e da Algebra Linear, que sio
componentes curriculares obrigatérios no Projeto Pedagdgico de Curso (PPC) do curso de
Licenciatura em Matemadtica da Universidade Federal do Tocantins (UFT). Ao explorar os
diversos métodos de resolucdo de equagdes diferenciais, sdo exigidos inimeros conhecimentos
de Matematica Bésica, tais como: trigonometria, produtos notaveis, fatoracdo de expressoes
algébricas, resolucdo de equacdes polinomiais e etc. Dessa maneira, durante a execucdo da

pesquisa e do trabalho, topicos da educacio basica também foram aperfeigoados.
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De acordo com Zill e Cullen (2001), se uma equagdo contém as derivadas de uma ou
mais varidveis dependentes em relacdo a uma tunica vériavel independente, entdo a expressao
matematica se configura como uma Equacgdo Diferencial Ordindria (EDO). Dizemos que uma
Equacao Diferencial Ordinéria € de ordem n quando a ordem da maior derivada que aparece na

expressao da equacdo € n e, nesse caso, podemos escrevé-la na forma

Fx,y(6),y (6,5 (), 0"~ (x),3"(x)) =0, n > 1

Ao explorar os métodos de resolucdo dessas equacdes, muitos estudantes enfrentam
dificuldades em relacionar os conceitos tedricos com as aplicacdes prdticas, que muitas vezes
deram origem aquela equacdo. Segundo Boyce e Di Prima (1994, p.33), “é importante ter em
mente que as equagcdes matematicas sao quase sempre descricdes aproximadas dos processos
reais, pois estdo baseadas em observacdes que sdo, em si mesmas, aproximacdes.” Nesse
contexto, a modelagem matemadtica por meio dessas expressdes matematicas representa uma
ferramenta essencial na compreensio de fendmenos em diversas dreas de conhecimento.

Um dos matemadticos que percebeu a influéncia das equacdes diferenciais em problemas
cotidianos foi Thomas R. Malthus. No século XVIII, com o processo da Revolu¢do Industrial
as populagdes cresciam em ritmo acelerado. Nesse cendrio comegaram a surgir preocupagoes
com a produc¢do de alimentos, se a capacidade de produgdo seria suficiente para acompanhar
esse crescimento. Diante dessa preocupagdo, o matemdatico Thomas R. Malthus (1766 - 1834)
defendia que a producdo de alimentos crescia de forma limitada e decrescente, enquanto os
nascimentos ocorriam de forma ilimitada e crescente, o que resultaria em problemas sociais
como a fome e a miséria.

Na obra Ensaio sobre o Principio da Populacdo, Malthus apresentou o que conhecemos
atualmente como teoria malthusiana. Essa teoria diz que a razdo entre a variacdo da populacao
(P) com relagdao ao tempo (T) € proporcional a populacio atual, o que colocado em termos

matematicos ganha a forma da seguinte equacao diferencial ordinéria

dP
T kP, (1.1)
em que P denota a populacdo, 7' o tempo e k € a constante de proporcionalidade.

Apesar da enorme divulgacdo que a teoria malthusiana teve durante a Revolugdo
Industrial, atualmente, ela ndo faz mais sentido, uma vez que, a producdo de alimentos foi
capaz de acompanhar a reproducdo das populacdes; sendo assim, problemas como fome e
miséria se devem a péssima distribuicdo dos recursos. Nao obstante, a teoria malthusiana ainda
¢ aplicdavel em diversos problemas de dinamica populacional e em outros problemas que tem
como caracteristica a proporcionalidade entre a funcao e sua variag@o.

Ap6s a divulgacio da teoria malthusiana surgiram diversas criticas a esse modelo. Um
dos criticos foi o matemaético belga Pierre-Francois Verhust (1804 - 1845). Em 1838, Pierre-
Francois Verhulst publicou um artigo no qual introduziu a equacdo logistica hoje conhecida

pelo crescimento de uma populagdo. Apesar das divergéncias de opinides, a equacao logistica
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¢ bastante similar ao modelo malthusiano. Ao contrario de Malthus, Verhulst leva em
consideragdo que o crescimento populacional acontece até atingir a capacidade maxima de
habitantes que o ambiente pode suportar. Em termos matemadticos, temos a seguinte equacao
ndo linear

dp P
— =kP(1—— 1.2
w10 12

em que P representa a populacdo, 7 o tempo, k € a constante de proporcionalidade e M a
capacidade de suporte do ambiente. Assim, a capacidade mixima que um ambiente pode
suportar estd diretamente ligada aos recursos que ali sdo produzidos. Enquanto a populacdo
nao atinge essa capacidade (M), ela tende a crescer. Se a populagdo ultrapassa a capacidade,
0s recursos passam a ndo ser suficientes para manté-la, e ela comeca a decrescer. Diante desse

embate o crescimento populacional se estabiliza.

Apesar de descrevermos problemas de dindmica de populacdo envolvendo as equagdes
(1.1) e (1.2), esses modelos também aparecem em outros contextos como em aplicagdes
relacionadas ao decaimento de substancias radioativas e na determinagdo do instante da morte
de uma pessoa. Boyce e Di Prima (1994) ainda acrescentam

“ (...) observou-se que os materiais radioativos decaem com uma taxa
proporcional a quantidade de material presente na amostra; que o calor passa
de um corpo quente para um outro mais frio a uma taxa proporcional a
diferenca de temperatura entre os dois corpos; que os corpos se deslocam de
acordo com as Leis de Newton do movimento; e que as populacdes de inseto,
isoladas, crescem a uma taxa proporcional a populacdo presente.” (BOYCE,
1994, p. 32)

Em alguns casos, apenas uma equacdo diferencial ndo € suficiente para descrever
determinados fendmenos, pois eles podem envolver vdrios elementos separados, acoplados
entre si. Aplicacdes com essas caracteristicas possuem como correspondente matematico um
sistema de equacdes diferenciais.

Devido a Primeira Guerra Mundial (1914 - 1918), vérios pescadores da Itdlia foram
levados para combate e, com isso, as pescas no mar Adridtico praticamente paralisaram. Nesse
cendrio, a tendéncia seria o aumento constante dos peixes, entretanto, apesar da inatividade
da pesca, as populacdes de peixes (presas e predadores) apresentavam oscilacdes em seus
crescimentos. Esses acontecimentos levaram a diversas teorias que objetivavam explicar esse
fendmeno. Segundo Zill e Cullen (2001), o matemético italiano Vito Volterra (1860 - 1940)
na tentativa de explicar as variacdes na populacdo de peixes, propds um modelo que explicava
os niveis oscilatérios no mar Adridtico, sendo um resultado de interacdes predador-presa. Por
outro lado, em outro estudo, Alfred J. Lotka (1880 - 1949), trabalhando independentemente,
chegou ao mesmo sistema de equacOes que Volterra. Diante disso, as equacdes foram
denominadas como equacdes de Lotka-Volterra, também conhecidas como modelo presa-

predador.
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As equacdes de Lotka-Volterra sdo dadas por:

dy

n y(a—Bx)
@
dt

em que y(z) representa a quantidade de presas no tempo (t), x(¢) denota a quantidade de

= x(—y+09y)

predadores no tempo (t) e o, B,y ¢ O sdo as constantes de crescimento da populagdo de
presas, decrescimento da populacdo de presas, mortalidade da populagdao de predadores e de
crescimento da populacdo de predadores, respectivamente.

Neste trabalho, vamos nos aprofundamos tanto no estudo de aplicagdes de equagdes
diferenciais ordindrias de primeira ordem lineares e ndo lineares, como as propostas por
Thomas Malthus e Verhust, quanto em aplicacdes de equacdes diferenciais de segunda ordem,
enfatizando as aplicagdes em oscilagdes mecanicas. Também vamos apresentar a resolugdo do
sistema de equacdes do tipo Lotka-Volterra descrito acima, transformando-o em uma equagio
diferencial ndo linear.

O trabalho foi realizado mediante pesquisa de cunho exploratério, tendo em vista
aprimorar conhecimentos tedricos. Em consonancia com Gonsalves (2003, p.65) a pesquisa
exploratéria

[...] é aquela que se caracteriza pelo desenvolvimento e esclarecimento
de ideias, com objetivo de fornecer uma visdo panoramica, uma primeira
aproximacdo a um determinado fendmeno que € pouco explorado. Esse tipo
de pesquisa também é denominada “pesquisa de base”, pois oferece dados

elementares que ddo suporte para a realizacdo de estudos mais aprofundados
sobre o tema. (apud MENEZES et al., 2019, p.34)

Durante a investigacdo, as informacOes foram coletadas por meio de revisdo
bibliografica. Menezes et al. (2019, p.36) aponta que esse método “utiliza fontes bibliograficas
ou material elaborado, como livros, publicacdes periddicas, artigos cientificos, impressos
diversos ou, ainda, textos extraidos da internet.”

Por fim, este trabalho esta dividido em 4 capitulos que estdo descritos a seguir:

Capitulo 1 - Introducdo - apresentagdo do tema, um breve contexto histdrico, objetivos
do trabalho e descri¢do da metodologia adotada.

Capitulo 2 - Resultados preliminares - apresentacdo de alguns conceitos e resultados
fundamentais de equagdes diferenciais ordindrias e cdlculo diferencial e integral.

Capitulo 3 - Equacdes diferenciais ordindrias de primeira ordem e aplicacdes -
apresentacdo de algumas técnicas de resoluciao de equagdes de primeira ordem e de aplicagdes
modeladas por problemas que podem ser resolvidos utilizando essas técnicas.

Capitulo 4 - Equagdes diferenciais ordindrias de segunda ordem e aplicacdes -
apresentacdo de técnicas de resolucio de equacdes de segunda ordem e aplicacdes modeladas
por problemas que podem ser resolvidos utilizando essas técnicas.

Para a realizacdo deste trabalho foram utilizados como principais fontes de pesquisa as
referéncias (Boyce, 1994), (Boyce, 2010), (Zill, 2001) e (Figueiredo, 2012).
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

No Ensino Basico, aprendemos a resolver as chamadas equagdes algébricas, que sdo
equagdes na forma f(x) = 0, em que f(x) é um polindmio e as incGgnitas sdo nimeros. Por

exemplo, as equacgdes

x—5=30
e
2 _
x*—4x—12=0
sdo equagoOes algébricas na incognita x e cujas solucdes sdo x = 35 e o par x = —2, x = 6,
respectivamente.

Ja uma equacgdo diferencial € uma equagio cujas incégnitas sdao fungdes e a equacdo
envolve as derivadas destas fungdes. Em uma equacio diferencial em que a incdgnita € uma
funcdo y(x), x é a varidvel independente e y é a varidvel dependente. Isso significa que a
varidvel dependente representa uma quantidade cujo valor depende da forma como a varidvel
independente ¢ manipulada.

Dada a fungdo y = f(x), a derivada

dy /

dx ()

¢ também uma func¢do de x e € calculada utilizando técnicas adequadas de derivagcdo que foram
aprendidas no curso de Calculo Diferencial.

Por exemplo, se y(x) = e?* entdo, aplicando a Regra da Cadeia, obtemos

% =) (x) =27 =2y
isto é,
Y (x) =2y. 2.1)
Assim, y(x) = ¢ ¢ solugdo da equagdo diferencial (2.1).
Vejamos outro exemplo. Considere a fungdo y(x) = cos(x). Nesse caso, y'(x) = —sen(x)
e y'(x) = —cos(x) = —y(x). Isso significa que a fun¢do y(x) = cos(x) é solug¢do da equagdo

diferencial y”" +y = 0.

Enquanto no curso de Célculo Diferencial aprendemos técnicas de derivacdo que nos
permitem derivar funcdes como y(x) = ¢* e y(x) = cos(x), no curso de Equagdes Diferenciais
buscamos por fungdes que satisfazem expressdes envolvendo suas derivadas, como y' = 2y e
y'+y=0.

Formalmente, temos a seguinte defini¢do.

Definicdao 1. Uma equagdo que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais varidveis
dependentes, em relacdo a uma ou mais varidveis independentes, ¢ chamada de equacdo

diferencial.
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2.1 Classificacao de Equacoes Diferenciais

As equacdes diferenciais sdo classificadas quanto ao tipo (ordindria ou parcial), a ordem
(17, 2, ...) e a linearidade (linear ou nao linear).

A classificagdo quanto ao tipo se baseia em a fun¢ao desconhecida depender apenas
de uma varidvel independente ou de diversas varidveis independentes. Formalmente, se uma
equagdo contém derivadas ordindrias de uma ou mais varidveis dependentes com relagdo a uma
varidvel independente, ela € chamada de equacao diferencial ordindria. Por outro lado, uma
equagdo que envolve as derivadas parciais de uma ou mais varidveis dependentes de duas ou
mais varidveis independentes é chamada de equacdo diferencial parcial.

Dois exemplos de equacdes diferenciais ordindrias sdo a equacdo que governa o
decaimento de uma substancia radioativa com o tempo dada por

dR(1)
dt

em que R(¢) é a fung¢do decaimento e k é uma constante conhecida. E, também, a equacdo que

— —kR(1),

expressa a segunda lei de Newton, que diz que forca total atuando sobre o objeto € igual a massa

do objeto vezes sua aceleracao, isto &,

dv
F(t)=m—
0)=m",
coma(t) = % a acelerac@o e v(¢) a velocidade do objeto.

Alguns exemplos de equacdes diferenciais parciais sdo:

* A equacdo do calor

u 0%u

o Yox2

em que u(t,x) representa a temperatura de uma barra em um instante 7 e a 4 uma constante.

Pu_ (P, P
oz "\ a2 "9z )

com v a constante da velocidade de propagacdo, que modela, de modo geral, o

* A equagdo da onda

deslocamento u(t,x,y) de uma onda.

* A equacdo de Laplace
d%u N d%u N d%u B
ot Ixr  dy?

que aparece com frequéncia nas ciéncias aplicadas, particularmente no estudo de

0,

fendmenos estaciondrios (independentes do tempo).

A ordem da derivada de maior ordem em uma equacdo diferencial €, por definicdo, a

ordem da equacao. Por exemplo,

d? dy\’
(1+y2)ﬁ +x(d—z> +y=¢"
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¢ uma equacdo diferencial ordindria de segunda ordem ou ordem dois. J4 as equacao

dy  d
ﬁ —H% + (cos®x)y = x°
© d
Y 2
acd -0
dx T

sdo equacoes de terceira e primeira ordens, respectivamente.
Podemos sempre escrever uma equacgao diferencial de ordem n (ou n-ésima ordem) da

seguinte forma
F(x7y7yl7"‘ 7y(n)) = 0

dy d2y d(”)y B
F (x7y,a,ﬁ,'”7d_x(n) —O

ou

Por exemplo, as equacgdes

dy d
% —|—xd—z + (cos’x)y = x°
© d
Y 2
= -0

apresentadas anteriormente, podem ser escritas como

dy d% d?y dy\’
F(%)’;a;@) :(l—i_yz)ﬁ—i_x ZX +y_ex7

i +x—+ (cos“x)y —x7,

. dy d*y &\ d’y  dy ) 3
X — = | = —=
dx’ dx?’ dx3 dx3 dx

dy dy ’
F CAN
<x,y, dx) dx T

respectivamente.
Uma equagdo diferencial de ordem n é chamada de linear quando pode ser escrita na
forma
ny n—1 y dy
an(x)ﬁ +an—1(x)m +-ta (X)E +ao(x)y = g(x), (2.2)
com a, # 0. As fungdes a;(x) sdo os coeficientes da equacdo linear. E importante notar que nas

equagdes lineares:
* A poténcia da varidvel dependente y e de todas as suas derivadas € 1;

* Cada coeficiente que acompanha y e suas derivadas depende apenas da varidvel

independente x.
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As equagdes diferenciais ordindrias que ndo podem ser colocadas na forma (2.2) sdo

chamadas de ndo lineares.

Exemplo 1. As equagdes
Y'=2y'+y=0
dy &’y dy
3 3 b
—= =X =5 +3x—+5y=
xdx3 xdx2+ xdx+y e
sdo equagdes diferenciais ordindrias de 2% e 3* ordens, respectivamente, e todas elas sdo lineares.

Exemplo 2. A equacdo diferencial

dy  (dyY’

1 2 -7 -7 — X
2

€ ordinéria de ordem 2. O termo yZZT{ ndo permite que ela seja escrita na forma a(x)y” +

ay(x)y' +ap(x)y = 0 e, portanto, a equagdo diferencial é ndo linear. Além disso, a perda de

linearidade também se da pois uma das derivadas de y estd elevada a poténcia 3. Bastava uma

dessas condicdes para haver perda da linearidade da equacao.

2.2 Solucoes de uma Equacao Diferencial Ordinaria

Nesta se¢@o, vamos definir o que vem a ser uma solugdo particular e uma solugao geral
de uma equacdo diferencial ordindria. Além disso, vamos enunciar resultados que definem
sob quais condi¢Oes uma equacgdo diferencial ordindria de primeira ordem admite solugdo e

unicidade de solucao.

Definicao 2. Uma solucdo particular ou, simplesmente, solu¢cdo de uma equacgdo diferencial
ordindria de ordem n em um intervalo I é uma fung¢do y(x) definida no intervalo / tal que as suas

derivadas de ordem até n estdo definidas no intervalo [ e satisfazem a equagdo neste intervalo.

Exemplo 3. Por substitui¢do direta, podemos verificar que a equagao de primeira ordem

dR

— =—-5R

dt
tem a solugdo R(r) = Ce™, —oco < f < 400, em que C é uma constante arbitraria. De fato, se
R(t) = Ce™, entdo usando a Regra da Cadeia para derivacio, temos que R'(t) = —5Ce™> =
—5R(1).

Exemplo 4. A fungio y(r) = ¢* + e™* é solucao da equagao diferencial ordindria de segunda
ordem
/!
y —y=0,
enquanto J(x) = e** ndio é solucio da equacio. De fato, y'(x) = e* —e ™, y"(x) = " + e ¥ = y(x)

e, portanto, y(x) é solugdo. Por outro lado, 7' (x) = 2¢%, ' (x) = 2¢** e, assim

)7//—)7:462)6—82)6:3@2)6#0,
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mostrando que ¥(x) ndo é solugio.

Antes de apresentar o proximo exemplo, vamos relembrar o Teorema Fundamental do

Calculo.

Teorema 1 (Teorema Fundamental do Calculo). Seja f definida e continua no intervalo I e seja

a € 1. Nestas condicoes, a funcdo F dada por

X
F(x) = / f(r)yde, xel
a
é uma primitiva de f em I, isto é, F'(x) = f(x), para todo x em I.
A demonstracdo do resultado pode ser encontrada em (GUIDORIZZI, 2001, p.19).

Vamos usar o Teorema Fundamental do Célculo no proximo exemplo.

Exemplo 5. Afirmamos que a fungéo y(x) = e o e dt+e é solugdo da equacdo diferencial

y —2xy=1.

De fato, usando a Regra do Produto para a derivacao, temos que
X d X
y(x) = 2xe® / e dt+e" — / e dt+ 2xex2,
0 dx Jo

e, assim, pelo Teorema Fundamental do Célculo
/ x2 * —t2 x2 —x2 x2 x2 * —tz x2
Y (x) = 2xe el dt+e e +2xe" =2x|e e dt+e" | +1=2xy+1.
0 0

Logo,
Yy —2xy=(2xy+1)—2xy=1,

0 que prova o desejado.

Um tipo de problema importante e muito estudado no curso de equacdes diferenciais

sdo problemas de valor inicial. O problema

D — f(x,y) 2.3)
y(x0) = Yo-

¢ chamado problema de valor inicial (PVI).

Uma solugio do problema de valor inicial (2.3) em um intervalo I é uma funcio y(x)
que estd definida neste intervalo, tal que sua derivada também estd definida neste intervalo e
satisfaz (2.3).

Quando resolvemos uma equagao diferencial ordindria de 1* ordem obtemos uma familia
de solucdes que dependem de uma constante arbitraria. Dizemos que a familia de solucdes
obtida é uma solucdo geral da equagcdao quando toda solucdo particular puder ser obtida da

familia de solucdes por intermédio da escolha de uma constante apropriada.
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Nao ha método geral para resolver essa equacgao diferencial. O que aprendemos no curso
de Equacdes Diferenciais Ordindrias € que existem técnicas ou métodos de resolucao aplicaveis
para algumas classes de equacdes que possuem propriedades especificas.

A seguir, vamos exibir resultados de existéncia e unicidade para equagdes diferenciais

ordindrias de primeira ordem.
Teorema 2. (Existéncia e Unidade) Considere o problema de valor inicial

D — f(x,y)

y(x0) = Yo.

(2.4)

Se f(x,y) e df/dy sdo continuas no retdngulo
R={(x,y) eRa<x<B, §<y<7y},

contendo (xo,yo), entdo o problema (2.4) tem uma tnica solugdo em um intervalo contendo xy.

Figura 1 — Retangulo R = {(x,y) e R%;a <x< B, § <y <7}

.(XO.YO)

o
AT T

e

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o software GeoGebra, 2024.

A demonstracdo do Teorema 2 pode ser encontrado em (BOYCE, 2010, p.86-91).

Exemplo 6 (SANTOS, 2010, p.60). Considere o seguinte problema de valor inicial

d
A=
¥(0) =0.
Afirmamos que as funcdes y; e y, a seguir s@o solugdes do PVI.

X2

Vi) =7, ¥20 € ya(x) =0.

Evidentemente y, € uma solucio devido a condi¢do inicial. Para mostrar que y; € solucao, note

2
quey’l(x):’—ZC:\/’%:ﬁequeyl(O):%zo.
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O problema anterior ndo possui unicidade de solucdo. Mas isso ndo significa que o
Teorema 2 ndo tenha validade, s6 significa que o problema nio satisfaz todas as hipéteses dele.
De fato, a funcdo f(x,y) = /y é tal que %(x,y) = 2—\1& que ndo esté definida (e, em particular,
ndo ¢ continua) em y = 0. Note que se y(xp) = yo > 0, a solu¢@o y»(x) = O seria descartada, as
hipdteses do Teorema 2 estariam satisfeitas e, consequentemente, haveria unicidade de solugdo.

Considere o problema de valor inicial

dy _ .2
=Y

y(x0) = Yo

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, o problema de valor inicial acima tem uma unica
solugdo para todo (xg,yg) € R?. Mas, por exemplo, para xo = 0 e yo = 1, o problema tem
solucdo y(x) = x_Tll e € vélida somente no intervalo x < 1.

Se o problema de valor inicial for linear, o teorema de existéncia e unicidade ganha a

forma a seguir e a verificacdo das hip6teses se torna mais simples.

Teorema 3 (Teorema de Existéncia e Unicidade para Equacdes Lineares). Considere o

problema de valor inicial
@+ p(x)y = q(x)
y(x0) = Yo
Se p(x) e q(x) sdo funcdes continuas em um intervalo aberto I contendo x, entdo o problema

de valor inicial tem uma uinica solucdo neste intervalo.
Exemplo 7. Considere o problema de valor inicial

d 2
ntiy=x
y(x0) = Yo

p(x) = % e ¢(x) = x. A fungdo p(x) é continua para x # 0. Para xo = 2, por exemplo, o problema
de valor inicial tem uma Unica solugdo para x > 0, e para xo = —3, o problema de valor inicial

tem uma tUnica solucdo para x < 0.

Resultados de existéncia e unicidades de solu¢des também existem no caso de problemas
de valor inicial envolvendo equagdes diferenciais de ordem superior. Esses casos serdo
considerados no Capitulo 4. No proximo capitulo, estudaremos aplicacdes de equagdes

diferenciais de primeira ordem.
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3 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE PRIMEIRA ORDEM E
APLICACOES

Neste capitulo consideraremos aplicacdes de equagdes diferenciais de primeira ordem,

isto é, equagdes na forma

dy

= = ) 3.1
Considere a seguinte equacao diferencial ordinéria

d

ﬁ = cos(x).

Nesse caso, integrando ambos os lados da equacdo com relagdo a varidvel x obtemos

dy

de = /cos(x)dx.

Agora, usando o Teorema Fundamental do Céalculo obtemos
y(x) = sen(x) +C

em que C € uma constante real.

De modo geral, equagdes que possuem a forma

Y =gx)

ou, equivalentemente,
D) (3.2)
—_— = X .
dx &

podem facilmente ser resolvidas integrando-se os dois lados com relacdo a varidvel

independente x e a solugdo geral é dada por

em que C é uma constante real.

Nem todas as equagdes diferenciais possuem a estrutura da equagdo acima e,
consequentemente, ndo podem ser resolvida apenas com uma integracdo direta. Dada uma
funcdo f, ndo ha método geral para resolver essa equacdo diferencial. O que existem sdo
métodos de resolugdo de equagdes diferenciais que possuem caracteristicas particulares.

Dentro da categoria das equagOes diferenciais de primeira ordem, devemos dar atencao
especial as lineares, afinal, o chamado método do fator integrante pode ser utilizado para

resolvé-las.



Capitulo 3. Equacgées diferenciais ordindrias de primeira ordem e aplicacdes 22

3.1 Meétodo do Fator Integrante

Equagdes diferenciais de primeira ordem lineares tem a forma geral

dy B
2o TPy =), (3.3)

em que p: (a,b) — Re g: (a,b) — R sdo fungdes reais continuas definidas em um intervalo
aberto (a,b).

O método do fator integrante consiste em encontrar uma funcdo auxiliar p(x) de forma
que, ao multiplicarmos a equagdo (3.3) por esta funcdo, a equacdo obtida seja uma equacao
linear com o coeficiente que acompanha y (p(x) no caso da equagdo (3.3)) nulo, ou seja, do tipo
(3.2), a qual pode ser resolvida por integracdo direta. Uma fung¢do auxiliar com tal propriedade
€ chamada de fator integrante da equacdo linear. A seguir, vamos mostrar como € o processo de
obtencdo da expressao do fator integrante.

Primeiramente, vamos supor que f(x) seja uma fungdo com a propriedade desejada.
Multiplicando a equagdo (3.3) por u(x) obtemos

dy

Eﬂ?(X)y = glx) &

(;ﬂ +p<x>y) 0 = g)-pl) o

B0 D ety = p(g).

Somando e subtraindo i’ (x)y do lado esquerdo da equagdo acima obtemos

dy

)+ @y =1 Wy +pp()y = pgl) <
L () W@ - pl) = s, 5

com a aplicacao da Regra do produto do lado esquerdo da ultima expressao cima. Agora, como
estamos supondo que u(x) é um fator integrante, devemos ter o coeficiente que acompanha y

nulo em (3.4), isto é

W (x) = p(x)p(x) = 0 p'(x) = n(x)p(x) = px).

Note que 4 (In|u(x)|) = ‘:((;)) (1 # 0). Assim, [n|u(x)| € uma primitiva de u’(x)/u(x). Dessa

forma, a expressao acima pode ser escrita como

£l (2))) = pl).

Integrando a expressdo acima com relagdo a varidvel x, obtemos

il ()] = [ pla)dx+Cy,
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com C] uma constante real. Aplicando a exponencial em ambos os lados da identidade anterior,

temos que
1 (x)] = "Bl = o[ PR — o[ PR dre,

com C; = ¢€1. Assim

1(x) = £Cyel PO = Cyel P) A

com (3 uma contante real.
Assim, obtemos infinitos fatores integrantes para a equacdo diferencial. Podemos

escolher, por simplicidade, C3 = 1 obtendo u(x) = el P¥)dx Substituindo em (3.4) temos que

dx
€, consequentemente,

_ Jux)g(x)dx+C
1 (x)

Y

R = [ u(x)g()dx+C & ()

com C uma constante.
Note que p(x) # 0, jd que estamos com o caso em que p(x) # 0. O caso p(x) =0
nao necessita do cédlculo de um fator integrante. Dessa forma, supondo que p e g sdo fungdes

continuas, temos que a solu¢do geral de uma equacgao diferencial ordindria linear € dada por

Julx)g(x)dx+C
— : 3.5
y(x) () (3.5)
com C uma constante e
1 (x) = el PE)Ex. (3.6)

3.2 Equacoes de Variaveis Separaveis

O método do fator integrante finaliza o estudo da classe das equagdes diferenciais de
primeira ordem lineares. O caso das equacdes ndo lineares € mais complicado, mas existe uma
categoria de equacdes nao lineares cuja resolucio € equivalente a integracdo direta do caso
linear, que sdo as equacgdes de varidveis separdveis. Por mais que esta seja a categoria que
admite a mais simples resolucdo dentre as equagdes ndo lineares, grande parte das aplicacdes
sdo modeladas por esse tipo de equagdo.

Uma equagdo de primeira ordem é dita separdvel se ela pode ser escrita da seguinte

forma:

d
M(x) —|—N(y)d—)yc —0 3.7)

em que os termos que envolvem cada varidvel podem ser separados pelo sinal de igualdade, se
necessario.

Suponha que existem G(x) e P(y) fungdes tais que
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d d
G(x)=—Gx)=M P'(y) = —P(y) =N(y).
()= {6 =Mx)  PO)=5PH)=NO)
Nesse caso, substituindo em (3.7), temos que
dy
G P'(y)—=0.
W+P )2
Utilizando a Regra da Cadeia, temos
d d
—G —P(y)=0
2 G+ -P() =0,

e, assim,

(600 +P()) =0,

em que usamos a propriedade de que a derivada de uma soma de funcdes € a soma das derivadas

dessas fungdes e que y = y(x). Como a derivada acima € igual a zero, temos que
G(x)+P(y)=C.
e, assim, a solu¢do do problema ndo linear (3.7) é dada implicitamente pela equagdo acima.

Exemplo 8. Vamos utilizar o método de resolugdo das equacgdes de varidveis separdveis

explicitado anteriormente para resolver a equacao diferencial de primeira ordem ndo linear

dy X
Z__Z 3.8
Ix y (3.8)
Podemos escrever a equagdo (3.8) na forma
dy
dx
X

Assim, a equagio € do tipo separdvel, com M(x) = x e N(y) =y. Uma vez que G(x) =% e

x+y 0.

[}

2oL :
P(y) = % sdo primitivas de M e N, respectivamente, segue que

d (2% d y2
T R = 0
i (z) 0 (3) - oe
d 2 2
dx \ 2 2

e, integrando a dltima expressao, obtemos

2 2

X y

— 4+ =,

;T =N
isto €,

24P =,

com C uma constante real.
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3.3 Aplicacoes

Nesta secdo vamos apresentar uma série de aplicacdes de equacgdes diferenciais de
primeira ordem cujas resolu¢des podem ser realizadas utilizando os métodos expostos nas
secdes anteriores.

A aplicacdo a seguir € uma adaptacdo de (BOYCE, 2010, p.47, Exercicio 12) Uma
técnica importante na pesquisa arqueoldgica € a datacdo por radiocarbono. Desenvolvida
pelo quimico americano Willard Libby (1908-1980), a datacdo por carbono-14 € um método
empregado para estimar a idade de materiais organicos que contenham carbono, como 0ssos €
madeira. Essa técnica se baseia na presenca de d&tomos de carbono-14 nos organismos vivos,
cujo decaimento ao longo do tempo permite determinar com relativa precisdo em que periodo
€sses organismos existiram.

Um exemplo pratico dessa técnica pode ser encontrado no caso da drvore Sycamore
Gap. Em 27 de setembro de 2023, um adolescente cortou essa arvore, localizada no Parque
Nacional de Northumberland, na Inglaterra. Com o corte, a quantidade de carbono-14 presente
na arvore comegou a se desintegrar.

A meia-vida do carbono-14, que € o tempo que o carbono leva para que metade do
niicleo radioativo seja desintegrado, é aproximadamente 5568 anos. Se Q(t) for a quantidade
de carbono-14 no instante ¢ e Qp a quantidade original, a grandeza Q(t)/Qo pode ser medida.

Admitindo que Q obedega a equacdo diferencial, Q' = —rQ:
* Qual o valor a constante de desintegracdo r do carbono 14?
* Qual é a expressdo de Q(¢) para qualquer instante, com Q(0) = Qg?

* Suponha que daqui alguns anos, se analisa uma amostra dessa drvore na qual a quantidade

residual de carbono-14 seja 20% da quantidade original. Quantos anos terdo se passado?
A equagdo
Q' =-rQ
¢ uma equacdo diferencial ordindria linear e também separdvel. Assim, temos que

0 = -rQ

@ = —rQ&

= s
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Integrando ambos os lados com relacdo a varidvel x e utilizando o Teorema Fundamental

do Célculo, temos que

rt+n|Q| = C <&
In|Q| = —rt+C; < (Aplicando a exponencial)
eln\Q| — et

Usando que /(@) = g, segue que
0(1)| =€ e,
isto €,
Q1) =Ce™", (3.9)
em que C € uma constante real.
Utilizando que Q(0) = Qp, temos que
Qo =0(0)=Ce " =ce’ =,

sendo assim, C = Qg e (3.9) se torna

O(t) = Qoe .

Agora, utilizando que o carbono leva aproximadamente 5568 anos para que metade do nicleo

radioativo seja desintegrado, isto €,

oo -2

obtemos

0(5568) = Qpe "% &

— Qe 5508 o

= ¢ "% o (Aplicando o In)

1
2
1 —7
In (§> S o
1 ! 5568
nl=| = —r-
2 b

em que usamos na pentltima identidade acima a propriedade de que In(e”) = a. Logo

1
In (5)
r=———=" (3.10)

5568

0,69315

9 e’
5568
consequentemente, a constante de desintegracdo do carbono 14 € aproximadamente r ~

0,0001245.

1
Utilizando que In (5) ~ —0,69315, segue da expressdo acima que r =
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Dessa forma, a expressdo para Q(f) para qualquer instante, com Q(0) = Qg é dada pela
expressao (3.9), com r dado pela expressao (3.10).

Se a amostra em andlise tem a quantidade residual de 20% da quantidade original, isto

[¢N

20 1
0(t) =20%Qp = ——Qo = ng,

100
entao
Q(t) — Qoe—0,0001245t
1 _
ng = Qe 000012450
1
5 = ¢~ 000012457 o (Aplicando o In)
In (%) — ln(e—0,00012451) o
1
In (§> = —0,0001245t.
Assim,

1
1 _
()
©0,0001245’

logo, t ~ 12.927, isto é, terdo se passado aproximadamente 12.927 anos até que uma amostra

dessa drvore possua 20% da quantidade original de carbono-14.

As proximas aplicagdes tratam de situa¢des envolvendo a lei de resfriamento de Newton.
A lei de resfriamento de Newton diz que a temperatura de um objeto varia a uma razao

proporcional a diferenca entre sua temperatura e a temperatura ambiente.
Seguno Boyce e Di Prima,

A partir de observagdes experimentais, sabe-se que, com uma exatiddo
satisfatoria em muitas circunstancias, a temperatura superficial de um corpo
se altera com uma taxa proporcional a diferenca de temperatura entre a
temperatura do corpo e das vizinhangas (temperatura ambiente). E o que se
conhece como a lei de Newton do resfriamento.(BOYCE, 1994, p.36)

Seja 6(t) a temperatura do corpo no instante ¢ e T a temperatura constante do ambiente.

Entdo, segundo a lei de Newton do resfriamento, 8 deve obedecer a seguinte equacio diferencial

do
—=—k(6-T 3.11
o= ke-=T), (3.11)
em que k > 0 € a constante de proporcionalidade.

Na Colombiana Café, uma famosa cafeteria no municipio de Arraias-TO, suponha que
um café foi servido a uma temperatura de 93,3C logo depois de coado. Apds um minuto, a

temperatura do café diminui para 87,8. Por se tratar de um ambiente bastante ventilado, a
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temperatura estava 21, 1C. Admitindo que a temperatura da xicara de café quente obedeca a lei
do resfriamento de Newton, qual € o instante em que a temperatura do café atinge 65,6C?

Se a xicara de café segue a lei do resfriamento de Newton, a taxa de resfriamento do café
¢ proporcional a diferenca entre a temperatura do café e a temperatura do meio ambiente (T).
Em termos matematicos, se 6(¢) mede a temperatura da xicara de café no instante ¢, calculado

em minutos, temos a seguinte equacao diferencial ordindria linear e também separdvel

do

= = —k6-T)

Utilizando a separacdo de varidveis obtemos que

! ﬁ = —k&
(06—-T) dt
1 de
k == =0
I CET T <

d d
—(kt)+—(n0—-T|) = 0
)+ o =T]) = 04

d
—(kt+In0-T|) = O.
(k1m0 — 7))

Assim, integrando e utilizando o Teorema Fundamental do Calculo obtemos

kt+In0—-T| = C <
n|e-T| = C—kt<
JO-Tl — ikt (Aplicando a exponencial )
0-T| = e Ve
0-T = £ Me

O—T = Ce ™, C==+5,

logo,
0(r)=Ce M +T,

com C uma constante real. O enunciado fornece que 7' = 21, 1C ¢ a temperatura ambiente, logo
0(t) =Ce M 421,1.
Utilizando que 6(0) = 93,3C, temos:

6(0) = Ce 42114

93,3 = C+2I,1<
93,3-21,1 = C&

72,2 = C.
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Logo,
0(t) = 72,2¢ M 421,1.

Com o objetivo de encontrar a constante k, vamos utilizar a informacéo de que 6(1) = 87,8C.

Assim,
0(1) = 72,2 ¥ 4211 <
87,8 = 72,2¢* 4211
87,8—-21,1 = 72,2e_k<:)
66,7 = 72,2e‘k &
66,7
72_’2 = ¢ %< (Aplicando o In)
66,7
. (ﬁ) = In(e™*) & (Usando que In(e”) = a)
66,7
" (72,2) ’
€ 66,7
= — _, =~ 2 *
k= —In (72,2> 0,079235
Assim,

0(r) = 72,2270 421 1.

Podemos agora, determinar em qual instante a temperatura do café atinge 65,6C. Para isso,

basta igualar a expressdo obtida para 6(r) a 65,6C e obter o valor de 7 que atinge tal temperatura:

65,6 = 72,2 00783 1 9] 1 &
65,6 21,1 = 72,2 00792351 o

44,5 = 7202070072351
44.5
72:2 = ¢ 0025 o (Aplicando o In)
44,5\ —0,079235-¢
In (72’2) = In(e )&
44,5
’ - _ 23.
In (7_2’2) 0,07923 1 &
(445
- "\72.2
0,07923

Assim, t = 6, 1. Portanto, a temperatura do café atinge 65,6C em aproximadamente 6 minutos.

Em uma pequena cidade, um acontecimento abalou os moradores da regido. Um idoso

foi encontrado morto em sua propria casa. Um perito da policia chegou a meia-noite no local e,
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imediatamente, mediu a temperatura corpo, que era de 30C. Duas horas mais tarde, ele mediu
novamente e registrou no relatério que a temperatura corporal havia diminuido para 23C. A
temperatura ambiente era constante e igual a 20 C.

Vizinhos relataram que a esposa do idoso saiu de casa apds uma intensa discussao com
ele, por volta das 22 horas. Desde o ocorrido a esposa era a principal suspeita.

Levando em consideragdo a Lei de Resfriamento de Newton e admitindo que a
temperatura normal de uma pessoa viva e sauddvel € de 37 C, analise se a esposa do idoso
continua sendo suspeita.

Como mostrado na aplicagdo anterior, a equagdo da lei de Newton do resfriamento tem

a seguinte solucao geral
0(t) = Ce M+,

em que k > 0 € a constante de proporcionalidade, T a temperatura em ambiente € ¢t 0 tempo
dado em horas. Dado que a temperatura ambiente é constante e igual a 20C, podemos substituir

o valor 7' = 20 na equacdo, obtendo,
0(r) = Ce X420

O momento em que o corpo € encontrado e € realizada a primeira medigdo de
temperatura € considerado o tempo ¢ = 0. Temos que o corpo foi encontrado a meia noite com
uma temperatura corporal de 30C, representando o instante inicial. Sendo assim, 6(0) = 30 C,

€, consequentemente,

0(0) = Ce %0420
30 = C+20
C = 10

logo,
6(r) = 10e ¥ +20.

Duas horas mais tarde, apds o corpo ter sido encontrado, a temperatura corporal do
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cadéver era de 23C, desta forma, 6(2) =23 C. Assim,

0(2) = 10 4+20
23 = 10e %420
23-20 = 10e * =

3 = 10e ¥
3
0 = e~ ?* = (Aplicando o In)
In S o In(e ) <
10
3
) = 9
ln(lO) k <
-1 3
7“’(%) -k

10
Entao, a expressao para a temperatura se torna

3
Utilizando que /n <—) ~ — 1,20397, segue da expressio acima que k ~ 0,6020 ~~!.

0(r) = 10e 0092074 20

O valor de k (constante de proporcionalidade) representa a taxa que o caddver se resfria
em relacdo a diferenca da temperatura corporal e a temperatura ambiente.
Admitindo que no momento da morte #,,, a temperatura do corpo era de 37 C, podemos

determinar o horério aproximado da morte. Como
0(t,) =37C
temos que

0(f) = 10e 060207120 o
37 = 10e 000207 1 70 &
37-20 = 10e 060201

17 = 10 %" &

17

o= e 000207 o (Aplicando o In)
In(1,7) = In(e %0201 o

In(1,7) = —0,60201¢
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17
Utilizando que [n (E) ~ 0,5306, segue da expressao acima que

0,5306 ~ —0,6020¢
0,5306

0,6020

0,8815 = —t

—0,8815 = .

= —1

Como o tempo estd em horas, podemos transformar para minutos para fornecer a instante da

morte mais precisamente. Multiplicando por 60 para obter o tempo em minutos, tempos que
—0,8815-60 = —52,89.

Logo, o corpo foi descoberto aproximadamente 53 minutos apds a morte, ou seja, o idoso
morreu por volta das 23/407. Lembre-se que a esposa saiu da casa por volta das 22 h, portanto,

o idoso ainda estava vivo. Isso faz com que a suspeita sobre a esposa seja descartada.

A aplicagdo a seguir € modelada por uma equacdo nao linear.

Assuma que o crescimento de um cardume de peixes em um tanque € do tipo logistico,
P(t) representa a populacdo no instante ¢ e 2000 peixes é a capacidade suporte estimada para
esse tanque. Também admita que a taxa de crescimento (k) é de 0, 16 por més e que a quantidade
inicial de peixes presentes no tanque era de 200 peixes,. Quando esse cardume terd 1.800
peixes?

A equacdo logistica tem o seguinte formato

dP
— =kP 1—£ ,
dt M

em que P representa a populagdo, ¢t o tempo, k € a constante de proporcionalidade e M a
capacidade de suporte do ambiente. Perceba que a varidvel dependente P aparecem em termos
ndo lineares, ou seja, € uma equacao nao linear. Apesar de ser ndo linear, ela pode ser resolvida

por intermédio da separagao de varidveis.
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Sendo assim,

dP P
= kP (1——><:>

dt M
1 dP
- Y e
P
P(l——) dt
M
1 dP
kb w = 0
()
M
M dP
k4t —— . —
TPM=P) @ <
M dP
S| P
T PM—pP) @
e (L, 1 apP
P (M—P) dt
Como L (—kt) = ke L(tn |P| —In |M—Pl) =1+ 1 d
om(.)a(— 1) =— eﬁ(n| | —In |M— \)—1—3+m,p0 emos reescrever a
expressdo acima como segue
d d dpP
C )+ S (n P —InM—P)"= =
dt( kt)—l—dp(ln] | —in | Ddt 0&
d d
(k) + S (n|P|—-In|M—P|) = 0
L k)t L Pl Pl) = 0%

%(—ktntln P|—in|M—P|) = 0,

em que usamos a Regra da Cadeia e a propriedade de que a derivada da soma é a soma das
derivadas, nas expressoes acima. Agora, integrando ambos os lados com relacdo a varidvel x e

utilizando o Teorema Fundamental do Calculo, temos que
—kt+In |P|—In]M—P| = Ci,

em que C; € uma constante real.
Lembre-se de que o logaritmo do quociente de dois nimeros reais positivos € igual a

diferenca entre os logaritmos desses numeros, isto &,
a
In(a) —In(b) = lnz, a,b >0,

assim, temos que,

In

=In|P|—In|M—P|.
M—-P

Logo,
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—kt +1 = G+
il !
P . .
In v_pl — C) + kt < ( Aplicando a exponencial)
P
In|——
e M—P — eC1+kt PR
P
— eC1 .ekl‘ =
M—-P
P
= 4L
M—-P
P
L = G
M—-P

Para encontramos a solucao geral da equacao logistica de forma explicita em funcdo de

P, € necessério realizarmos algumas manipulagdes matematicas. Vejamos,

M-p 1
P N Cz-ekt
M-—P 1,
- = —. =
P (@) ¢
M—P
T = C-e_k’(:)
M—P = P(Ce Mo
M = P+P(Ce M) o
M = P(14+Ce ") &
b M
14 Ce Tk’

Portanto, a equagdo tem a seguinte solugdo geral

PU) = o
14 Ce R’
e podemos agora resolver o que foi solicitado na questao.
Temos que a capacidade suporte (M) estimada para o tanque é de 2000 peixes e a taxa
de crescimento (k) € de 0, 16 por més, além de uma quantidade inicial de 200 peixes presentes

no tanque. Logo substituindo os dados apresentados, temos que

2000
1+ Ce—0167"

P(t) =

Para determinarmos a constante C, devemos utilizar a quantidade inicial de peixes, no
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instante t = 0, isto é, P(0) = 200. Assim,

2000
PO) = 1+ Ce 0160 <
2000
200 = —— &
1+C
200(1+C) = 2000 <
2000
1+4C = ——
* 200
1+C = 10&
C = 10-1&
c = o
Logo, a equacdo
2000
P(t) = 1 90 0167

determina a quantidade de peixes em qualquer instante f. Diante disso, podemos agora

determinar quando o cardume de peixes no tanque serd de 1.800 peixes. Para isso, basta

descobrir o tempo 7 para o qual P(¢) = 1800, isto é,

P(ty) = % &
1800 = ;t;§§9%357<$
1800 = 17;é§§¥%3€;¢:
1800 (149e¢~ %167y = 2000 <
2000
149~ 0167 — ;gﬁ &
149¢ 0167 — % &
9~ 0161 — i§-—1<¢
9p— 0,161 _ ?f
o= 0161 _ 1_§ 5
o= 0161 _ ? o
o= 0161 _ o o

ln(e_ O7l6~t)

1
Uma vez que In (8_1) ~ —4,3944, substituindo na equacdo acima, temos que
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—0,16-1 ~ —4,3944 &
~0,16
—4.3944 7
t ~ 27,4

Portanto, o cardume de peixes serd de 1.800 apds aproximadamente 27,4 meses.

A aplicagdo a seguir € uma adaptacdo de (ZILL, 2001. p.121, Exemplo 1) e fornece
mais um exemplo de aplicacdo do modelo logistico.

Suponha que um estudante tenha sido diagnosticado com um virus mortal e muito
contagioso em um internato isolado, onde 1000 pessoas, entre estudantes e funciondrios,
residem. Devido ao risco de contdgio, as autoridades decidiram impor uma quarentena no
internato, impedindo qualquer pessoa de entrar ou sair até que a doenga fosse controlada. Apds
quatro dias desde a detecc¢do do primeiro caso, 50 pessoas ja haviam sido contaminadas.

Considerando que o virus se espalha ndo apenas com base na quantidade atual de pessoas
infectados, mas também na quantidade de pessoas ndo infectados e admitindo que a situacao

possa ser modelada pela equacao logistica
* mostre que equagdo logistica € um caso especial da equacio de Bernoulli;

* encontre a fun¢do P(¢) que descreve o ndimero de pessoas infectadas em qualquer instante
S

* determine em quantos dias estardo infectados 50% dos moradores do internato.

A equagdo

dP P
— =kP (1—— 3.12
e (1o, 3.12)

¢ uma equacgdo ndo linear. Apesar de ser ndo linear, ela pode ser resolvida por intermédio
da separacdo de varidveis, como mostrado na aplicacdo anterior. Entretanto, algumas vezes e
possivel resolver uma equacao ndo linear fazendo uma mudanga de varidvel adequada, que a

transforma em uma equacao linear. Um exemplo € a equacao
dpP
I + f(t)P =q(r)P", (3.13)

com n € um numero real qualquer, conhecida como equacao de Bernoulli. Note que a equacao
(3.12) pode ser reescrita no formato (3.13), isto &, (3.12) € uma equacdo de Bernoulli. De fato,

temos que (3.12) pode ser facilmente reescrita como

dP
— —kP = _Kp
dt M
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k
que se trata de (3.13) com f(t) = —k, q(t) = = 2.
E importante salientar que, se P for nula, a solu¢io da equagdo de Bernoulli é imediata,

mas, caso contrario, podemos reescrever a equacao (3.13) na forma

dP
P+ f(1)P'™" = 4(1),
dt
que, no caso especifico de (3.12) se torna
dP k
Pi kPl =——. 3.14
dt M 3-14)
1—n dv —nd :
Fazendo v(r) = P(¢)' ", temos que i (1—n)P e pela regra da cadeia. Logo, na
~ T -1 dv ) dP
equacao logistica, teremos v(t) = P~ e, consequentemente, I =— 7R
Substituindo em (3.14) obtemos
dv k
Y =
a M
que é uma equagdo linear. Multiplicando toda equag@o acima por (—1), temos
dv k
—+kv=— 3.15
dt Y=g (3.15)

que se trata de uma equacao do tipo

Y +pt)y=2g@1), y=v, p(t) =k, g(t) =k/M,

que pode ser solucionada pela técnica dos fator integrante, apresentada no inicio do capitulo.

Determinando o fator de integragdo pi(z):

wi) = el Pd o
() = e
ue) = €,

em que fixamos a constante de integracdo como sendo C = 0, pois basta um fator integrante.
Multiplicando a equagdo (3.15) pelo fator integrante (i (¢) obtemos

dv k

kt kt kt

— kv = — &

e dt+e v e v
d k
gl =

Integrando ambos os lados com relag@o a varidvel t e aplicando o Teorema Fundamental do

Calculo, temos
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d kt kzk
— dr = —dt =
/dt[e 1 ‘M
1
kt kt
= —iCce
e’y Me +
1
Mekt+c
v = B &
1 C
Vv = M—FE@
1
= —4Ce M,
% M+ e

1

Uma vez que v = P! isto é, — = v, temos que
P

1 —k
= —+4Cle Vs
M-|— 1e

14+MCie ™

M
M

—_— s
1 +MC1e—k’
M

14+ Ce k"

T e T

P(t) =

Note que, apesar de usar métodos de resolugdo diferentes, a solucdo geral obtida para a
equacdo logistica foi igual. Isso se deve ao fato de que as hipéteses do Teorema de Existéncia
e Unicidade estdo satisfeitas, garantindo a unicidade da soluc¢ao independentemente da técnica
utilizada.

Tendo que

M
P(t) = Trce @
podemos determinar os demais itens que foram pedidos. A capacidade suporte (M) € o nimero

total de moradores do internato, ou seja, 1000. Assim

1
P() 000

1 4Ce R’
Inicialmente apenas um estudante foi diagnosticado com o virus da gripe, isto é, P(0) =

1. Desse modo,

1000
PO) = ———
(0) 1+ Ce k0 <~
| _ looo
- 14C

1+C = 1000 &
C = 999.
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Substituindo o valor de C = 999 encontrado obtemos

P(1) =

Apés quatro dias, 50 pessoas jd estavam infectados com o virus.

matematicos, P(4) = 50, assim

1000
14+999¢— K~

1000
PA4) = ——— &
() 1 +999¢— k4
1000
50 = ———— &
1 +999¢— 4k
50(14999¢ %) = 1000 <
1000
14999 % = — o
+ e 50
14999 % = 204
999 % = 20—-1¢&
999¢ % = 19&
19
e = @é(Aplicandooln)
19
Infe ™) = In( — )&
n(e™ ™) n(999)
19
—4k = In|— ).
”(999)

1
Com In (—9) ~ —3,9623, temos que

Em termos

999
—4k ~ —3,9623 &
—3,9623
ko= 7%
—4
k = 0,9906.
Logo, com o valor de k na equacgdo, obtemos
1000

P(t) =

1 4 999¢0.99061

que expressa a quantidade de pessoas contaminada P(7) em qualquer instante ¢.

Ao todo 1000 pessoas residem no internato, ou seja, 500 € 50% dos moradores. Para
determinamos em quantos dias estardo infectados 500 pessoas, devemos encontrar ¢ tal que
P(t) = 500. Temos que



Capitulo 3. Equacgées diferenciais ordindrias de primeira ordem e aplicacdes 40

- 1000

PO = 1 999,000
1000

500 =

1+ 999099061 7
500(1 +999¢ %9901 — 1000 <

1000
1 999 —0,9906¢ — =

e 500
99909906t _ 5 | o

1
—0.,9906¢

9 — R <:>

¢ 999

1
/ 0,9906¢ I
n(e ) "\ 999 ) ©

~0,9906t = In <L)

1
Como /n (@) ~ —6,9067 vem que
—0,9906r = —6,9067 <
. —6,9067@
~—0,9906
t = 6,972

Portanto, em aproximadamente 7 dias estardo infectados 50% das pessoas que residem

no internato.

Na ultima aplicagdo do capitulo, vamos apresentar as equagdes de Lokta-Volterra ja
mencionadas na introducdo do trabalho. Apesar de ndo apresentarmos, neste trabalho, técnicas
de resolucao de sistemas de equacdo, vamos apresentar a resolu¢do da aplicacdo a seguir apenas
utilizando oa técnicas desenvolvidas neste capitulo para equagdes diferenciais ordindrias de

primeira ordem.

A aplicacdo a seguir é baseada na referéncia (FIGUEIREDO, 2012, p.257-258).
Suponha que y(f) represente uma populacdo de presas e x(f) uma populagdo de
predadores. Também suponha que nao hd nenhum fator limitante para a subsisténcia da
presa, a ndo ser a presenca dos predadores. Dessa forma, se ndo existissem os predadores,
a presa cresceria proporcionalmente a populacgao, isto €, de acordo com a lei do crescimento
exponencial. Assim, se ndo fosse pelos predadores, teriamos que
dy
0

com o > 0 uma constante (taxa de crescimento de presas sem predadores). Porém, com a

ay,

presenca de predadores, temos que a populacdo y diminui linearmente quando a populacio x
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aumenta, isto é,
dy

i ay — Bxy = y(o — Bx),

em que > 0 é uma constante (taxa de decréscimo da populacdo de presas devido a predag@o).

Com relagdo aos predadores, vamos supor que eles apenas se alimentam dessas presas.
Assim, no contexto de ndo existéncia da presa, os predadores desapareceriam a uma taxa
proporcional a populagdo de predadores, isto €, de acordo com a lei do crescimento exponencial.

Assim, ndo fosse as presas, teriamos
dx

. = —'}/X,

dt
com Y > 0 uma constante (taxa de mortalidade da populacdo de predadores sem presas). Assim,

com a presenca das presas, temos que a taxa de crescimento da populacdo de predadores

aumenta a medida que a populagdo de presas aumenta, acompanhando a equagao

d
d—f = —Yx+6xy = x(—y+6y),

com & > 0 uma constante (taxa de crescimento de predadores devido a predag@o).
O sistema de equagdes
dy _
dx _ ,(_ S )
dr X( y+ y)
em que «, 3, e 6 sdo constantes positivas sdo conhecidas como as equagdes de Lokta-Volterra
ou equacgOes predador-presa. Mesmo ndo havendo solucdo explicita para o sistema acima,
solucdes podem ser encontradas relacionando as duas populacdes em qualquer tempo. Para

isso, note que, pela regra da cadeia,

dy dy dx
dt — dx dt’
isto €,
dy _ @
dx 4
Assim, dividindo a primeira equacdo pela segunda equagdo de (3.16) e usando a regra da

cadeira, obtemos

dy
dy G _ yla—Bx)
dx dx ~ x(—y+8y)’ G-17)

que € uma equacdo diferencial ordindria de primeira ordem nao linear.

Para resolver a equacdo acima, note que

ye—Bx)  w(F-B)  (§-B)

(=y+08y)  w(-1+8) (-I+6)

e consequentemente (3.17) pode ser reescrita como

dy (£-B)

dx (—%+6)’ (.18)
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que se trata de uma equacgdo de varidveis separdveis. Podemos reescrevé-la na forma

(__O‘+[3)+(_Z+3)d_y:0, (3.19)
X y dx

Como G(x) = —aln|x|+ Bx e P(y) = —YIn|y|+ 8y sdo primitivas de M(x) = (=2 + ) e N(y) =

(—% + 3) , temos que (3.19) pode ser escrita como

d d dy
—(—al —(=vl oy)— =0
S odnlx| +B2) - (—yinly| +89) 7
e usando a Regra da cadeia

d
E(—Ozln|x| + Bx—vln|y|+ 6y) =0,

consequentemente
—aln|x|+ Bx—yinly| + 6y =C,

com C uma constante. Como s6 faz sentido x,y > 0, segue que

aln(x) — Bx+vyin(y) — 8y =C.

Finalizamos com o modelo presa-predador as aplicacdes de equacdes diferenciais de
primeira ordem. No préximo capitulo, apresentaremos diversas aplicagcdes modeladas por

equagdes diferenciais de segunda ordem.
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4 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE SEGUNDA ORDEM E
APLICACOES

Uma equagao diferencial ordinaria de segunda ordem tem a forma

d?y dy
i f (xaya E) 4.1)

em que f € uma fungdo conhecida. A equagdo acima € linear quando pode ser escrita na forma
P(x)y" +Q(x)y' +R(x)y = G(x); (4.2)

com P # 0, Q,R e G fungdes da varidvel independente x.

Dividindo-se a equagdo (4.2) por P(x) # 0 obtemos a seguinte expressao equivalente a

4.2)
Y+ p()y +q(x)y = g(x), (4.3)
P = 22 qln) =5 80 = B @)

Em nossa abordagem, vamos nos limitar a intervalos em que as fungdes p, g e g sdo fungdes
continuas.

Se a equagdo (4.1) ndo tiver a forma (4.2), ou a forma (4.3), é denominada ndo linear.
Equagdes de segunda ordem nao lineares sao complexas de serem resolvidas e, por isso, nossa
abordagem serd restrita a equacdes de segunda ordem lineares. Veremos que, apesar disso,
existem indmeros problemas fisicos modelados por tais equagdes.

Dizemos que uma equacao diferencial linear de segunda ordem € homogénea se o termo
G(x) na Equagdo (4.2), ou o termo g(x) na Equagdo (4.3), for nulo para todo x. Caso contrario,
a equacdo € dita ndo homogénea. O termo G(x) (ou g(x)) é chamado de termo nao homogéneo.

Naturalmente, as equagdo de segunda ordem nao homogénea sdo mais complexas de
serem resolvidas por métodos analiticos e seu estudo depende, em geral, do conhecimento da
solugdo para a equacao homogénea associada. Sendo assim, o estudo das equagdes homogéneas

¢ fundamental e serd tratado de forma mais detalhada na préxima secao.

4.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias de Segunda Ordem Homogéneas e com
Coeficientes Constantes

Vamos considerar apenas o caso em que as fungdes P, Q e R sdo constantes, isto €, a

situacdo em que a equagdo (4.2) tem a forma
ay’ +by +cy=0, 4.5)

com a, b e ¢ constantes reais e a # 0.
Antes de exibirmos solugdes particulares e a solugdo geral para (4.5), vamos apresentar

resultados de existéncia e unicidade de solucao para equacdes de segunda ordem lineares.
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Primeiramente, note que, como a # 0, entdo a equacdo (4.5) pode ser escrita na forma
b c
y"+—y/+—y=0
a a
e, consequentemente, a equacao abaixo generaliza (4.5).

Y+ p(x)y +q(x)y =0. (4.6)

O resultado a seguir é conhecido como Principio da Superposi¢do e garante que qualquer
combinacdo linear de solugdes de (4.6) continua sendo solugdo da equagdo. A demonstragdo
do resultado pode ser encontrada em (BOYCE, 2010, p.113-114)

Teorema 4. Se y| e y, sdo solucoes da equacdo diferencial (4.6), entdo a combinagdo linear

c1y1 + c2ya também é uma solugdo para quaisquer valores das constantes c| e c;.

O préximo resultado fornece condi¢Oes para existéncia de solugdo para (4.6) mediante

condigdes iniciais.

Teorema 5. Suponhamos que y; e y, sejam duas solucdes da equacdo (4.6) e que o

determinante wronskiano (ou simplesmente wronskiano) das solucdes y; e y, definido por

yi(xo) y2(xo)

/

/ /
= —yi)2
yl(xo) y’z(xo) Yiy2 — Y1y

Wyi,y2) =

ndo seja nulo no ponto xy em que se fixam as condigoes iniciais

y(x0) =0, ¥ (x0) = y0- 4.7)

Entdo, hd uma escolha das constantes cy e ¢ para a qual y = c1y1 + ¢y satisfaz a equacdo

diferencial (4.6) e as condicoes iniciais (4.7).

Duas solugdes para o problema (4.6) com a propriedade que W (y;,y») # 0 formam o
conjunto {y;,y2 }, chamado de conjunto fundamental de solugdes.

O resultado a seguir nos ensina como encontrar solugdes gerais da equacdo (4.6),
bastando, para isso, encontrar solu¢des particulares y; e y, cujo wronskiano do par de solucdes

y1 € y2 ndo se anula em algum ponto xg.

Teorema 6. Se y; e y, forem duas solugdes da equagdo diferencial (4.6), entdo a familia de
solucoes

y = c1y1(x) +c2y2(x)

inclui todas as solucoes da equagdo (4.6) se, e so se, existe um ponto xy no qual o wronskiano

de yi e y, é ndo nulo.

A demonstracdo do resultado acima pode ser encontrada em (BOYCE, 2010, p.115).
Ainda temos o seguinte resultado que garante existéncia e unicidade de solu¢do em um

contexto mais geral, que inclui problemas ndao homogéneos.
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Teorema 7. Consideremos o problema de valor inicial

Y+ p(x)y +q(x)y =g(x), y(xo0) =yo0, ¥ (x0) =y (4.8)

em que p, q e g sdo continuas em um intervalo aberto I que contenha xo. Entdo hd somente

uma solucdo y = ¢(x) deste problema e a solugdo existe sobre todo o intervalo aberto I.

A prova do resultado acima pode ser encontrada no Capitulo 6, Secdo 8, de
(CODDINGTON, 1989).

Uma vez conhecidos os resultados de existéncia e unicidade de solu¢do para equagdes
diferenciais de segunda ordem, vamos voltar para o problema de encontrar solu¢des para a
equagao homogénea com coeficientes constantes (4.5). Com intuito de encontrar as solugdes
dessa equag@o, vamos supor que y(x) = €', com r um valor a ser descoberto, seja solugdo de
(4.5). Nesse caso, y'(x) = re’* e y'(x) = r’e’™*. Levando as expressdes y, y e y” na Equacio
(4.5) obtemos

(ar* +-br+4c)e™ =0,

e, como e’ #£ 0, segue que
ar* +br+c=0. (4.9)

A equacgdo (4.9) é chamada de equacdo caracteristica da equacdo diferencial (4.5) e seu sua
relagiio com a equagio diferencial é o seguinte: se r é uma raiz da equacdo algébrica ar® + br +
¢ =0, entdo y = ¢’ é uma solug¢io da equacdo diferencial ay” + by +cy = 0.

Devido aos resultados explicitados anteriormente, basta encontrarmos um conjunto de
solu¢des fundamentais para a equacao que a solugdo geral fica definida. Como nosso principal
objetivo € apresentar aplicacdes de equacdes diferenciais, vamos exibir apenas um resumo de
como obter solucdes de (4.5), dependendo das raizes de sua equacdo caracteristica. Sabemos
que uma equacdo polinomial de segunda ordem com coeficientes reais admite exatamente duas
solugdes que podem ser reais e distintas, reais e iguais e, finalmente, complexas e conjugadas.

Sendo assim, temos as seguintes possiveis situagdes:

1. Se r; # ry € R sdo as raizes de (4.9), entdo ¥ e 2" sdo raizes de (4.5) e a solugdo geral
¢ dada por

y(x) = cre™ + e’

2. Se r; = rp € R sdo as raizes de (4.9), entdo €"'* e xe'* sdo solucdes de (4.5) e a solugao
geral é dada por

y(x) = cre"* + crxe’,

3. Se ry =a+bi,ry =a—bi € Csao as raizes de (4.9), entdo, utilizando a equacdo de Euler,

temos que e™cos(bx) e e sen(bx) sdo solucdes de (4.5) e a solucdo geral é dada por

y(x) = e*(cy cos(bx) + ¢ sen(bx)).
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4.2 O Método dos Coeficientes Indeterminados

Nesta secdo vamos apresentar um método de resolucdo de equacdes de segunda
ordem ndo homogéneas e com coeficientes constantes, chamado de método dos coeficientes
indeterminados.

Considere a equacio diferencial de segunda ordem ndo homogénea

Y 4+ px)y +q(x)y = g(x), (4.10)

em que p, g € g sdo funcdes continuas em um intervalo aberto /. A equacao

Y+ p(x)y +q(x)y =0, (4.11)

na qual g(x) =0 e p e ¢ sdo as mesmas fun¢des que na Equacdo (4.10), é a equagdo homogénea
correspondente a Equacio (4.10).

A seguir, vamos apresentar um importante resultado sobre equacdes de segunda ordem
nao homogéneas com coeficientes constantes que garante que para encontrar a solu¢io geral
para essas equacdes € suficiente resolver o problema homogéneo correspondente e encontrar

uma solucdo particular da equagdao nao homogénea.

Teorema 8. A solucdo geral da equacdo ndo homogénea (4.10) pode ser escrita na forma

y(x) = c1y1(x) +cay2(x) +Y (x), (4.12)

com y1 e yo um conjunto fundamental de solucoes da equacdo homogénea correspondente
(4.11), ¢y e cp sdo constantes arbitrdrias e Y é uma solucdo particular da equacdo ndo

homogénea (4.10).

A demonstracdo do resultado acima pode ser encontrada em (BOYCE, 1994, p.116).

Na se¢do anterior ja aprendemos como resolver equagdes homogéneas com coeficientes
constante e, consequentemente, encontrar um conjunto fundamental de solugdes. Assim,
segundo o Teorema 8, para encontrar a solucao geral de (4.10), basta encontrar uma solucao
particular para essa equacdo. Nesse sentido surgem alguns métodos como o que apresentaremos

resumidamente a seguir.

Segundo Boyce (1994), “o0 método dos coeficientes indeterminados exige que fagcamos
uma hipétese inicial sobre a forma da solugdo particular Y (x), porém com os coeficientes
envolvidos indeterminados.” O método funciona bem quando o termo ndo homogéneo g(x)
¢ uma fungao exponencial, seno ou cosseno, polinomial ou até mesmo combinagdes lineares ou
produtos dessas funcdes. Boyce (1994) resume a técnica da seguinte forma

(...) se o termo ndo-homogéneo g(x) na equagio (4.10), for uma exponencial
e™*, admitir que Y (x) seja proporcional & mesma fungio exponencial; se g(x)
for sen(Bx) ou cos(Bx), entdo admitir que ¥ (x) seja uma combinagdo linear
de sen(Bx) e cos(Px); se g(x) for um polindmio em x, admitir que Y (x) seja
um polindmio do mesmo grau em x. (BOYCE, 1994, p.118)

Vamos ilustrar a técnica por intermédio de um exemplo.
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Exemplo 9. Considere a equacdo diferencial de segunda ordem nido homogénea com
coeficientes constantes

y' 42y — 3y = 4sen(2x). (4.13)
A equagdo homogénea associada é

Y 42y =3y=0 (4.14)

cuja equacio caracteristica é dada por > +2r — 3 = 0 e cujas solucdes sdo r; = 1 e r, = —3.

Assim, a solugdo geral da equacao homogénea associada (4.14) é dada por
Y(x) = c1e' +ere . (4.15)

Uma vez encontrada a solu¢do da homogénea correspondente devemos procurar uma solucao
particular de (4.13). Para isso, vamos utilizar o método dos coeficientes indeterminados. Com

esse objetivo, vamos supor que
yp(x) = A cos(2x) + B sen(2x), (4.16)
com A e B coeficientes a determinar, ¢ uma solugdo de (4.13). Temos que

Yp(x) = —2A sen(2x) + 2B cos(2x)

yp(x) = —4A cos(2x) — 4B sen(2x),
e, portanto (4.16) € solucao de (4.13) se, e sO se,

[—4A cos(2x) — 4B sen(2x)] 4 2[—2A sen(2x) + 2B cos(2x)] —
—3[A cos(2x) + B sen(2x)] = 4sen(2x) <

[—4A cos(2x) — 4B sen(2x)] 4 [—4A sen(2x) + 4B cos(2x)| +
+[—3A cos(2x) — 3B sen(2x)| = 4sen(2x),

isto €,
[—7A +4B] cos(2x) + [—4A —TB| sen(2x) = 4 sen(2x),

que ocorre apenas quando os coeficientes A e B sdo solugdes do sistema linear

—TA+4B =0
—4A—-T7TB =4,
ou seja, quando A = —% eB= —%. Logo, uma solugio particular é
16 28
yp(x) = —& cos(2x) — & sen(2x).

Assim, a solucdo geral da equacdo (4.13) é dada por

16 28
y(x) = cre 4+ cre  — & cos(2x) — & sen(2x).
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E importante esclarecer que, além do método dos coeficientes indeterminados, também
existem outros métodos para resolver equacdes de segunda ordem nao homogéneas, como
o método da variacdo de parametros. Entretanto, para o objetivo do trabalho de apresentar
aplicacdes dessas equacdes, o método exibido nesta sec@o serd suficiente. Para estudar com
profundidade tais técnicas indicamos o Capitulo 3, secdes 3.6 e 3.7, de (BOYCE, 1994) ou

capitulos correspondentes em edi¢des mais atualizadas da mesma referéncia.

4.3 Aplicacoes de Equacoes Diferenciais Ordinarias de Segunda Ordem

Equagdes de segunda ordem possuem indmeras aplicagdes na fisica. Uma dessas
aplicacdes € nos campos de vibracdes mecanicas e elétricas. Segundo Boyce e Di Prima (2010),
0 movimento de uma massa presa em uma mola, as torcdes de uma haste com um volume, o
fluxo de corrente elétrica em um circuito simples em série e muitos outros problemas fisicos

sao bem descritos pela solugdo do problema de valor inicial da forma

ay” + by +cy=g(t), y(0) =yo, ¥(0) =yp. (4.17)

Uma aplicacio interessante de equagdes diferenciais de segunda ordem sdo as vibragdes
forgadas, isto €, situacdes em que uma forga externa periddica atua sobre um sistema mola-
massa.

A equacdo de movimento de um sistema mola-massa geral sujeito a uma forga externa
F(t)é

ms" (t)+vs' (t) +ks(t) = F(t), (4.18)

em que m,Y € k sdo a massa, o coeficiente de amortecimento e a constante da mola do sistema
mola-massa, respectivamente. A formulacao completa do problema de vibracao exige que duas
condigdes iniciais sejam especificadas, que sdo a posi¢do inicial s(0) e a velocidade inicial
v(0) = 5'(0) da massa, isto é,

5(0) =0, 5'(0)=wo (4.19)

Conforme Zill e Cullen (2001), o sistema massa-mola pode ser modelado através de
equagoes diferenciais ordindrias, pois seu comportamento € governado pelas leis do movimento,
que podem ser descritas matematicamente por meio de equagdes diferenciais.

Imagine uma mola presa a uma base por uma de suas extremidades e ligada a uma massa
(m) na outra, conforme ilustrado na Figura 2.

A massa provoca um alongamento (L) na mola. Duas for¢as atuam no ponto onde
a massa estd ligada a mola: a forca peso para baixo (no sentido positivo), determinada pela
equacdo F, = mg, em que m representa a massa, g € a aceleragdo da gravidade; e a forca da
mola para cima (no sentido negativo) representada por F,, = —kL, em que k € a constante da
mola, sendo que o sinal negativo indica a direcdo oposta a forca peso. Essa for¢a é conhecida

como lei de Hooke. Se a massa estiver em equilibrio, essas duas forgas se equilibram. Ou seja

mg —kL =0 (4.20)
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Figura 2 — Sistema massa-mola
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o simulador PAET, 2024.

Entretanto, se a massa estiver deslocada por uma quantidade s em relacdo a posicdo de equilibrio
no instante #, e for solta, a forca resultante nesse caso € dada pela segunda lei de Newton F = ma,
em que o somatorio das forcas € igual ao produto da massa pela sua aceleracdo. Uma vez que
a aceleracdo corresponde a variacdo da velocidade em relagdo ao tempo, ou seja, a segunda
derivada da posi¢do em relagdo ao tempo, em termos matematicos s” (), entdo F = ms” (1).

Com o intuito de apresentar uma equag¢do para o deslocamento s(¢), é necessdrio
considerar que quatro forcas distintas podem influenciar o sistema. As forcas peso e da mola,
que foram apresentadas anteriormente, e as forcas de amortecimento e externa. E importante
ressaltar que a forca de amortecimento atua na direcdo oposta a direcdo da massa e que
pode existir devido as propriedades viscosas do meio onde a massa se move, por exemplo,
a resisténcia do ar. Enquanto a forca externa pode ser provocada pelo deslocamento do
suporte aonde estiver ligada a mola, sendo positiva ou negativa, atuando para baixo ou para
cima. Consequentemente, a auséncia ou presenca de uma determinada for¢ca pode resultar em
equagoes diferentes. A fim de resumir a parte tedrica, serdo apresentadas as equacdes que
descrevem o movimento da massa em cada um dos movimentos, suas respectivas dedugdes
podem ser encontradas no Capitulo 5, se¢des 5.1, 5.2 e 5.3, de (ZILL, 2001).

Para cada tipo de sistema massa-mola, os diferentes cendrios de oscilacdo podem ser
descritos por equacdes diferenciais especificas. As oscilagdes livres ndo amortecidas, que se

configuram pela auséncia das forca externa e de amortecimento sdo descritas pela equagdo
/! _
ms" +ks =0.
Se existir o efeito de amortecimento, a equacio que governa o movimento da massa é

ms” +yu' +ks = 0.
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Se houver for¢a externa, as oscilacdes forcadas podem ser com e sem amortecimento. Logo as

equagdes que descrevem o movimento da massa sao dadas por

ms” +yu' +ks = F(t)

ms" +ks =F(t),

respectivamente.

Em todas as equacdes apresentadas acima, as constantes m, Y € k sdo positivas e
representam a massa, 0 amortecimento e a proporcionalidade, ja F (¢) representa a forca externa.

A seguir, vamos mostrar aplicagdes préticas da teoria desenvolvida acima com intuito
de completar a compreensao do leitor.

[(ZILL, 2001, p.234, Exercicio 16) - Movimento livre sem amortecimento] Uma forca
de 400 newtons distende uma mola em 2 m. Uma massa de 50 kg é atada a mola e solta
na posicdo de equilibrio com uma velocidade de 10 m/s para cima. Encontre a equacdo do

movimento.

Figura 3 — Movimento livre sem amortecimento
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o simulador PhET, 2024.

Na auséncia de forca externa e da constante de amortecimento, temos F(¢) e y nulos.

Logo, a equacdo do movimento se reduz a
/! _
ms" +ks = 0.

Temos que a massa € m = 50 kg. Para determinar a constante da massa k, observamos que, se a

massa estd em equilibrio e kg = 400 N, entdo
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mg — ks = 0 ou mg = ks,
isto é, 400 = k-2, logo,k = 200 N /m. Substituindo os valores de m e k na equagio (4.3), temos

505" +200s = 0. 4.21)

Observe que, a equagdo (4.21) é de segunda ordem homogénea com coeficientes
constantes, entdo podemos resolve-1a aplicando as técnicas abordadas na primeira se¢do. O
polindmio caracteristico da equacio é dado por 50 7> 4200 = 0, cujas raizes sio r = £2i. Uma

vez que o polindmio caracteristico possui raizes complexas a solugdo geral € dada por
s(t) = cicos(2t) + cpsen(2t),

com cy,cp constantes reais.

A fim de determinar as constantes ¢ € ¢, vamos utilizar as condicdes inicias

5(0) =0 m, s'(0) = —10m/s.

A segunda condicao inicial estd explicita em “e solta na posicao de equilibrio com uma
velocidade de 10 m/s para cima”. Note que, a velocidade estd no sentido contrario da forca

peso, ou seja, estd na (direcdo negativo). Aplicando a primeira condi¢do inicial, temos que
0=15(0) = cicos(0) + cpsen(0) = ¢y,

e, portanto, ¢; = 0. Assim, a soluc¢do pode ser reescrita como

s(t) = cpsen(2t).
Para usar a segunda condicao inicial, vamos derivar a expressao acima, de modo que
s'(t) = 2cocos(2t).
Como s'(0) = —10, segue que
—10=5'(0) = 2c2c0s(0) = 2c¢»,

e, consequentemente, c; = —5. Com os valores de ¢ € ¢, temos que a equagdo do movimento

¢ dada por

s(t) = —5sen(2t) (4.22)

O gréfico de (4.22) esta descrito na Figura 4.

[(ZILL, 2001, p.246, Exercicio 7) - Movimento amortecido] Um peso de 125 g € atado a
uma mola de constante eldstica igual a 2 N/m. O meio oferece uma resisténcia ao movimento do
peso numericamente igual a velocidade instantanea. Se o peso parte de um ponto 1 m acima da

posi¢do de equilibrio com uma velocidade de 8 m/s para baixo, determine o instante em que o
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Figura 4 — Grifico de s(t) = —5sen(2t)
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Figura 5 — Movimento amortecido
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o simulador PAET, 2024.

peso passa pela posicao de equilibrio. Calcule o instante no qual o peso atinge seu deslocamento
extremo em relagdo a posi¢do de equilibrio. Qual € a posi¢ao do peso nesse instante?
Uma vez que a questdo apresenta um modelo de um sistema massa mola amortecido, a

equagdo que descreve esse movimento tem o formato
i / _
ms" +vs' +ks =0.

Diante dos dados apresentados, temos m = 125 g = 1/8 kg e k = 2 N/m. Posto que, “O meio
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oferece uma resisténcia ao movimento do peso numericamente igual a velocidade instantinea”,
e sabendo que a velocidade instantanea é 1, temos também que Yy = 1. Assim, a equacao se
torna

1
gs” +5 4+25=0. (4.23)

Observe que, temos uma equagdo diferencial ordindria de segunda ordem homogénea com
coeficientes constantes, entdo podemos resolvé-la aplicando as técnicas abordadas na secdo
anterior. O polindmio caracteristico da equacio é dado por 1/8r% +r+2 = 0, equivalentemente
ar’>+8r+16 =0 e as suas raizes sio r; = r» = —4 . Uma vez que o polindmio caracteristico

possui raizes repetidas,entdo a solucdo geral é dada por
s(t) = cre ¥ eye™. (4.24)

A fim de determinar as constantes c¢; e ¢, devemos utilizar condigdes iniciais s(0) = —1 e
s'(0) = 8, que foram obtidas do trecho “o peso parte de um ponto 1 m acima da posi¢do de
equilibrio com uma velocidade de 8 m/s para baixo”.

Utilizando a primeira condi¢do inicial, obtemos
—1=5(0)=c1e"+0-&" =,
isto € c; = —1 e podemos reescrever (4.24) como
s(t) = —e M 4 cpre™. (4.25)
Para utilizar a segunda condi¢do inicial, vamos encontrar a derivada s'(z).
s'(t) = 4e ¥ +cre™ —deyre™.
Como 5'(0) = 8, segue que
8=5(0)=4e" +c2e’ =4+,
implicando que ¢, = 4. Logo, (4.25) se torna

s(t) = —e ¥ 4 4re™H. (4.26)

Para determinar o instante () no qual o peso atinge seu deslocamento extremo em relacdo
a posicdo de equilibrio, € preciso, encontrar o valor do tempo em que a derivada primeira

(velocidade) € zero. Derivando (4.26), obtemos

s'(1) =8e™H — 1616

assim, s'(¢) = 0 se, e somente se,
e M(8—161)=0.
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Uma vez que e~ ¥ £ 0, para todo ¢, a expressdo acima s6 se anula no caso em que 8 — 16t = 0,
isto é, quando r = 0,5. Quando t = 0,5, temos que 5(0,5) = e2. Assim, a massa atinge um
deslocamento extremo de e 2.

Por fim, vamos encontramos o momento ¢ em que O peso passa pela posicdo de

equilibrio. Para isso, basta encontrar ¢ de modo que s(¢) = 0, isto &,
s(t) = e ¥ (—1+4r1).

Como e~* =+ 0, para todo 7, segue que a expressio acima s6 se anula no caso em que 7 = 1/4.
Sendo assim, o peso passa na posic¢ao de equilibrio depois de 0,25 segundos.
A Figura 6 mostra o gréfico de s(t) = e =¥ (—1+4t).

Figura 6 — Griafico de s(t) = e ¥ (—1 4 4t)
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Fonte: Elaboracao prépria utilizando o software GeoGebra, 2024.

Na proxima aplicagdo, vamos considerar o caso do Movimento forcado com
amortecimento. Diferentemente dos demais casos, a equacao que modela esse problema € nao
homogénea. Existem algumas técnicas de resolucdo de equagdes nio homogéneas como

[(ZILL, 2001, p.257, Exercicio 1)- Movimento forcado com amortecimento] Uma massa
de 0,5 kg € atada a uma mola que tem constante de elasticidade igual a 6 N/m. A massa parte do
repouso 2 m abaixo da posi¢do de equilibrio e 0 movimento subsequente estd sujeito a uma forca
de amortecimento igual a metade da velocidade instantanea. Encontre a equacao de movimento
se 0 peso sofre a acdo de uma forga externa igual a f(¢) = 10 cos(3t).

Uma vez que a questdo apresenta um modelo de um sistema massa mola forcado com

amortecido, a equagdo que descreve esse movimento tem o formato
ms" +ys' + ks = f(1).

Diante dos dados apresentados, temos m = 0,5 kg =1/2 kg, k=6 N/m e f(t) = 10 cos(3t).

Além disso, ¥ = 1/2, posto que, “o movimento subsequente estd sujeito a uma forca de
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Figura 7 — Movimento forcado com amortecimento
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o simulador PAET, 2024.

amortecimento igual a metade da velocidade instantanea”. Assim

1 1
ES” + Es’ + 65 =10 cos(3t). 4.27)

Observe que, temos uma equacdo diferencial ordindria de segunda ordem nao homogénea
com coeficientes constantes. Para resolvé-lo podemos utilizar o método dos coeficientes
indeterminados que foi abordado na secdo anterior.

Inicialmente, precisamos resolver a equacao homogénea

1 1
Es” + ESI + 65 =0. (4.28)

A equacdio caracteristica associada 2 equagdo é dada por 1/2r +1/2r+6 = 0 ou,

1 VA

equivalentemente, PP4+r+12=0, cujas raizes sdo r = - + > I
Uma vez que a equacgdo caracteristica possui raizes complexas, a solu¢do geral da

equagao homogénea correspondente é dada por

V47 VAT
cos Tt +cze_%tsen Tl . (4.29)

1

sp(t) =cre 2

O método dos coeficientes indeterminados exige que fagcamos uma hipdtese inicial

sobre a forma da solugdo particular, dependendo do tipo de funcdo que caracteriza a nao
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homogeneidade que, nesse caso, é dada por f(¢) = 10 cos(3t). Assim, a hipdtese que devemos

levantar € de que a solucao particular é da forma
sp(t) = A cos(3t) + B sen(3t), (4.30)

com A e B a determinar. Para encontrar os coeficientes A e B devemos supor que (4.30) é uma

solugdo de (4.27). Para isso, vamos calcular s € s”. Temos que

s;,(t) = —3A sen(3t) + 3B cos(3t)

sp(t) = —9A cos(3t) — 9B sen(3t).

Substituindo as expressdes acima, juntamente com (4.30) em (4.27), obtemos

%(—9A cos(3t) —9B sen(3t)) + %(—3A sen(3t) 4 3B cos(3t)) +
+6(A cos(3t) + B sen(3t)) = 10 cos(3t)

que € equivalente a

(—9A cos(3t) — 9B sen(3t)) + (—3A sen(3t) + 3B cos(3t)) +

+12(A cos(3t) + B sen(3t)) = 20 cos(3t) <

cos(3t)[—9A + 3B+ 12A] + sen(3t)[—9B — 3A + 12B] = 20 cos(3t) <
cos(3t)[3A + 3B] + sen(3t)[3B — 3A] = 20 cos(3r)

que ocorre se, € sO se,

3A+3B =20
—-3A+3B =0

O sistema linear acima possui como solugdes A = 10/3 e B = 10/3, de onde segue que uma
solugdo particular de (4.27) é

1 1
sp(t) = ?O cos(3t) + ?0 sen(3t)

Do Teorema 8 temos que a solugdo geral s(¢) de (4.27) é

s() = st +s(0)y

47 47 10 10
s(t) = Cle_%’cos (§t> +Cze_%tsen (%t) + 3 cos(3t) + 3 sen(3t). (4.31)

Resta-nos descobrir o valor das constantes ¢; e ¢; mediante as condi¢oes iniciais s(0) =
2 e §(0) =0, jd que “a massa parte do repouso 2 m abaixo da posi¢do de equilibrio ”. Da

condi¢@o inicial s(0) = 2, temos

10
2:s(0):c1+?<:>
10 4

clz —_——_—= ——

3 3
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Assim, (4.31) se torna

4 47 47 10 10
s(t) = —ge_%tcos <£t> +cze_%’sen (§t> + 3 cos(3t) + 5 sen(3t). (4.32)

Derivando a expressao obtemos

2 V4T 247 47
s'(t) = ge_%tcos <Tt) +Te“ ( >
oy (Y31, L YT (Y9
caze 2sen | — cr——e 2cos | —
— 10 sen(3t) 410 cos(3t)

Usando que s'(0) = 0, segue que
2 Va7 64 64+/47

0=s5(0)== Y10 e = — - _
$(O) =34+ = T3 141

Substituindo em (4.32) temos que a equagao do movimento é

e (5) e (5

+ 13—0 [cos(3t) 4 sen(3t)].

st)y=e"2 —3c05( i -

Figura 8 — Grifico da fungdo s(r) = e 2!

4 V4T 641/47 V47
—§COS 3 t]— 141 sen | ——t

% [cos(3t) + sen(3t)]

| AAMARAARAARAARAARAA AN
A A 'ﬂV\/WVVUUUUUVSVW\/\T\/WW\/W\

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o software GeoGebra, 2024.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, realizamos um estudo sobre equagdes diferenciais ordindrias, com a
apresentacdo de alguns métodos de resolucao analiticos e de aplicagdes de equacdes diferenciais
ordindrias em problemas do nosso cotidiano. O nosso objetivo foi fornecer uma compreensao
clara e detalhada sobre o assunto, considerando a falta de énfase nos estudos das aplicacdes de
equacdes diferenciais ordindrias no componente curricular de Equacdes Diferenciais Ordinarias
no ensino superior.

Durante o trabalho foi apresentado um breve contexto histérico mostrando alguns
estudiosos que utilizaram as equacdes diferenciais ordindrias para modelar problemas préticos;
além de defini¢des, teoremas, exemplos, dedugdes, aplicacdes, graficos e figuras ilustrativas.

Esperamos que este estudo sirva de motivagdo para a realizacdo de outros trabalhos na
area. Sugerimos, por exemplo, a realizacdo de pesquisas envolvendo aplicacdes de sistemas de
equagoes diferenciais, explorando principalmente a modelagem de problemas de dinamica de

populagdes.
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