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RESUMO

O trabalho apresenta versdes da forma analitica do Teorema de Hahn-Banach e algumas de
suas aplicacdes na andlise funcional, abordando conceitos fundamentais da algebra linear e
da andlise funcional. Além da forma analitica do teorema tradicionalmente encontrada na
literatura, estudamos o Teorema de Hahn-Banach em espacos separaveis e em espacos de

Hilbert, destacando propriedades particulares.

Palavras-chave: Teorema de Hahn-Banach. Anélise Funcional. Algebra Linear.



ABSTRACT

The work presents versions of the analytical form of the Hahn-Banach Theorem and some of
its applications in functional analysis, addressing fundamental concepts of linear algebra and
functional analysis. In addition to the analytical form of the theorem traditionally found in
the literature, we study the Hahn-Banach Theorem in separable spaces and in Hilbert spaces,

highlighting particular properties.

Key-words: Hahn-Banach Theorem. Functional Analysis. Linear Algebra.
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1 INTRODUCAO

A matematica ¢ uma tapegaria complexa de padrdes e estruturas, tecida em um tecido
intrincado que permeia incontaveis campos do conhecimento humano. No presente trabalho,
convidamos o leitor a embarcar em um mundo que vislumbra dois pilares fundamentais da
matematica, a Algebra Linear e Analise, com o intuito de mergulhar nas fascinantes versdes
do Teorema de Hahn-Banach.

Conforme Aristoteles menciona em sua obra Metafisica, “todos os individuos, por
natureza inclinam-se para o conhecimento”. Assim, a busca pelo novo faz parte da esséncia

do ser humano.
A histdria da matematica € fascinante e extensa e ela, por si s0, ja daria um belo trabalho.
Porém, ao falar do tema presente em nosso trabalho

A élgebra linear moderna baseada em espagos vetoriais, ou mais geralmente,
em modulos. A nogdo abstrata de espago vetorial foi isolada pela primeira vez
por Peano (1888) na geometria. Néo foi influente na época, nem quando Weyl
o redescobriu em 1918. Por volta de 1920, foi redescoberto novamente por trés
analistas — Banach, Hahn e Wiener — e um algebrista, Noether. Entao a nogao
se desenvolveu rapidamente, mas em duas areas distintas: analise funcional,
enfatizando espagos vetoriais normados de dimensdo infinita, e teoria dos
anéis, enfatizando modulos finitamente gerados que muitas vezes ndo eram
espagos vetoriais. (MOORE, 1995, Tradugdo nossa).

Dois desses analistas, o austriaco Hans Hahn e o polonés Stefan Banach, desempenharam
papéis fundamentais na formulagcdo e desenvolvimento do teorema foco desse trabalho.
Incrivelmente os dois desenvolveram esse teorema que leva os seus nomes de forma
independente.

Hans Hahn (1879-1934) foi um renomado matematico austriaco conhecido por suas
contribuicdes em diversas areas da matematica. Ele ¢ lembrado principalmente pelo teorema
de Hahn-Banach e suas importantes pesquisas no campo do calculo das variagdes. Hahn fez
avangos significativos na teoria dos conjuntos, analise funcional, analise real e teoria da medida.
Seu trabalho abrange desde a introdugdo de espacos abstratos de Fréchet até a investigacao da
analise harmonica e integrais singulares. Hahn lecionou em varias universidades e teve alunos
notaveis como Karl Menger, Witold Hurewicz e Kurt Godel.

O outro matematico que carrega o nome do teorema ¢ Stefan Banach (1892-1945) que
foi um matematico polonés conhecido por suas contribui¢cdes fundamentais na analise funcional.
Seu encontro com o matematico Hugo Steinhaus foi decisivo, levando a colaboragdo entre
eles e ao estabelecimento da Sociedade Matematica de Cracdvia. Seu trabalho mais famoso
¢ o desenvolvimento do conceito de espaco de Banach, que sdo espagos vetoriais normados
completos, isto ¢, em que toda sequéncia de Cauchy converge. Esse conceito revolucionou a
teoria dos espagos funcionais e trouxe avangos significativos na compreensao das propriedades
dos espacos métricos. Banach também fez importantes contribuigdes para a teoria dos espagos

vetoriais topoldgicos, teoria de medida, integracdo e teoria dos conjuntos.
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O Teorema de Hahn-Banach foi desenvolvido a partir de estudos anteriores de extensoes
de funcionais em espagos de fungdes realizados por Frigyes Riesz em 1911 e Eduard Helly em
1922. Hans Hahn contribuiu para o teorema em 1927, utilizando ordinais em sua demonstragao,
enquanto Stefan Banach, em 1929, utilizou a boa-ordenacao e a indugdo transfinita. A versao
complexa do teorema foi publicada em 1938 por Bohnenblust e Sobczyk.

A partir dessa breve contextualizagdo historica, voltamos ao nosso foco principal que € de
explorar a versdo analitica do Teorema de Hahn-Banach e algumas de suas versdes existentes
na literatura. Esse importante resultado da andlise funcional ¢ uma ferramenta poderosa que
permite estender funcionais lineares definidos em subespagos vetoriais para todo o espago
vetorial. Em sua esséncia, o teorema tem aplicacdes fundamentais na analise matematica e,
por isso, € considerado um assunto de grande relevancia nessa area do conhecimento.

Este trabalho visa apresentar e demonstrar algumas versdes da forma analitica do
Teorema de Hahn-Banach. A fim de tornar a compreensao do teorema acessivel a estudantes de
graduacao, sera adotada uma abordagem construtiva, repleta de exemplos a cada defini¢do e ndo
abrindo mao da apresentagdo dos pré-requisitos e do direcionamento desse leitor a referéncias

adequadas.

O presente trabalho tem como base uma pesquisa de cunho exploratorio, que visa
compreender o objeto de estudo e aplica-lo. Ao definir pesquisa exploratdria Menezes et al.
(2019, pg . 34) cita Gonsalves' que define pesquisa exploratéria sendo:

aquela que se caracteriza pelo desenvolvimento e esclarecimento de ideias,
com objetivo de fornecer uma visdo panordmica, uma primeira aproximagao
a um determinado fenomeno que € pouco explorado. Esse tipo de pesquisa
também ¢é denominada “pesquisa de base”, por oferecer dados elementares que
dao suporte para a realizacdo de estudos mais aprofundados sobre o tema.

Diante disso, a pesquisa serd trabalhada qualitativamente, com base em coletas de
informagdes por meio de revisdo bibliografica. O procedimento de coleta bibliografica
“Utiliza fontes bibliograficas ou material elaborado, como livros, publicacdes periodicas, artigos
cientificos, impressos diversos ou, ainda, textos extraidos da internet.”(MENEZES et al., 2019,
pg. 36).

Por fim, este trabalho esta dividido em 6 capitulos e um apéndice que estdo descritos a
seguir:

Capitulo 1 - Introdugdo - apresentacdo do tema, um breve contexto historico, objetivos
do trabalho e descri¢ao da metodologia adotada.

Capitulo 2 - Resultados preliminares - apresentacdo de alguns conceitos e resultados
fundamentais da algebra linear e da analise funcional.

Capitulo 3 - Funcionais lineares - apresentacdes de conceitos e propriedades acerca de
funcionais e operadores lineares.

Capitulo 4 - Forma Analitica do Teorema de Hahn-Banach - apresentagdo e
demonstracdo da forma analitica do Teorema de Hahn-Banach e exposicao de aplicacdes

classicas e de suas demonstragdes.

! GONSALVES, E. P. Iniciacfo & pesquisa cientifica. 3 ed. Campinas-SP: Alinea, 2003.
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Capitulo 5 - Teorema de Hahn-Banach para espacos separaveis - estudaremos o caso
especifico do teorema para espago separavel.

Capitulo 6 - O Teorema de Hahn-banach em Espaco de Hilbert - esse espaco
caracterizado por sua estrutura em relacdo ao produto interno apresenta propriedades
particulares que influenciam na forma como o Teorema de Hahn-Banach ¢ apresentado e garante
unicidade na extensao.

Apéndice - Apresentagdo de resultados complementares fundamentais para uma leitura
didatica e voltada ao publico alvo deste trabalho.

Para a realiza¢dao deste trabalho foram utilizados como fontes de pesquisas os livros
de Botelho, Pellegrino e Teixeira (2012), Brezis (2011), Lima (2009), Kreyszig (1991), Lima
(1983, 2011), Di Prisco (1997) e Lima (2014).
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, introduziremos alguns conceitos e resultados preliminares essenciais
para a compreensdo dos resultados principais deste trabalho. Os resultados foram baseados
nas referéncias (BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, 2012; LIMA, 1983; BREZIS, 2011).

Defini¢do 1. Seja M um conjunto ndo vazio. Uma métrica em M é uma fungao
d:MxM—R
(x,y) — d(x,y),

que associa cada par ordenado de elementos (x, y) € M XM um niimero real d (x, y) satisfazendo

as seguintes condi¢des para quaisquer x,y,z € M :
dy) d(x,x) = 0;
d,) Sex # yentdod(x,y) > 0,

d3) d(x,y) = d(y,x);
dy) d(x,y) <d(x,z) +d(y,2).

Observe que as propriedades d;) e d,) nos dizem que, para quaisquer X,y € M,
d(x,y) = 0ed(x,y) = 0 se, e somente se, x = y. A propriedade d3) afirma que d ¢é
uma fung¢do simétrica nas variaveis x e y. A condicao d,) ¢ chamada desigualdade triangular
com origem no fato que, na geometria plana, cada lado de um tridngulo tem medida menor do

que a soma das medidas dos outros dois lados.

Definicao 2. Usualmente chamamos d(x,y) de distancia entre x ¢ y € o par (M, d), em que d

¢ uma métrica sobre o conjunto M, ¢ o que chamamos de espago métrico.

Os elementos de um espaco métrico podem ser de natureza bastante arbitraria: nimeros,
pontos, vetores, matrizes, fungdes, conjuntos, etc. Vejamos alguns exemplos de espacos

métricos.
Exemplo 1. Seja M um conjunto, com M # @. A funcdo d : M X M — R dada por

0, se x=y
d(x,y) =
1, se x+y
¢ uma métrica sobre M. Podemos visualizar que as condigodes d;) € d,) sao satisfeitas devido
a propria defini¢do da fun¢do. No caso em que x = y, temos a condi¢do d3) imediatamente

satisfeita e, no caso em que x # y, segue que

d(x,y) =1=d(y x),

e d3) fica completamente verificada.

Para provar a desigualdade triangular, vamos considerar alguns casos:
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* Sex =y =z, entdo

d(x,y)=0=0+4+0=d(x,2) +d(z,y).

Se z # x # y # z, entdo

dix,y)=1<1+1=d(x,z) +d(z,y).

* Sex # y = z, entdo

dix,y)=1=1+0=d(x,z) +d(z,y).

* Sex =y # z, entdo

d(x,y) =0<1+1=d(xz)+d(zY)

mostrando que d4) também ¢ valida. A métrica d ¢ chamada de métrica zero-um.

Quando (M, d) ¢ um espago métrico, todo subconjunto S de M também é um espago

métrico com a mesma métrica de M.

Exemplo 2. Seja (M, d) um espago métrico e S um subconjunto nao vazio de M. Considere a

restri¢ao da métrica d ao conjunto S X S, isto €,

dlsxs : SXS—R
(x,y) = d(x,y).

Essa restrigao da funcdo d a S X S é chamada de métrica induzida e, com tal métrica, S ¢ um

espaco métrico.

No espago euclidiano R™, a nog¢ao de métrica como distancia entre pontos fica mais clara

devido aos recursos visuais que esse espago proporciona.

Exemplo 3. A reta real R é um espago métrico munido com a métrica

d: RXxR—R
(x,y)l—>d(x,y) = |x_y|'

em que | - | calcula o valor absoluto (mddulo) de um niimero. Com o intuito de mostrar que d ¢é

uma métrica, basta utilizar as propriedades de valor absoluto.

Exemplo 4. No espago euclidiano R", n > 2, podemos definir trés métricas distintas. Se x =
(%1, %2, %3, %), ¥ = (Y1, Y2, V3, -, Yn) € R™, defina as fungdes d,d’,d” : R* x R® — R
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por

1/2

d(e,y) =V (g —y1)% + o+ (g —yn)? = [E(xi —¥i)?
i=1

n

d'(6,y) = [ty =yl + 4 Py =l = Y i =il e
i=1

d"(x,y) = max{|x; = 1], [%n = ¥al} = max |x; —yil.

As fungdes d,d’,d” : R™ Xx R® — R sdo todas métricas em R™. Vamos nos restringir a
verificar com detalhes que d é métrica em R™. As demais provas podem ser realizadas com

mais facilidade e utilizando ideias similares.

Sejamx = (xl'x2'x3J”"xn): y = (leyZJy3J""yn) €z = (Zl,ZZ,Z3,"',Zn) € Rna
entao

* dy)edy)
Uma vez que (x; — y;)? = 0, paratodo i = 1,...,n, segue que d(x,y) = 0. Mais ainda,

1/2

n
dry) =0 > -y =0
i=1

e (x—y)?=0Vvi=12,..,n
ox—y;=0VvVi=1,2,..,n
ox;=y;Vi=12,..,n

Sx=y.

1/2

dxy) = | ) = y)?
i=1 ]

= i()’i — x;)?
=1 _

=d(y,x)

1/2

* dy)
Utilizando a Desigualdade de Minkowski (BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA,
2012, pg. 14), temos que

1 1
2 n 2

dey) =D ei=y?| =D (Ci—2)+ G- y¥’
i=1 i=1
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N[

IA

1
n 2 n
Z(xi —z)%| + E(Zi — y)?
i=1 =1

<d(x,z)+d(y,z)

Isso mostra que d possui as propriedades d;) — d4) da defini¢do de métrica. Assim, d
¢ métrica em R™.
Outro conceito importante que usaremos neste trabalho € o conceito de norma, mas antes

de exibimo-lo, vamos estudar um pouco sobre espagos vetoriais.

Definicao 3. Um espago vetorial V sobre R ¢ um conjunto V, ndo vazio, munido das operacdes
de adi¢ao e multiplicag@o por escalar (nimero real), e satisfazendo as seguintes condi¢des para

quaisquer u,v,w EVea,f € R:
) (u+v)+w=u+ w+w)e (af)v = a(fv) (associatividade);
i1) u + v = v + u (comutatividade);
ii1) Existe 0 € V tal que u + 0 = u (existéncia de elemento neutro na adigdo);

iv) Existe —u € V tal que u + (—u) = 0 (existéncia de simétrico na adi¢do, que chamamos

usualmente de oposto);
V) a(u+v) =au+ave (a+ pf)v =av+ v (distributividade);
vi) 1lu = u (multiplicagdo por 1).
Os elementos de um espaco vetorial sio chamados de vetores e ¢ importante lembrar que
o simbolo 0 na propriedade iii) pode significar tanto o nimero real 0 quanto o vetor nulo relativo
a cada espago vetorial. Isso ficara mais claro nos exemplos de espaco vetorial que veremos a

seguir.

O espaco vetorial que inspira a definigdo acima ¢ o R".

Exemplo 5. O R™ é um espago vetorial em que, para x = (xq, ..., Xp), Y = (Y1, -, ¥n) € R e

a € R, definimos a adi¢ao e a multiplicacao por escalar por

XxX+y=01+y1, 0 Xn+ V)

ax = (axq, ..., Axy).

No caso do R™, o elemento neutro da adi¢ao ¢ o vetor nulo 0 = (0, ..., 0) (n entradas nulas) e

para cada x = (x4, ..., Xp) 0 0posto &€ —x = (—xq, ..., —Xp).
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Vejamos outros exemplos de espagos vetoriais.

Exemplo 6. O conjunto R* formado pelas sequéncias infinitas x = (xq, X3, ..., Xy, ... ), €M que
cada entrada ¢ real, também ¢ um espago vetorial considerando, para x = (xq, ..., Xp, ... ), ¥y =

V1) or Voo ) €E R® e @ € R, a adigdo ¢ a multiplicagdo por escalar como a seguir

X+y=01+Y, 0 Xn + VY or)

ax = (axq, ..., Axy, ... ).
Nesse caso, o elemento neutro da adigd@o € a sequéncia infinita 0 = (0,0, ..., 0, ... ) em que todas

as entradas sdo nulas e para cada x = (xq, ..., Xy, ... ) 0 0pOSto € =X = (—Xq, .o, —Xp, -0 ).

Exemplo 7. O conjunto My, das matrizes (a;;)mxn de ordem m X n (com m linhas e n
colunas) ¢ um espaco vetorial com as operacdes usuais de adicdo de matrizes e multiplicacao de

matriz por escalar dadas por

(@ij)mxn + Bij)mxn = (@ij + bij)mxn

a(aij)mxn = (aaij)mxn:
em que (a;))mxn (Pij)mxn € Mmxn € @ € R. Nesse caso, o elemento neutro da soma ¢ a
matriz nula 0.,y de ordem m X n, ¢ para cada matriz (a;;)mxn, 0 €lemento simétrico da soma

€ a sua matriz oposta, definida por —(a;;)mxn = (—@ij)mxn-

Exemplo 8. O espago vetorial P, ([a, b]) de todos os polindmios de grau menor do que ou igual a
n € N, definidos no intervalo [a, b] dareta e com coeficientes reais, também constitui um espago
vetorial considerando, para cada p(x) = apx™ + -+ ayx+agy, q(x) = byx"++-+b;x+ b, €
P,([a,b]) e « € R, as operagodes

p(x) + q(x) = (an + bp)x™ + -+ + (ag + by)x + (ag + by)

ap(x) = (aay)x™ + - + (aaq)x + (aay).
Nesse caso, o elemento neutro da adigdo € o polindmio constante igual a 0 e, para cada p(x) =
a,x"+--+a,x+ay € P,([a, b]), o simétrico ¢ —p(x) = —a,x"—--—a;x—agy € B,([a, b]).

De forma mais geral, temos o seguinte exemplo.

Exemplo 9. O conjunto F(X; R) formado pelas fungdes reais definidas em um conjunto nao
vazio X € um espago vetorial considerando-se a soma de funcdes f + g e multiplicacdo af de

uma funcao por um escalar @ € R.

F+9x)=fx)+gx) VxeX
(af)(x) =af(x), VxEXea ER
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Quando um subconjunto ndo vazio U de um espaco vetorial V ¢ um espaco vetorial
munido da adi¢do e da multiplicacdo por escalar herdadas do espago V, dizemos que U ¢ um
subespaco vetorial de V.

O proximo resultado garante que, para verificar que um subconjunto U ndo vaziode V ¢
um subespago vetorial, basta provar que U contém o elemento neutro 0, da adi¢do e ¢ fechado

para adigdo e para a multiplicagao por escalar.
Proposicao 1. Se U é um subconjunto ndo vazio de um espago vetorial V satisfazendo
1. Oy € U (o elemento neutro de V é elemento de U);
2. Seu,v € U, entdou + v € U (fechamento para a soma),
3. Seu€eUeac€R, entio au € U (fechamento para a multiplica¢do por escalar),
entdo U é subespago vetorial de V.

O leitor pode encontrar a demonstragdo do resultado acima em (PULINO, 2012, p. 147).
A soma de dois subespagos vetoriais continua sendo um subespaco vetorial como

veremos a seguir.

Proposicao 2. Se U e W sdo subespagos vetoriais de um espago vetorial V, entdo a soma
U+W ={u+w: u€U, weW}éumsubespago vetorial deV .

Demonstracio. Primeiro note que U+W ¢ um subconjunto de V, pois a soma estd bem definida
em V. Além disso, como 0, = 0, + 0, € U + W, entdo o item 1. da Proposi¢do 1 esta
verificado. Mais ainda, dados u,w € U + W, existem uq,u, € U,wy,w, € W, tais que

U =uq +wy,w = u; + w, de modo que
u+w=(u +wp)+ WU, +wy)) =W +u)+w+wy)) eU+W
e, para todo a € R,
aut+w)=a(u+wyt+u +wy) =a(us +wy) +ta(uy +wy) =aut+aw el +W,

em que usamos para verificar as continéncias acima os fatos de que U e W sdo subespacgos
vetoriais de V, e as propriedades de associatividade e comutatividade da adi¢do e a propriedade
distributiva do espago vetorial V. Assim, segue da Proposicdo 1 que U + W ¢é subespago vetorial
de V. |

Um exemplo de subespago vetorial muito importante € o subespago vetorial gerado por

um elemento de um espago vetorial.

Proposicao 3. Se V é um espaco vetorial e u € V, entdo o conjunto (u) = {Alu : 1 € R}
¢ subespacgo vetorial de V. Esse subespaco é denominado subespago vetorial gerado pelo

elemento u € V e consiste em todos os vetores de V que sao multiplos de u.
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Demonstragdo. Uma vez que a multiplicagdo por escalar esta bem definida em V, temos que
(u) = {Au : 1 € R} ¢ de fato um subconjunto de V. Também temos que Ou = (0 + O)u =
Ou + Ou o que implica que Ou = 0, e, portanto, O, € (u) = {Au : 1 € R}. Mais ainda, se
v=A4uw=Au€e(u)={Au: 1€ R}ea € R, entdo, usando a propriedade distributiva de

V' e a associatividade na multiplicacdo por escalar, temos que

v+W=/11u+/12W=(/11 +Az)uE(u)

av = a(Au) = (ad))u € (u).
Assim, segue da Proposi¢cdo 1 que (u) é subespago vetorial de V. |
Finalmente, estamos aptos a exibir o conceito de norma.
Definicao 4. Seja E espago vetorial sobre R. Uma norma em E ¢ uma aplicacao
Il : E — R,
que satisfaz
(N7) ||x|] = 0, paratodo x € E ¢ ||x|| = O se, e somente se, x = 0
(Ny) |lax]|| = |a| - ||x]|, para todo escalar a e todo x € E.
(N3) llx +yll < llx]l + llyll, para quaisquer x, y € E.

Defini¢iio 5. Um espaco vetorial normado é um par (E, ||-||), onde E é um espaco vetorial e |||

¢ uma norma em E.
Definicao 6. Um produto interno no espago vetorial E ¢ uma aplicagao
()Y EXE—>R
() = (x,5)
tal que, para quaisquer x,x{,x,, Yy EEel ER:
(P1) (x1 +x2,¥) = (x1,¥) + (x2,¥),
(P2) (Ax,y) = Ax,y),
(P3) (x,¥) = (¥, %),
(P,) Paratodo x # 0, (x, x) € um nimero real estritamente positivo.

Como consequéncia das propriedades (P;), (P,) e (P3), temos que, para quaisquer
x,V,Y,YVEEelER

(X, y1 +¥2) = (¥y1 + y2, %) = (V1, %) +(¥2, %) = (x, ¥1) + (%, ¥2)

(x,y) = Ay, x) = Ky, x) = Hx,y).
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Definicdo 7. O par (E, (-, -)) € chamado de espago com produto interno.

Exemplo 10. O R"™ ¢ um espago vetorial com produto interno. Se u = (uq, Uy, ..., Uy) €V =

(v1, V3, ..., ) sdo vetores de R™, entdo a aplicagdo (-, ) : R® X R™ — R dada por:
(U, v) = u vy + uyvy + - +uyvy,
define um produto interno.

Com o produto interno, ¢ possivel definir a norma
Ill :E — R
x — 4/(x, x),
chamada de norma induzida pelo produto interno (-, -).
Para verificar que a fungdo || - || : E — R ¢ realmente uma norma, note que as
propriedades (N;) e (N,) seguem facilmente das propriedades (P,) e (P,) de produto interno.

J& para mostrar que vale a desigualdade triangular necessitamos do resultado a seguir, conhecido

como Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Lema 1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja E um espago vetorial normado com a norma

induzida pelo produto interno (-, ). Dados u,v € E, entdo
[(w, v)| < [lullllv]]. 2.1)

A igualdade sera valida se, e somente se, u e v forem multiplos um do outro (isto é, se forem

vetores linearmente dependentes).

Demonstrag¢io. Se v = 0 (e/ou u # 0), entdo (2.1) vale (u, 0) = 0(w,0) = 0 = ||u]||||0]| e o
resultado segue imediatamente. Assim, suponha v # 0 e u # 0. Para qualquer escalar a temos
que
0 < |lau + v||? = (au + v, au + v)

= (au,au + v) + (v, au + v)

= (au, au) + (au, v) + (v, au) + (v, v)

= a?®(u,u) + 2a(u, v) + (v, v)

= a?|Jull® + 2a(u,v) + ||v||? (2.2)
Uma vez que u # 0 temos que (2.2) ¢ uma inequacdo quadratica na variavel a e que o
discriminante € menor ou igual a zero (caso contrario, existiria « € R contradizendo (2.2)).
Isto ¢é,

A= (2(u,v)? = 4llull?|lv]I> < 0

= 4((w,v)? < 4lull®|v]l?

= (w,v)? < Jlul?|lv]?

=V (wv)? = [u,v)| < Vllull?Viv]?
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e, consequentemente,
[{u, v} < [lul[[[v]].

A igualdade ocorre se, e somente se, A = 0, isto &, paraalgum a € Rtem-se ||au+v||? =
0 o que equivale a u e v serem multiplos um do outro.
|

Para definir espagos métricos completos, precisamos do conceito de convergéncia de

sequéncias em espagos normados e da definicao de sequéncia de Cauchy.

Definicao 8. A sequéncia (x,) em um espago métrico M = (M, d) ¢ dita convergente se existe
um x € M tal que,

lim d(x,,x) =0
n—->oo
na qual x ¢ chamado limite de x,, e escrevemos,

lim x, = x,
n—>0o

ou ainda

Xp — X

Dizemos que (x,) converge para x ou tem o limite x. Se (x,) ndo for convergente, dizemos

que ¢ divergente.

Definicdo 9. Diz-se que uma sequéncia (x,) em um espago métrico M ¢ uma sequéncia de
Cauchy, se dado € > 0, existe ny € N tal que

d (X, x) < €, Ym,n > ny.

A convergéncia de sequéncias e conceitos relacionados em espacos normados seguem
facilmente das defini¢des correspondentes 8 € 9 para espacos métricos, uma vez que toda norma

define uma métrica da seguinte maneira
dx,y) = llx =yl
e, consequentemente, todo espaco normado € métrico com a métrica oriunda da norma.

Definicdo 10 (Convergéncia na norma). Uma sequéncia (x,) em um espago normado E,
converge para um elemento x em relagdo a norma se, para qualquer € > 0, existe um indice

n, € N tal que ||x,, — x|| < € para todo n = ny. Simbolicamente, escrevemos

lim ||x,, — x|| = 0
n—-0o
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Definicdo 11. Uma sequéncia (x,) em um espago normado E ¢ de Cauchy se para todo € > 0

existe um ny € N tal que
[|Xm — xn]| < €& paratodo m,n > n,

Defini¢cdo 12. Um espago métrico M ¢ dito completo quando toda sequéncia de Cauchy em M

¢ convergente.

Definicao 13. Um espaco normado E ¢ chamado espaco de Banach quando for um espago

métrico completo com a métrica induzida pela norma.

E conhecido dos cursos elementares de analise como sendo espaco de Banach o espago
euclidiano R™.

Outro espaco de grande relevancia nos estudos de andlise funcional sdo os espagos de
Hilbert, que sdo espagos com produto interno completos com relagdo a norma induzida. Mas

veremos esses espagos com mais detalhes no Capitulo 6.
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3 FUNCIONAIS LINEARES

Sabemos que grande parte da disciplina de calculo lida com o estudo de fungdes e suas
propriedades. Para varios outros ramos da matematica, tal estudo também ¢ essencial, como
no caso da Algebra Linear e da Andlise Funcional. A seguir, conheceremos uma classe de
fungdes, chamadas usualmente de funcionais lineares, que sao definidas entre espagos vetoriais.
Estudaremos suas propriedades e alguns resultados importantes oriundos deles. Para mais
detalhes, recomendamos a leitura de (BREZIS, 2011; BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA,
2012; LIMA, 2014).

Sejam E, F espacos vetoriais. Um operador linear T : E — F ¢ uma aplicag¢@o que possui

as seguintes propriedades

T(x+y)=Tx+Ty, Vxy€EE
T(Ax) =ATx, VA€EReVXEE

Quando F = R, chamamos o operador linear T de funcional linear e o conjunto dos

funcionais lineares definidos sobre o espago vetorial E ¢ o conjunto
E'={T : E — R; T ¢ linear }

chamado de dual algébrico de E.

A seguir, vamos apresentar uma série de exemplos de operadores lineares.

Exemplo 11. Sejam E = P,([0, 1]) os polindmios de grau menor que ou igual a dois e F =
P; ([0, 1]) os polindmios de grau menor que ou igual a um com coeficientes reais e definidos

sobre o intervalo [0, 1]. Defina

T:E—F
p(x) — Tp(x) =p'(x),

em que p’ representa a derivada da fung¢do polinomial p. Afirmamos que T é um operador linear.

De fato, tomando p(x) = a,x? + a;x + ag, q(x) = b,x? + byx + by € E ¢ 1 € R, temos que

T(p+q) = T((azx?+ a;x + ag) + (byx? + byx + by))
= T((az + b)x* + (ay + by)x + (ag + by))
= 2(ap + by)x + (ay + by)
= (2ax +aq) + (2byx + by)
= Tp(x) +Tq(x)



Capitulo 3. Funcionais Lineares 24

T(Ap(x)) = T(A(azx* + a;x + ao)))
= T(layx? + dayx + Aay)))
= AQayx +ay)
= ATp(x),

mostrando o desejado. Note que, na prova da linearidade, usamos propriedades de derivagao e

de operacdes com polindmios.
Podemos generalizar o exemplo acima da seguinte forma:

Exemplo 12. Seja E = P([a, b]) o espaco vetorial de todos os polindmios definido sobre o
intervalo [a, b] da reta. Uma vez que a derivagdo de uma funcdo polinomial resulta em uma

nova fung¢do polinomial, fica bem definida a aplicacao

T:E-—>E
p(x) » Tp(x)

em que Tp(x) = p’'(x). De forma analoga ao exemplo anterior, podemos provar a linearidade

da aplicacdo T.

Exemplo 13. Seja E = C([a, b], R) o espaco vetorial das fungdes reais continuas definidas no

intervalo [a, b] da reta. Considere a aplicagdo
T:E->E

x — Tx,

em que Tx(t) = [ ; x(s)ds, comt € [a,b]. O operador T ¢ linear devido a linearidade da

integral.
Exemplo 14. Seja E = R™ o espago vetorial das sequéncias com entradas reais, isto €,
R* = {(s1,52,53, -, Sp, - ); S; € R, Vi € N}.
Defina a aplicacdo
T:E-E
x> Tx

em que Tx = (sq, %SZ, %sg, ---,%sn, ..),parax = (S1,S3,**, Sy, .. ) € R®. Afirmamos que T
¢ um operador linear.

Para mostrar que T ¢ um operador linear, devemos verificar se, para quaisquer x =
(51,82, Spy ), ¥ = (tq, ty, ", tp,...) EEedl € R temosque T(x +y) = T(x) + T(y)
(aditividade) e T (Ax) = AT (x) (homogeneidade). Vejamos:
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» Aditividade

1 1 1
T(x + y) = (Sl + tl' 5(52 + tz), §(S3 + t3), Tty E(sn + tn), >
1 1 1 1 1 1
=151 552, §S3, ey, asn, N o Etz, §t3, e, Etn,
=Tx+Ty.
Portanto, T ¢ aditivo.

* Homogeneidade
1 1 1
T(Ax) = | 451, 5(452), 5 (453), . —(Asp), -

1 1 1
= A\ sy, 552, §s3, e ES"’

= ATx.

Portanto, T ¢ homogéneo.
Consequentemente, T ¢ um operador linear.

A seguir, vamos expor o conceito de operador linear limitado e estudar algumas

propriedades sobre tais operadores.

Definicao 14. Sejam E, F espacgos vetoriais normados e T : E — F operador linear. Diz-se que

T ¢ continuo se x,, = x € E implica que Tx,, = Tx € F (convergéncias na norma).

Definicdo 15. Sejam E, F espacos vetoriais normados e T : E = F operador linear. Diz-se que

T ¢ limitado quando existe C > 0 tal que ||Tx||r < C||x||g, para todo x € E.

O conceito de limitagdo de operadores lineares ¢ diferente do conceito de limitacao de
fungdes. Dizemos que uma fungdo f : D(f) — R ¢é limitada quando existe C > 0 tal que
|f(x)|] < C, paratodo x € D(f). Se esse conceito de limitagdo fosse ampliado a operadores

lineares, nos restringiriamos ao operador nulo. E o que mostra o resultado a seguir.

Proposicao 4. Sejam E, F espagos vetoriais normados e T : E — F operador linear. Se existe

C > 0 tal que ||Tx||r < C, para todo x € E, entdo T = 0 (operador nulo).

Demonstracdo. Uma vez que E ¢ um espago vetorial real, para todon € N e todo x € E, temos

que nx € E. Assim, usando a linearidade de T e que ||T(x)||r < C, paratodo x € E, temos que
C 2 |IT(nx)|lr = [InTx||r = nl|Tx||p,

implicando que

C
0< ||Tx||FSE, vneNex €E.
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Passando a expressdo acima ao limite com n — +oo e usando o Teorema do Confronto, segue

que
i, 0= fim Tl <l =
e, assim,
0 <||ITx||r <0O.
Logo, ||Tx||r = 0 para todo x € E, implicando que Tx = 0 para todo x € E. |

Ser limitado enquanto operador linear € no sentido de levar conjuntos limitados de E em
conjuntos limitados de F.
A seguir apresentamos um importante resultado que relaciona limitagao e continuidade

de operadores lineares.

Proposicao 5. Sejam E, F espagos vetoriais normados e T : E — F operador linear. Entdo T é

limitado se, e somente se, T é continuo.
Demonstragdo. (=) Se T ¢ limitado, entdo existe C > 0 tal que
ITx|l < Clix]|. (3.1

Queremos provar que T € continuo. Para isso, vamos mostrar que se x,, = x em E, entdo
Tx, —» Tx em F. Lembrando que x,, = x em E ¢ equivalente a x,, — x — 0 em E ou, ainda,
||x, — x|| = 0, quando n = +oo.

Assim, de (3.1) temos que
ITx = Tx|| = IT(xn = 0)|| < Cll(xn =x)|| > 0 quandon — oo

Entao x,, = x em E implica que Tx,, = Tx em F. Temos que T ¢ continuo.
(<) Seja T continuo, temos que provar que T é limitado. Suponhamos por contradi¢ido

que T nao ¢ limitado. Entdo, existe {x,} € E, com x,, # 0 e tal que

ITxnll > nllxnll, VX, € E

Tl X
: |

>1, |xu]l #0

x|l 1| x |l

X
nlbcall

xTL
= ||ITA)|l > 1, sendo 4, = —— (3.2)
" " nflxall
Note que
lxall 1
nll = == = —
nllxyll  n

e, assim, passando ao limite quando n — +o0, temos que

IAnll = 0
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isto é, 4,, = 0 em E, quando n = +o0. Assim, usando a continuidade de T, segue que

=>1,—0

= TA, = T(0)

=T, -0

= ||TA,]| = O. (3.3)
Como (3.2) e (3.3) se contradizem, T ¢ limitado. |

Denotaremos por L(E, F) o conjunto de todos os operadores lineares continuos de E
em F. L(E,F) constitui um espago vetorial. Quando F = R, denotamos L(E,F) por E* e
chamamos esse espaco de dual topologico de E.

Sejam E e F espagos vetoriais normados e T : E — F um operador linear limitado.
Entdo, para todo x # 0 temos que

ITx[lr < Clixllg
ITx]|F

Ixlle —

E, consequentemente,
sup ITx||
xek e xz0 ||X||g

Assim, para cada T € L(E, F) fica bem definido o niimero real

1T
ITllzery =  sup
(EF) xeE e xz0 ||X||g

Mais adiante, vamos mostra que |||| z(g,r) define uma norma em L(E, F).

Afirmamos que

Proposi¢cdo 6. Se T : E = F um operador linear limitado. Entdo é uma norma em L(E,F) e

vale

ITlegry = sup  |ITx||p

X€E e ||x||g=1

. . ~ 1 .
Demonstracio. Sejax € E, x # 0,entdo y = —X, com l|x||g = a € tal que

Iylle = ‘

—X

a E
= 1=l lIx

| llxlle

1
=—qa

a

Iyllg =1
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Dessa forma

ITx]lF
Tl cery =
(EF) X€EE e x+0 ”x”E
ITx]lF
= sup ———
x€EEexz0 @
1
= sup —||[Tx||r
XEE ex#0
1
= sup —Tx
XEEex=#0 || & F
1
= sup T|—x
XEE e x#0 a F
ITNzErm =  sup  Tyllg
yeEe|yllg=1
|
Mais ainda,
Proposicao 7.
ITleErm = sup  [Txllrp=  sup [Tx|lr
x€E e ||x||g=1 x€E e ||x||g=1
Demonstra¢do. Umavezque{x EE : ||x|| =1} c{x € E: ||x]| < 1}, temos que
sup  |ITx[[r=  sup  [|Tx||g. (3.4)
X€EE e ||x||gs1 X€EE e ||x||[g=1
Por outro lado, usando a Proposi¢do 6, temos que
_ ITx||
sup WTxllr = T llzery = > Vx € E,x # 0.
X€E e |x||p=1 x|l
Assim, para todo x € E com ||x||g < 1, x # 0, temos que
_ ITx||
sup  |ITx|lr = ITlleer 2 o 2 ITxlF- (3.5)
X€E e |x||p=1 x|l

Uma vez que em um operador linear continuo ndo nulo o supremo ¢ ndo nulo, segue de (3.4) e
(3.5) o desejado. ]

Proposicao 8. Sejam E e F espacgos vetoriais normados. Entdo,

ITlegr = sup  |ITxllp

X€E e ||x||gs1

define uma norma em L(E, F).

Demonstragao. Para a propriedade de norma (N;) se ”T”L(EF) = SUP,cr o ||x”ES1||Tx||F =0

1sso implica que ||Tx||r = 0 paratodo x € E com ||x||z < 1. Assim, paratodox € E, x + 0
p q F p E p

=1 ()= -
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implicando que ||Tx|| = 0, para todo x € E. Logo, Tx = 0 paratodo x € E, ouseja, T = 0.

Para (N,), temos que para qualquer operador linear T e escalar a, temos que

laTllcermn = sup  |laTx||k
x€E e ||x||g<1

= sup |a|||Tx||r
X€E ¢ ||x||gs1

=lal  sup  |ITx|lr = lallTlle,F

X€E ¢ ||x||gs1

Para (N3), temos para quaisquer dois operadores T; e T, que

IT1 + T2lleery = sup  |[(Ty + To)x]|

x€E e ||x||[g<1

= sup [|T1x + Tox||

x€E e ||x||[g<1

= sup  ||Tyx|[ + sup  ||Tox|l = [Till ey + T2l e m

X€E ¢ ||x||gs1 X€E e ||x||gs1
IT1 + Tollee,ry < Tilleery + T2l 2cE Ry

Portanto, a expressdo [|T|| zr)y = Sup,eg ||x||Es1||Tx”F possui todas as propriedades

necessarias para ser uma norma em L(E, F). |

Note que, usando a Proposi¢do 6 e a definicdo de supremo, temos que

1]l

T ceery 2 L Vx €E, x#0
lIxlg

€, consequentemente,

ITxllF < T llccery - llx1lg-

Proposicao 9. Se F for um espago de Banach, entdo L(E, F) também é espaco de Banach. Em

particular, o dual E* de qualquer espago normado E é um espacgo de Banach.

Demonstragio. Para provar, precisamos mostrar que toda sequéncia de Cauchy de operadores
lineares limitados em L(E, F) converge para um funcional linear limitado em L(E, F). Seja
{T,,}5=1 uma sequéncia de Cauchy em L(E,F). Isso significa que para todo € > 0 existe

ng € N, tal que ||T,, — T, || < € sempre que m,n = n,. Logo,
ITn(x) = T (Il = |(Tn = Tp)x|l < [ITn — Tnllllx]] < ellx]] (3.6)

paratodo x € E em,n = n,.

Precisamos encontrar um funcional linear limitado T em L(E, F) que seja o limite da
sequéncia {T,,}. Para isso, podemos considerar a sequéncia {T;,(x)},en para cada x € E. Note
que, essa sequéncia ¢ de Cauchy em F, e como F ¢ completo, logo ¢ convergente. Definimos

entao

T:E->F
T(x) = lim T, (x).
n—oo
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A linearidade de T segue das propriedades de limites. Fazendo m — oo em (3.6)

obtemos

ITn (%) = T < ellx]| (3.7)
paratodo x € E e n > ny. Em particular,

ITn, (X) = Tl < ellx]l,

para todo x € E, o que nos garante que (T — T,,) € L(E, F). Portanto T = (T — T, ) + T, €
L(E,F). De (3.7) segue também que ||T,, — T|| < ¢, para todo n > ngy, e assimsegue T,, — T
em L(E,F).

[

Vejamos alguns exemplos de operadores lineares continuos.

Exemplo 15. O espago E = C([0, 1]) das fun¢des continuas definidas no intervalo [0, 1] com

a norma do maximo ||f]|| = ren[%ui] |f(x)] € um espaco vetorial normado. Defina a seguinte
x€|[0,
aplicagdo
T:E - R
fe Tr=f1)

Afirmamos que T € um funcional linear limitado. Para provar a linearidade, considere f, g € E

e a € R. Nesse caso,
TF+ =0+ =fD+9@)=T/)+T(9)
T(af) = af(1) = aT(f),

mostrando a linearidade. Para provar a continuidade, note que, se f € E com ||f]|| < 1, entdo

= < =
ITf1 =1l = max £ = IF1l
mostrando que T ¢ limitado e, portanto, continuo.

Antes de enunciar e provar o resultado que garante que todo operador linear definido em
espacos vetoriais de dimensao finita € linear, precisamos do conceito de normas equivalentes e

de um resultado técnico.

Definiciao 16. Duas normas ||-||; € || - || 2 sobre o mesmo espago vetorial V sdo ditas equivalentes

se existirem constantes reais positivas C;, C, > 0 tais que
Gillvlly = [lvllz = Gllvll, Vv EV.

Claro que, se existem constantes como na defini¢do acima, entdo também vale que

1
—Ivlls < vl < = ||v|l>.
g Ivlle < Ivlls < vz
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Lema 2. Em um espaco vetorial de dimensdo finita todas as normas sdao equivalentes.

Demonstrag¢io. Sejam E um espago vetorial com dim(E) = n, || - || uma norma em E e

considere B = {b4, by, -*-, b, } uma base para E. Entdo para x € E, temos

X =x1by +x3b5 + -+ x,b,, comx;ER i=1,..,n

n

= Z xl-bl-.

i=1

Nao ¢ dificil verificar que

llx[ls = ) |xi|] ¢umanormaem E.
i=1
Sendo assim com intuito de verificar o desejado, basta provarmos que [|-|| e ||'|ls sdo
equivalentes.
Considere a fungao:
f:St—>R

x = f(x) = ||x]

em que ST = {x € E;||x|ls = 1} é a esfera unitaria de E. Claramente $* é um subconjunto
fechado da bola unitaria fechada (que ¢ compacta na topologia de ||-||s pois dim(E) < o0)
e, consequentemente, S* é compacto. Mais ainda, se x = x;b; + x,b, + -+ + x,b,, Y =
y1b1 + y2by + - + y by, € E, entdo

n

1FCO = FO =Xl =yl = llx =yl < lei = Yilllbill

i=1

n
< | max [|b; Zx-— | = | max||b; X — .
<1Sisnu lu> % = il (1Sisnn Ln)|| ylis
i=1

Assim, se x,, = xem (E, ||*||s), também temos que f (x,,) — f(x), implicando que f é continua.
Uma fung¢do continua em um compacto admite maximo e minimo (Teorema de Weierstrass),
portanto, f possui maximo e minimo, digamos M e m respectivamente. Note que, se x € S?,

entdo x # 0 e consequentemente ||x|| > 0, implicando que f(x) > 0, paratodo x € S. Assim,

o minimo m > 0. Dado x € E\{0}, ﬁ € St e portanto
S
< f< : ) <M
m < <
llxls
llx|]
=ms< s <M = mlx||s < [|x]| = Ml|x||s, (3.8)
s
mostrando que || - || € || - ||s s@o equivalentes. Isso prova que qualquer norma em E ¢ equivalente

anorma || - ||s.
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Seja || - |4 uma outra norma em E. Como || - ||; € equivalente a || - ||s segue que existem
C1, C; > 0 satisfazendo
Cillxlly = llixlls = Callx|ly, Vx € E.

A desigualdade acima juntamente com (3.8) implicam que
mCy||xlly < [lx|l = MGix]l1, VX € E.

Isso mostra o desejado.

Teorema 3. Em espagos normados de dimensdo finita, todo operador linear é limitado.

Demonstragdo. Seja E um espago vetorial normado com dim(E) = n e considere B =
{b1, by, -+, b,} uma base de E. Entdo para x € E, temos
X =x1by +x,b, + -+ x,b,, VXx;ERei=1,..,n
n
= Z x;b;.
i=1
Agora considere T : E — F um operador linear. Usando a linearidade de T, temos que

n

Tx =T inbi

i=1

n

Z Xinl'
i

=1
n
= ||Tx|| = inTbi
1

||2; T b; ||
|2 |11 T by |

i=
n
<2
i=1
n
i=1
n

= 17l < )l (3.9)
i=1

Seja ¢ = max||Th;||,i = 1,2,---,n. Entdo temos que ||Th;|| < c ,paratodoi =1,2,-:-,n.
l

n
Ixll < ) ke
i=1

n
ITx|| < ¢ Z|xi| . (3.10)
i=1

Aplicando em (3.9) temos



Capitulo 3. Funcionais Lineares 33
Segue do Lema 2 que existe « > 0 tal que
lx1D1 + X2b5 + -+ + Xpbp || = (1| + [x2] + - + [x5])
n n
Z.Xibi = leil
i=1 i=1
n n
DY DR B
x| < = x;bil| = =%
D bl < || > xibi] | = il
i=1 i=1
n
x| < —lx]] (3.11)
, a
=1
Utilizando (3.11) em (3.10) temos que
n
c
ITxl < e Dl | < x|
i=1
c
ITx|| < k|lx]|l; k= P > 0.
Portanto, T € limitado. |

O resultado anterior garante que todo operador linear definido em um espago vetorial

normado de dimensao finita € continuo. O mesmo nao se aplica se considerarmos operadores

lineares em espacos de dimensao infinita. Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 16. Seja E = P([0,1]) o espago vetorial dos polindmios definidos em [0, 1] com a

norma do maximo. Defina o funcional linear

T:E->E
x v Tx,
em que Tx(t) = x'(t). Afirmamos que T ndo ¢ limitado

Mostraremos que nao ¢ possivel encontrar ¢ > 0 tal que

ITx|]
Il

Isto ¢ equivalente a mostrar que para todo ¢ > 0 existe 0 # x. € E tal que,

<cVxeEx#0

1T x|l

[Ixcll

Ou equivalentemente, mostrar a existéncia de uma sequéncia {x,} c E satisfazendo

IT x|l

1%
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e, consequentemente,

T2l

1%l

Para t € [0, 1], considere x, (t) = t™. Note que,

Xnll = max_ |x,(t
leall = max (0
= max [t"]| =1
te[0,1]
e
ITxn(®)] = |xn (D] =
nltn—ll
Portanto
ITxnll = maxeeo,1) [Txn (1)
= nmaxeepoq) [t"7|
=n
Logo,
ITxnll n
= - —
llxall 1

Uma vez que os reais sdo arquimedianos, para todo ¢ > 0, existe n € N tal que n > c¢. Assim,
temos que existe x,, # 0 satisfazendo

T2l _
Il

Isso mostra a ilimitacdo do operador.
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4 FORMA ANALITICA DO TEOREMA DE HAHN-BANACH

O teorema de Hahn-Banach ¢ conhecido como teorema de extensdo ja que ele garante,
sob certas circunstancias, que funcionais lineares definidos em um subespaco vetorial podem
ser estendidos para todo o espago vetorial.

Antes de enunciar e provar o Teorema de Hahn-Banach, vamos exibir uma série de
defini¢des importantes que nos levam a compreensao do Lema de Zorn, a qual ¢ uma ferramenta
essencial para a demonstra¢io do resultado protagonista deste trabalho. E importante enfatizar
que, apesar de estar sendo usado como resultado auxiliar neste trabalho, o Lema de Zorn tem
importancia independente dele e poderia se fazer um trabalho somente com foco em tal resultado.

Os resultados e conceitos que serao enunciados podem ser encontrados em (BREZIS,
2011; LIMA, 2009; BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, 2012).

Definicao 17. Seja P um conjunto.

1) Uma ordem parcial no conjunto P ¢ uma relagdo < em P que possui as seguintes
propriedades:
a) x < x,paratodo x € P (reflexiva);
b) Sex,y EPcomx X yey =< x,entdo x = y (antissimétrica);

c) Sex,y,z€Pcomx <X yey =< z, entdox <X z (transitiva).

Neste caso, diz-se que (P, <) € um conjunto parcialmente ordenado.

Observagao. Note que as propriedades acima ndo garantem que todos os elementos de P
podem ser relacionados, entretanto, aqueles elementos que se relacionam devem possuir

as propriedades supracitadas.
Para as defini¢des a seguir, admitimos que (P, X) ¢ parcialmente ordenado.

1) Uma cota superior (ou majorante) de um subconjunto Q de P, se existir, ¢ um elemento

q € Ptalquep < g, paratodop € Q.

1i1) Um elemento maximal de P, se existir ¢ um elemento m € P,talquesep E Pem =< p,

entdo m = p.

iv) Um subconjunto Q de P ¢ dito cadeia ou totalmente ordenado se para todos p,q € Q

tem-sequep < qouq = p.

v) Diz-se que P ¢ indutivo se todo subconjunto totalmente ordenado de P admite uma cota

superior.

Observagdo. Observe que a cota superior ou majorante ndo precisa estar no conjunto, ao
contrario do elemento maximal que deve ser um elemento do conjunto. Note que a defini¢do
iv) equivale a dizer que todos os elementos de um conjunto totalmente ordenado podem ser

comparados através da relagdo <.
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Teorema 4. (Lema de Zorn) Todo conjunto parcialmente ordenado indutivo ndo-vazio admite

elemento maximal.

A demonstragao do Lema de Zorn pode ser encontrada em (DI PRISCO, 1997).

E importante ressaltar que o Lema de Zorn é equivalente a0 Axioma da Escolha. O
Axioma da Escolha permite selecionar um elemento de cada conjunto de uma colegdo de
conjuntos nao vazios. O Axioma da Escolha ¢ ttil quando queremos fazer escolhas simultaneas
de elementos de varios conjuntos diferentes, de forma consistente e ndo arbitraria. Ele nos
permite construir um novo conjunto selecionando um elemento de cada subconjunto em uma
cole¢@o de conjuntos. Essa capacidade de escolher elementos de forma coerente ¢ valiosa em
muitas areas da matematica e em situacdes praticas. A relacdo entre o Axioma da Escolha e o
Lemade Zorn € que o Axioma da Escolha implica o Lema de Zorn. Quando usamos o Axioma da
Escolha, podemos obter uma fungdo seletora que escolhe um elemento de cada conjunto em uma
colecdo. Essa funcao seletora ¢ entdo usada para construir um conjunto maximal que garante a
escolha de um elemento de cada conjunto em uma colegdo parcialmente ordenada. Essa relagao
¢ discutida em (DI PRISCO, 1997) durante a demonstracdo do Lema de Zorn. Dessa forma,
o Lema de Zorn ¢ o Axioma da Escolha sdao ferramentas poderosas e desempenham um papel
fundamental em diversas areas da matematica.

As defini¢des a seguir sdo necessarias para a compreensao do enunciado do Teorema de
Hahn-Banach.

Definicao 18. Se A, B ¢ X sdo conjuntos, X € Ae g : X = B ¢ uma fungo definida em X,
dizemos que a fun¢do f : A = B é uma extensdo de g ao conjunto A se f coincide com g em
X, isto ¢, se f(x) = g(x), paratodo x € X.

Definicdo 19. Seja E um espaco vetorial sobre R. Uma aplicagdop : E = R ¢ dito um funcional

sublinear se possui as seguintes propriedades:
1. p(Ax) = Ap(x), para quaisquer x € E ¢ A > 0;

2. p(x +y) <p(x) +p(y), para quaisquer x,y € E.

Exemplo 17. Seja E um espago vetorial normado de norma ||-||g. Segue da sua defini¢do, que

anorma ||-||g ¢ um funcional sublinear.
Agora estamos aptos a enunciar ¢ provar o Teorema de Hahn-Banach.

Teorema S (Teorema de Hahn-Banach). Sejam E um espago vetorial sobre Rep : E - Rum
funcional sublinear. Se G é um subespaco vetorial de E e g : G = R ¢ um funcional linear
satisfazendo g(x) < p(x) em G, entdo existe um funcional linear f : E — R que estende g e

tal que f (x) < p(x) no espago vetorial E.
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Demonstragio. Para essa demonstragao faremos o uso do Lema de Zorn. Para isso, considere

o seguinte conjunto parcialmente ordenado

(1 : D(h) c E — R; D(h) ¢ subespago vetorial

de E, h ¢ funcional linear, GCD (h)

h estende g (h(x) = g(x),Vx € G)

e h(x) < p(x),Vx € D(h) J

Observe que, se provarmos que existe um elemento em P cujo dominio é E a prova esta
finalizada. Com o intuito de provar a existéncia de tal elemento, vamos definir uma relagao
apropriada em P e, em seguida, vamos mostrar que P satisfaz as condi¢des do Lema de Zorn.

Dividiremos a demonstracdo em etapas, para melhor compreensao do leitor.

(D) P=o.

Por hipotese, g : G — R ¢ um funcional linear, com G subespago vetorial de E e g(x) <
p(x) paratodo x € G. Além disso, toda fun¢do é uma extensao trivial de si mesma. Logo,

g € P e, consequentemente, P ndo ¢ vazio.

Agora, considere em P arelacdo “<”definida da seguinte maneira: para h{, h, € P, temos

que

hy < h, & D(hy) € D(hy) € hy Ipn,)= hq(isto €, h, € uma extensdo de hy em D (hy).).

Segue de propriedades de conjuntos e de fungdes que, munido da relagdo <, P ¢ um

conjunto parcialmente ordenado. Afirmamos que
(2) P ¢ indutivo
Seja Q < P subconjunto de P totalmente ordenado. Nesse caso,
Q={hieP;i€l}

onde I ¢ um conjunto de indices. Seja D(h) = U;¢; D(h;). D(h) é subespago de E.
Claro que D(h) # @. Vamos mostrar que D (h) ¢ fechado para adi¢do e multiplicacdo por
escalar. Dados x,y € D(h) e € R temos que

x €D(h;) ey € D(hj) para i,j €l

Como D (hj) € subespago, temos que Ay € D(h;). Além disso, como @ € totalmente

ordenado vale que

D(h;) € D(h;) (h; 2 hy)
ou

D(hj) € D(hy) (hy = hy)
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Suponhamos sem perda de generalidade, que D (h;) < D(h;) ocorra. Entdo x, Ay € D(h;)
de onde obtemos que

x + Ay € D(hj) € D(h)

= x + Ay € D(h)
mostrando que D(h) ¢ fechado para a adigdo e para multiplicacdo por escalar.
Evidentemente o elemento neutro da soma esta em D (h) uma vez que este ¢ uma unidao
de subespacgos vetoriais. Assim, D(h) ¢ subespago vetorial. Considere a aplicacao
h : D(h) — R definida por h(x) = h;(x), se x € D(h;). Afirmamos que h esta
bem definida, ou seja, se x € D(h;) N D(h;) entdo o valor de h em x € 0 mesmo. Como
Q € totalmente ordenado, devemos ter h; < h; ou hj < h;. Digamos, sem perda de
generalidade, que h; < h;, entdo D(h;) € D(h;) e h |p,)= h;. Portanto, uma vez que
x € D(h)),

hj(x) = h;(x).

Provando que h estd bem definida.

Como D(h;) € D(h),Vi € I e h foi definido como extensdo dos h;'s segue que h é
majorante de Q.

Da arbitrariedade do conjunto totalmente ordenado Q, segue que P ¢ indutivo.

Assim, segue do Lema de Zorn que P admite elemento maximal, o qual vamos chamar
de f. Dessa forma, a funcao
f:D(f)cE—R

¢ elemento maximal de P, isto &, se f < m, para algum elemento m € P, entdiom = f.
@ Afirmamos que D(f) = E.
Suponha por absurdo, que D(f) # E. Assim, existe xo € E \ D(f). Defina
D(h) = D(f) @ (xo),
uma vez que xo € D(f). Portanto, dado y € D(h) ele pode ser escrito como
Yy =x+tx
comt € Rex € D(f) univocamente determinados.

h:D(h) — R
h(x + txg) = f(x) + te,

com «a fixo a ser escolhido de modo que h € P. Como D(f) e (x,) sdo subespagos
vetoriais de E, entdo D (h) também o ¢; e como f estende g, também temos que h estende
g- Assim, com o objetivo que h pertenca a P basta obter « de modo que h(x) < p(x),
vx € D(h).
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Note que h € P (h(y) <p()Vye€E D(h)) equivale a
h(x +txg) <p(x +txy),Vx €ED(f) eVt €ER

ou
f(x)+ta <p(x+txy),Vx €D(f) Vt ER 4.1

Afirmamos que

(i) Existe @ € R tal que
fx) =p(x —x0) S a <p(x +x0) — f(x),Vx € D(f) (4.2)
(ii) (4.2) implica (4.1), ou melhor,
f(x)+a<p(x+xq),Vx €D(f)
fx) —a < p(x—x),Vx € D(f)
implica (4.1).
Com intuito de provar o item (i), note que, para quaisquer x,y € D(f), temos que

f)+f ) =fx+y) <plx+y)
=p(x—xo+y+x0)
< px—x0) +p(y +x0)
= f(x) —p(x —x) <p(y +x0) — f(¥), Vx, ¥ € D(f).

= sup f(x) —p(x—x9) < inf p(y+x0)—f()
vx€eD(f) YeD(f)

Assim, basta tomar algum « satisfazendo

sup f(x)—p(x—x9) <a< inf plx+x)—f(x) (4.3)
x€D(f) x€D(f)

que segue (4.2).
Agora, para provar que (4.2) implica em (4.1) vamos separar em trés casos:

h(x+0-x0) = f(x) =p(x) =p(x +0-x)
h(x) < p(x).
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ct>0

h(y) = h(x + tx;) = h (t (% + xo))

X
=th (? + xo)
X
=e[r(3)+4]
Utilizando (4.2), temos que
() +asp(F+x),
t t

e, portanto,

X
h) = hx+ txg) < t|p (5 +x0)| = p G+ £20) = p),
em que usamos a defini¢do de funcional sublinear na tltima expressao acima.

ct<0

h(y) = h(x + tx;) = h (—t <_it _ xo))

Utilizando (4.2), temos que

e, portanto,

X
hQ) = hx + tx0) < —t|p (5 = %0 )| = p G+ £0) = pO),
em que usamos a defini¢do de funcional sublinear na Gltima expressao acima.

Logo, (4.2) de fato nos leva a (4.1). Assim, fomos capazes de obter « € R de modo que h € P.
Mas h estende f, contradizendo a maximalidade de f em P. Essa contradi¢do foi conduzida
pela suposicao de que D(f) # E. Logo D(f) = E e concluimos a demonstragao.

|

A versao a seguir do Teorema de Hanh-Banach também ¢ valida para espagos vetoriais
definidos sobre o corpo dos nimeros complexos. Para consultar a demonstragdo do teorema a
abaixo veja (BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, 2012)[pg. 45]

Teorema 6. Sejam E um espago de Banach sobre o corpo dos K = Cou Rep : E - R uma
fungdo que satisfaz
p(ax) = |a|p(x),Va e K,x EE
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p(x+y) <p(x)+p®»),Vx,y €E.

Se G é um subespago vetorial de E e ¢ : G — K é um funcional linear satisfazendo |@(x)| <
p(x) em G, entdo existe um funcional linear $(x) : E = K que estende @ e tal que |p(x)| <

p(x) no espago vetorial E.

Como este trabalho se restringe ao estudo de funcionais lineares definidos sobre o
conjunto dos nlimeros reais, a demonstracdo do resultado acima serd omitida.

Note que, no enunciado do Teorema 5 ndo ha garantias de unicidade da extensao. E
realmente, sob as circunstancias dessa versao do Teorema de Hahn-Banach a extensao pode nao

ser unica. Vejamos exemplos.

Exemplo 18. Considere o espago vetorial E = R? = RXR = {(x;,x,) € R X R}, o subespaco
vetorial G = R X {0} = {(x4,0) € R X R; x; € R} e o funcional linear g : G — R dado por

1
g(x1,0) = Exl-

p(w) = |lull = «/Xf +x3, u=(x,%;) €EE.

¢ um funcional sublinear que satisfaz

Note que a norma

1 ’
g(le 0) = Exl < |X1| = X% = p(le O),V(Xl,()) €G.

Assim, o funcional linear g satisfaz as hipdteses do Teorema 5 e, portanto, admite extensdo em
E.
O funcional f; : R? = R X R - R definido por

1
f1(x1,x2) = §x1

estende g e também satisfaz f; < p em E, pois

2, .2 2 1
p(x1,Xx2) = [x] + x5 = |x] = ¥ = f1(x1, x2).

Por outro lado, o funcional linear f, : R? = R x R = R definido por

1
fo(x1,x3) = Exl + Exz
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também estende g e satisfaz f, < p em E. De fato,

0 < (x; —x)% +2(x% + x2)

()
0 < x? — 2x1x, + x5 + 2(x% + x2)
()
2x1%5 < 3(x% 4+ x3)
()
2X1%,

3
R Z(xf +x3)

P S —
(1—%)(x%+x§)

1
SX1%2 + Z(xf +x3) < x? + x3

1
2 (x? + x2 + 2x1x,) < x? + x2

(x1+x2)?

1
Z(xl +x,)? < x% + x3

3

1 2, .2

E(x1 +x3) < [xf + x5 = p(x1,x3)
i}

1
f2(x1,%2) = E(x1 +x3) < p(x1,%2), V(x1,x3) € R2.

Assim, mesmo satisfazendo as hipoteses do Teorema de Hahn-Banach, o funcional g

admite ao menos duas extensdes € ambas “abaixo” do mesmo funcional sublinear.

Algumas consequéncias do Teorema de Hahn-Banach serdo demonstradas a seguir. O
proximo resultado € também conhecido como Teorema de Hahn-Banach, porém para espagos

vetoriais normados e funcionais lineares continuos.

Corolario 1 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam E um espaco vetorial normado, G um
subespaco vetorial de E e g : G — R funcional linear continuo (isto é, g € G*). Entdo,

existe f € E* que estende g e tal que ||f ||+ = ||9|l¢*-

Demonstrag¢ido. Como g € G*, entdo
gl < llgllg-Ilxllg-, paratodo x € G.

Sendo assim, considere o funcional sublinear p : E — R dado por

p(x) = lIglle-llxIlg-
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Claramente, |g(x)| < p(x), para todo x € G. Assim, segue do Teorema de Hahn-Banach

(Teorema 5) que existe um funcional linear f € E' que estende g e satisfaz

If ()] =p() = llgllg-llx|lg, paratodo x € E. (4.4)

A desigualdade acima implica que f € E™, pois um funcional linear é continuo se, € somente

se, ele é limitado. Além disso, segue de (4.4) que, para x € E com ||x||z < 1, temos que

IF GOl < lIgllg- (4.5)

implicando que ||g||g+ € uma cota superior para o conjunto {|f(x)| : x € E,||x||g < 1} e,

consequentemente,
Iflle- < llgllg-- (4.6)

Por outro lado, como f estende g, temos que

g = 1f Il = lIf Il

para todo x € G, com ||x]||s = ||x||z < 1 e, assim,

lgli- = lIfllg- (4.7)

De (4.6) e (4.7), segue que
Wflle- = llglige

o que finaliza a demonstracao. |

Corolario 2. Seja E um espaco vetorial normado. Para todo x € E, existe um funcional linear
fo € E” tal que

Ifollz= = lIxoll € fo(xo) = llxoll?.

Demonstrag¢io. Primeiro note que se xo = 0, entdo basta tomar f, = 0 que segue o desejado.
Assim, vamos supor x, # 0. Considere o subespaco vetorial gerado por x, isto &, G = (x) =
{Axo : 1 € R} e também o funcional linear g(Axy) = A - ||xo||?>. Queremos mostrar que g é
continuo.

Temos que

|g(Axo)] = [A] - lIxoll - lIxoll

= 14 xoll - lIxol;

implicando que g ¢ limitado e, portanto, continuo. Mais ainda, da igualdade acima, segue que

llglle* < |lxoll. Por ouro lado, como

g (x0)|

= lIxoll
lI%oll '

lglle- =
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segue que ||lgllg- = [Ixoll-
Agora, aplicando o Corolario 1, temos que existe f € E* que estende g e tal que ||f ||z« =

lgllg-- Uma vez que xo € G ¢ [|gllg- = llxol| segue que

f(x0) = g(x0) = llxoll?

Iflle= = llglle- = llxoll,

provando o desejado.

|
Corolario 3. Para todo x € E, sendo E espago vetorial normado, temos
llx|l = sup|f (x)| = max|f(x)] (4.8)
feE* feE
lIfll<1 Ifll=1

Demonstrag¢do. Queremos mostrar que o supremo do conjunto {|f(x)| : f € E*, ||f|| < 1} ¢
atingido e vale ||x||. O caso em que x = 0 ¢ trivial, pois f(0) = 0 para qualquer f € E* e,
consequentemente, qualquer funcional f € E* com ||f||g+ < 1 seria tal que |f(0)| atingiria o
supremo. Sendo assim, vamos supor x # 0.

Seja f € E* qualquer, entdo usando a defini¢do de norma,

£ COl < lIf lle~ - lIx]l, vx € E.
Assim, usando a desigualdade acima temos que, para todo f € E* com ||f ||z < 1 vale que
l£COl < lIxll,

€, consequentemente,
sup|f ()| =< |lx]|
fEE*

IIflI=1
Pelo Corolario 2, existe f, € E* tal que ||follz+ = ||x]| € fo(x) = ||x||?>. Sendo assim, defina
fi = ”1;—0“ (em que x esta fixado) e note que f; € E™ e satisfaz ||f1||g+ < 1, uma vez que
llxIl = [ follg-- Logo,
fox) _ llx|I?
filx) = = = [|x]]
Il il
€, com isso,
llx]l < sup|f (x)].
fEE*
lIflls1
Portanto,

1l =fselélglf(9€)| = ()] = max|f(x)],

fEE
lIflls1 IFll=1

provando o desejado. ]
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5 O TEOREMA DE HAHN-BANACH EM ESPACOS SEPARAVEIS

No curso de Andlise Real, provamos nao s6 a enumerabilidade de Q e a ndo-
enumerabilidade de R mas também uma relagdo importante entre esses dois conjuntos. A
grosso modo, podemos dizer que os racionais estdo “em todo lugar na reta real”, ou seja,
independentemente do intervalo de numeros reais, por menor que seja, contém nimeros

racionais. Isso é o que chamamos de densidade e definiremos formalmente a seguir.

Definicao 20. Seja E um espaco vetorial normado. Dizemos que um subconjunto F de E ¢
denso em E quando, para qualquer bola centrada em qualquer ponto de E, existem elementos
de F.

Munidos com a nogao de densidade, estamos aptos a definir espagos separaveis.

Definicdo 21. Dizemos que um espago vetorial normado E ¢ separavel se existe um conjunto
enumeravel D c E denso em E, ou, equivalentemente, se existe D € E enumeravel tal que

D=E (isto €&, todo elemento de E ¢ limite de uma sequéncia de elementos de D).

Uma vez que todo conjunto enumeravel pode ser escrito como uma sequéncia (Definigao

23) a defini¢do acima também ¢ equivalente a existir uma sequéncia {x,,} € E com {x,} = E.

Exemplo 19. A reta real R ¢ um espago separavel, uma vez que nele esta contido o conjunto

dos niimeros racionais Q que ¢ enumeravel e denso em R.

O resultado a seguir nos garante que a separabilidade ¢ uma propriedade nao sé da reta,

mas de qualquer espago vetorial normado de dimensao finita.
Proposicao 10. Se E é um espago vetorial normado de dimensdo finita, entdo E é separavel.

Demonstrag¢ao. Suponha que dim(E) = ne {ey, ..., e,} ¢ uma base para E. Entdo, para cada

x € E existe um conjunto unicamente determinado {a;}}-; de nimeros reais tais que

n
X = E a;eé;.

i=1

Defina o conjunto D := {x = Z?zl aiei: a; €Q, Vi=1,2, ...,n}. Mostraremos que D ¢

enumeravel. Com efeito, considere a seguinte aplicagao

T:D-Q"

x e (aq, ., ay),

n , . . . ~ . r s e
emque x = Y;_, a;e;. Note que T estd bem definida, pois a combinagéo linear na base ¢ unica.
, . y e . . n n ~
Além disso, T ¢ injetora, pois se Tx = Ty, em que x = },,_, a;e; ey = Y,;_, Be;, entdo
a; = P, parai = 1,2,...,n (ja que a base € um conjunto linearmente independente) e, portanto

, . . ~ n
x = y. Por outro lado, T ¢ sobrejetora, pois se (ay, @z, ..., ;) € Q", entdo x = X;_; a;e;



Capitulo 5. O Teorema de Hahn-Banach em espagos separaveis 46

satisfaz Tx = (aq, @y, ..., @y). Assim, T ¢é bijetora e, uma vez que Q" é enumeravel (Corolario
6 do apéndice), segue do Corolario 4 que D também ¢ enumeravel.

O conjunto D ¢ nosso candidato a conjunto enumeravel e denso em E. Com intuito de
provar que D = E, considere x = Zzl:l a;e; € E e € > 0 qualquer, porém fixo. Uma vez que
Q =R, para cada a;, i = 1,...,n, existe 5; € Q tal que |a; — f;] < 2; (o elemento B;

n
i=1 lleill
esta suficientemente proximo de «;). Defina

n
y = Zﬁiei € D.
i=1

Afirmamos que ||x — y||g < €. De fato,

n
le=yle = |[) (@ - Boe
i=1 E

< Zuai—ﬁmnein}g
i=1

n
——le;l
o lleills = &
L5 llel
A desigualdade acima mostra que para qualquer elemento x € E e qualquer distancia
€ > 0 existe um elemento y € D cuja distancia até x ¢ menor que &. Isso prova a densidade de

D sobre E ¢ o resultado esta provado.
[

Exemplo 20. Uma consequéncia do teorema anterior € que o espago R™ é separavel.

Exemplo 21. Para 1 < p < oo, considere o espago vetorial 7 = {x = (x;)7° | Z?ozl [x;|P <

oo}. O espago P ¢ separavel.

Temos que P = {x = (x;)7" | Z;D:l |x;|P < oo}. Munido da aplicagdo || - ||, : ¥ = R

dada por

1
00 p
Ielly = Y Il | x= Gy € e,
i=1

temos que £P ¢ um espago vetorial normado.
Para provarmos que ¢ ¢ separavel devemos estabelecer a existéncia de um conjunto
denso e enumeravel em £7.
Seja F o conjunto de todas as sequéncias y da forma que y = (¥4, ¥2,**, ¥, 0,0,0, ),
onde n € N e y; sdo numeros racionais. Afirmamos que F ¢ enumeravel. Para cadan € N
defina o conjunto
E, = {(x1,x5, ...,%,0,0,0,...) : x; € Q}.
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Note que a aplicagdo t,, : Q X Q X Q-+ X Q — F,, dada por
th (X1, X9, o, X)) = (X1, X3, ., X, 0, ..., 0, ..0)

¢ bijetora. Uma vez que o cartesiano de um numero finito de conjuntos enumeraveis ¢
enumeravel, segue que F, é enumeravel. Mais ainda, como F = Uj,, F, e unido enumeravel
de enumeraveis ¢ enumeravel, segue que, de fato, F ¢ enumeravel.

Resta provar que F ¢ denso em #P. Com efeito, considere x = (x;) € £P arbitrario.

Como Z?il |x;|P < oo, entdo para cada € > 0 existe n (dependendo de ¢€), tal que

©

&P
x P < —.
D, bl <5

i=n+1
N———— —m
A

(A sendo o resto de uma série convergente). Como os racionais sdo densos em R, para
cada x; existe um racional y; suficientemente proximo, de modo que podemos encontrar

y = wnY2 Y 0,0, € F satisfazendo

n gp
E x; —yiP < =.
. |l yll 2
=1

Segue que

[ee)
D _
e = yIB = >l = wil?
i=1

n [e'e}
eP P
=Zl|xi—yi|p+ D bl <S4S =
=

i=n+1

p
lx =yllp <e? = llx = yll, <e.
Portanto F é denso em #P ¢ finalizamos a prova de que £ é um espago separavel.

Note que no exemplo anterior ndo incluimos o caso p = . A razao disso € que, nesse

caso, 0 espago nao ¢ separavel. Vamos analisar os detalhes a seguir.
Exemplo 22. £® nio ¢ separavel.

Denotamos por £* o conjunto de todas as sequéncias limitadas com entradas reais.
Munida da aplicacao

llx|lco = sup |x;]
ieN

temos que £* é um espago vetorial normado. Tal norma ¢ chamada de norma do supremo.
Queremos mostrar que £* ndo é separavel.

Seja S o conjunto das sequéncias formadas por 0 ou 1, isto €

§ = {{xn} : xn € {0,1}}.
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Claro que S < £%, pois cada um de seus elementos ¢ limitado por 1. Afirmamos que S é ndo
enumeravel. De fato, podemos estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre S € o conjunto
das partes de N da seguinte maneira: para cada K € P(N) associamos a sequéncia {x,} € S tal
que

x, =0, sené&K

x, =1 sen€K.

E, uma vez que P(N) ¢ ndo enumeravel, segue que S também o ¢. Também afirmamos que os
elementos de S distam 1 unidade uns dos outros. De fato, se x = {x,,},y = {y»} € S, com x

diferente de y, entdo

lx — ¥llw = sup [xp, —yn| =1,
neN

jaque,sex = {x,} # ¥y = {y,}, entdo existe pelo menos uma upla que vale 1 em uma e na outra
vale 0. Por fim, note que, devido ao fato anterior, as bolas B(x, %) e B(y, %) ndo se intersectam
para elementos x,y € S, x # y.

Isso mostra que ndo poderia haver um conjunto enumeravel e denso em €%, pois é
impossivel colocar pelo menos um elemento de um conjunto enumeravel em cada uma dessas
bolas disjuntas de raio 1/3 sabendo que existe uma quantidade nao-enumeravel delas.

Agora que conhecemos o conceito de separabilidade e alguns exemplos importantes,

estamos aptos a enunciar e provar o Teorema de Hahn-Banach para espagos separaveis.

Teorema 7 (Teorema de Hahn-Banach para espacos separaveis). Sejam E um espago separavel

e G um subespaco de E com g € G*. Entdo existe f € E* tal que f estende g e ||gllg- = ||f ||g+-

Demonstrag¢ido. Como E ¢ separavel, existe F = {x, },en € E™ tal que {x,} =E.

Defina a seguinte sequéncia de conjuntos

G, sen=0

G, =
Gp1 +{(xp),n=1,

em que (x,) = {Ax,; 4 € R} é o subespaco vetorial gerado pelo elemento x,, e G,, = {x + Ax,, :
X € Gyp_1 e 1 € R}, para cada n € N. Segue da Proposi¢do 2 que cada G, ¢ subespaco vetorial
de E.

Considere também a seguinte sequéncia (f,,) de aplicacdes

fo:Gy— R
fo(x) =gx), Vx € Gy =G
foiGn — R

folx +Ax) = foo1(x) + Aa,, VX E G e AER
em que os escalares a,, serdo escolhidos, de modo que

fo(x +Axn) < llgllgrllx + Axy||. .1
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Note que, da linearidade de g, segue que cada funcional f,, ¢ linear. Como constatamos na

demonstracao do Teorema 5, basta escolher a,, satisfazendo

SUp (fp-1(0) = llgll-1Cx = x)l) < an < 0 Cliglig-Ce + xm)ll = fr-1.GED),

xEFn_l

lembrando que, neste caso, o funcional sublinear ¢ tomado como p(x) = ||g||s+||x||, parax € E,

similarmente ao Corolario 1. Podemos, simplesmente, fixar para cadan € N

an = dnf (llglle-llx + xn)ll = fa-10))

Assim, vale (5.1), e consequentemente, f,, € G, para cadan € N.

Agora, defina f : Upen G = R por

f(x) = fu(x), x € Gy

Primeiro note que f := Upen G, € subespago vetorial de E, uma vez que cada G,, ¢ subespaco
vetorial de E. Além disso, f estd bem definida, uma vez que cada funcional f,, estende o
funcional f,_;. Dessa forma, f ¢ um funcional linear continuo que estende g. Gostariamos

de estender f a todo o espago vetorial E. Para isso, vamos primeiro verificar que

De fato, como

p= | Jon =6+ )+ + ) 2 G,

nenN

entdo {x,} C Fe, como e {x,} = E, por hipétese, segue que E = F.
Logo, f ¢ denso em E. Assim, para todo x € E, existe (a,) C f tal que

lim a, =x
n—+oo

isto €,
lim ||a, —x||g =0
n—-+oo

Queremos estender f a todo o espacgo E, da seguinte maneira
f(x) = _lim f(ay),
n—-+oo

para alguma sequéncia (a,) C ftalque a,, > x em E.
Para isso devemos mostrar que lim f(a,) converge para qualquer sequéncia (a,) C f
n-+oo
com a, = x em E e o limite independe da sequéncia que converge para x.

Com efeito de provar os fatos acima, mostraremos que

2) (f(an))nen € de Cauchy e, portanto, converge.
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Sejam m > n € N, entdo

f(an) = f(am) = f(an — am)
< p(@n — am)

= llgllgrllan = amllg
—(f(@n) = f(am)) = f(am) — f(an) = f(am — az)
< p(am — ay)

= llgll'llam — anllg

f(an) = fam) =2 =llgllg'llam — anllg,
€, portanto,
If (an) = fam)| < llgllgllam — anllg. (5.2)

Uma vez que (a, ) converge, entdo (a,) ¢ de Cauchy. Assim, usando este fato e passando
(5.2) ao lim com n = +o0, (e consequentemente m — +0o0) temos que
|f (an) = f(am)| — 0

Logo {f (a,)} € de Cauchy e converge, uma vez que R é completo.
Vamos chamar f(x) = lim,_, f(a,).

3) Se

llan —x|| — 0
a, > xemkEe
lbn — x|l — 0
b, — xemE,

entdo f(an) — f(x) e f(bn) — f(x).

Para todo n € N temos que

f(an) = f(bn) = f(an — by)

< llgllgrllan = byl
—(f(an) = f(bp)) = f(bn) — f(an) < ligllg|lbn — anll.
Logo,

0 < |f(an) = f(b)| = llgllg|lbn — anll
= llgllgrllbn —x — an + x|
< llgllgrlIbn = xII + llan — x||.
Isso implica que |f (a,) — f(by,)| — 0. Assim,

f(@n) = F(b)| = |f (bp) = f(x) + f(x) = f(@an)| 2 |f (bp) — f(O| = |f (an) = f(x)]
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ou equivalentemente

If (an) = F(b)] + If (@) = FCOI 2 [f(Br) — f(O)I-

Passando a desigualdade acima ao limite com n = 400 ¢ usando que |f(a,) — f(b,)| = O e
|f(an) — f(x)| = 0, segue que
f(bn) = f(x)

quando n — +o0. Provando o desejado.
|

Note que existe muita semelhanga entre o o teorema 7 e o coroldrio 1. De primeiro
momento parece que a Unica diferenca entre eles € que o teorema que acabamos de demonstrar
possui a hipotese adicional de separabilidade, enquanto que o coroldrio ndo assume tal hipdtese.
A verdade ¢ que o teorema de Hahn-Banach em espagos separaveis possui a propriedade
adicional de nao utilizar em sua demonstracdo o Axioma da escolha (isto ¢, o Lema de Zorn), o
que agrada muito matematicos que nao apreciam o uso de tal resultado. Adicionar a hipotese de
separabilidade do espaco vetorial E permite uma constru¢ao mais direta e evitar o uso do Lema

de Zorn, tornando a demonstragao mais acessivel e intuitiva.
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6 O TEOREMA DE HAHN-BANACH EM ESPACOS DE HILBERT

Outra versao importante do Teorema de Hahn-Banach ¢ em espagos de Hilbert. Nesse
caso, como veremos, o resultado garante unicidade da extensdo. Antes de enunciar e provar o

resultado, exibiremos conceitos e propriedades importantes acerca de espacos de Hilbert.

Definicao 22. Um espago métrico completo na norma induzida pelo produto interno ¢ chamado
de espago de Hilbert. Em particular, um espaco de Hilbert ¢ um espago de Banach com a norma

induzida pelo produto interno.

O resultado a seguir ¢ um classico quando se trata de espagos de Hilbert e serd
fundamental na demonstracdo do Teorema de Hahn-Banach em espacos de Hilbert e na garantia

da unicidade da extensao.

Teorema 8. (Representagdo de Riesz) Sejam H um espago de Hilbert e f um funcional linear

continuo, ou seja, f € H*. Entdo existe um unico 'y € H tal que
f(x)=(x,y) Vx€H. (6.1)
Além disso, ||f g = ¥ lla-

Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em Oliveira (2012, pg. 135), Teorema
19.1. u

O Teorema da Representacdo de Riesz nos garante que todo funcional linear continuo

definido em um espaco de Hilbert H ¢ da forma x = (x, y), para algum y € H.

Teorema 9. (Teorema de Hahn-Banach para espagos de Hilbert) Sejam H um espago de Hilbert,
G C H subespaco vetorial fechado de H e g : G — R funcional linear continuo. Entdo existe

um unico funcional linear f € H*, tal que f estende g e ||f||u« = 19| g+

Demonstracdo. Uma vez que G ¢ subespaco vetorial fechado de H, temos que G também ¢
um espago de Hilbert (pois um subespago fechado de um espaco métrico completo ¢ completo
(LIMA, 1983, p 184 - Proposi¢do 6)). Sendo assim, segue do Teorema da Representacdo de
Riesz que existe um tnico y € G tal que

gx)=(x,y) Vx€G

llglie- = Iyl

Note que se y = 0, entdo g = 0 e sua extensdo Unica ¢ o funcional nulo em H. Assim, vamos

supor que y # 0. Defina o funcional linear continuo f : H — R por

f(x)=(x,y) Vx€H
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Evidentemente f estende g por ter a mesma lei de formagdo de g. Mais ainda, pela desigualdade
de Cauchy-Schwarz
If Ol = 1o < lIxllllyll, vx € H

e, assim
Wf 1l = sup. IF Ol <1yl = llglle-

llxll=

Por outro lado,

If )]

c= 1yl = == < Al
lglle- = 1yl T I lm

e as duas desigualdades imediatamente acima implicam que

Il = llgllg--

Para provar a unicidade, suponhamos que exista h € H, h # f, tal que h estende g e
171z = |lgllg+- Nesse caso, pelo Teorema da Representagao de Riesz, existe um tnico z € H
tal que
h(x) =(x,z),Vx € H

Al = llz]|-
Como h e f sdo extensdes de g, temos que
h(x) = (x,z) = (x,y) = f (%),

para todo x € G. Assim,
.2y =.y) = Iyl

Usando a igualdade acima e o seguinte fato

Iyl =llgllg« = llAlla- = Izl

temos que

lz=ylI* = {z—y,z—y) = l|zII* =2z, y)+ IyII* = llz]I> = 2llyII* + Iy lI* = llzll*~]lylI* = 0,

e consequentemente z = Y. Isso mostra que h = f e implica na unicidade da extensao. ]
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, abordamos o Teorema de Hahn-Banach e suas aplicagdes na Analise
Funcional. Esse teorema ¢ de suma importancia nessa area, € nosso objetivo foi fornecer uma
compreensdo clara e detalhada sobre o assunto, mesmo considerando a falta de énfase nos
estudos de Analise Funcional durante a graduagao.

Apresentamos um breve contexto historico, defini¢des, exemplos, demonstracdes e
corolarios relacionados ao teorema. Além disso, utilizamos conceitos de Algebra Linear, como
espacos métricos, espacos vetoriais € funcionais lineares, para servir como intermediadores na
compreensao do Teorema de Hahn-Banach.

E importante ressaltar que o Teorema de Hahn-Banach desempenha um papel
fundamental na analise funcional, ao estender funcionais lineares definidos em subespagos para
todo o espago vetorial, preservando certas propriedades importantes. Isso permite a formulacao
de resultados mais gerais ¢ facilita o estudo de problemas complexos.

Acreditamos que o nosso objetivo foi alcancado, pois conseguimos apresentar de
maneira clara e bastante detalhada toda a teoria necessaria para a compreensao das ramificagdes
da forma analitica do Teorema de Hahn-Banach.

Esperamos que esse trabalho sirva de motivagao para a realizacao de outros trabalhos na
area. Como sugestao, poderia se trabalhar o Teorema de Hahn-Banach em sua forma geométrica,
que também ¢ uma excelente ferramenta da Analise Funcional. Esse tema ¢ mais avangado e
precisa de mais pré-requisitos ja que, em geral, a teoria da Analise Funcional ¢ apresentada aos
discentes somente em cursos de pos-graduagdo na area de matematica.

Desejamos que este trabalho sirva como um recurso util para futuros estudos

matematicos que buscam conhecer de maneira mais detalhada o Teorema de Hahn-Banach.
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APENDICE A — RESULTADOS COMPLEMENTARES

Este capitulo tem por finalidade exibir alguns conceitos e resultados complementares
que, apesar de coadjuvante mediante o tema apresentado, sdo essenciais para a boa compreensao
do texto.

A seguir, realizaremos uma breve revisdo sobre enumerabilidade. Os resultados podem

ser encontrados com mais detalhes em (LIMA, 2009).

Defini¢cdo 23. Um conjunto X ¢ enumeravel quando ¢ finito ou quando existe uma bijegdo f :
N — X, isto ¢, existe uma bijecdo entre X e o conjunto dos nimeros naturais. No ultimo caso,

dizemos que o conjunto ¢ infinito enumeravel e podemos escrever os elementos de X como uma

sequéncia {x, = f(n) }pen-

A menos que haja confusdo, escreveremos apenas enumeravel para indicar tanto
conjuntos finitos quanto conjuntos infinitos enumeraveis.

Alguns resultados importantes sobre enumerabilidade serdo enunciados a seguir.
Algumas demonstragdes serdo omitidas, entretanto, podem ser encontradas em Lima (2009,
pg. 48-54)

Corolario 4. Se X é enumeravel e existe uma fungdao g : X — Y bijetora, entdo Y também é

enumeravel.

Demonstracao. O caso em que X ¢ finito ¢ imediato, entdo provaremos o caso em que X ¢é
infinito. De fato, se X ¢ enumeravel, entdo existe uma bijecdo f : N — X. Uma vez que
composta de bijecdes ¢ bijecdo, segue que a aplicagdo h = go f : N = Y ¢ bijetora. Logo,

usando a defini¢do acima concluimos que Y é enumeravel. |

Exemplo 23. O conjunto dos nimeros inteiros (Z) ¢ enumeravel, bastando considerar a bijecao
f + Z = N dada por
2z, se z=0

1@ = 2(—z)—1, se z<0

Teorema 10. Todo subconjunto X < N é enumeravel. Mais ainda, um subconjunto de um

conjunto enumeradvel é enumeravel.
Demonstracio. Vide Lima (2009, pg. 49-50) |

Teorema 11. Se X é um conjunto enumeravel e existe f : X — Y sobrejetora, entdo Y também

¢ enumeravel.
Demonstragao. Vide Lima (2009, pg. 50) ]
Teorema 12. Sejam X,Y conjuntos enumeraveis. O produto cartesiano X X Y é enumeradvel.

Demonstracio. Vide Lima (2009, pg. 50) |
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Corolario 5. O conjunto Q dos numeros racionais é enumeradvel.

Demonstracdo. Como Z ¢ enumeravel, entdo, pelo Teorema 10, os inteiros ndo nulos Z*
também o sdo. Assim, segundo o Teorema 12, Z X Z* é um conjunto enumeravel. Assim,

considerando a aplicagdo f : Z X Z* — Q dada por f(p,q) = S, temos que tal aplicacdo ¢é

claramente sobrejetora uma vez que Q = {Z :p,q €L q# 0}. Assim, segue do Teorema 11

que Q ¢ enumeravel. |

O corolario a seguir nos fornece uma informacdo muito importante: que uniao

enumeravel de conjuntos enumeraveis também ¢ enumeravel.

7 e o ~ ’ . ~ «~ [o¢]
Corolario 6. Se os conjuntos X, ..., Xy, ... sdo enumeraveis, entdo a reunidio X = Up=1 X,
também é enumeravel. Mais ainda, o produto cartesiano de uma quantidade finita de conjuntos

enumeraveis também é enumeravel.

E preciso ficar atento quanto ao corolario acima, pois nio ¢ verossimil que o produto
cartesiano de uma quantidade enumeravel de conjuntos infinitos enumeraveis continua sendo
enumeravel. Pelo contrério, esse conjunto ¢ ndo-enumeravel (veja) o corolario do Teorema 11
em Lima (2009, pg. 52-53)
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