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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo apresentar um estudo acerca dos nimeros repunidades
(repetigao de unidades) em uma base b > 1, expomos uma proposta para o ensino de
Matematica tendo como objeto de estudo este conjunto numérico. Ademais das repunidades
generalizadas logradas, também apresentamos resultados na base nonaria e base decimal.
Todos os resultados alcancados acerca das repunidades sao fundamentados por resultados
classicos ou resultados elementares da Aritmética, tal que dentre estes, damos énfase
para o Sistema de Representagdo Posicional ou Base. Tendo em vista a Metodologia de
Resolugao de Problemas como uma alternativa ao ensino de Matematica, propomos cinco
problemas elaborados com intento de abarcar alguns resultados obtidos, pautando-os por
esta metodologia, e com uma proposta de resolucao por meio do Método de Resolucao
de Problemas de Polya (1995). O propésito dessas atividades é que os estudantes da
Educacao Bésica adquiram habilidades ou competéncias apregoadas na Base Nacional
Comum Curricular (BNNC, BRASIL, 2018).

Palavras-chave: Numeros Repunidades; Método de Resolugao de Problemas de Polya;

Sistema de Representagdo Posicional (Base).



ABSTRACT

This paper aims to present a study about the repunits numbers (repetition of units) in
a base b > 1, we expose a proposal for the teaching of Mathematics having as object of
study this numerical set. In addition to the generalized repunitis achieved, we also present
results in the nonary and decimal base. All the results obtained from the repunits are
based on classical results or elementary results of Arithmetic, such that among these, we
emphasize the the System of Positional Representation (Base). In view of the Problem
Solving Methodology as an alternative to the teaching of mathematics, we propose five
problems with the intention of covering some of the results obtained, based on this
methodology, and with with a resolution proposal using Polya’s Problem Solving Method
(1995). The purpose of these activities is for students of Basic Education acquire abilities
or competences proclaimed in the Common National Curricular Base (BNNC, BRASIL,
2018).

Keywords: Repunit Numbers; Polya’s Problem Solving Method; Positional Representation
System (Base).
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho apresentamos um estudo inicial aos niimeros repunidades em uma
base numérica b > 1 e algumas condig¢oes de divisibilidade. De modo mais especifico, temos
como objetivo geral estudar os niimeros repunidades em qualquer base b, e enquanto
objetivos especificos, pretendemos obter generalizacoes de propriedades existentes das repu-
nidades na base decimal para outra base numérica, e verificar a existéncia de propriedades

relacionadas aos ntimeros repunidades generalizados.

Na base decimal, ou seja, quando b = 10, os niimeros repunidades representam um
subconjunto dos inteiros nao negativos, denotados por R1 ={1, 11, 111, 1111, ..., R,,...},
para todo n > 0. Esses ntimeros estao inseridos no campo mateméatico da Teoria dos
Numeros, sendo este reservado aos estudos das propriedades dos niimeros em geral, e em
especial os nimeros inteiros. O conjunto de niimeros em questao é carregado de mistérios e
curiosidades. Parte dessa curiosidade vem diretamente do fato em que este conjunto possui
relagoes com outros subconjuntos de niimeros, como por exemplo os nimeros de Ball (Ball
generalizados). E possivel encontrar resultados que confirmam essa relacao, tendo como
exemplo o fato abordado em Costa e Santos (2022, p.77): "Todo niimero magico By é
multiplo de (11);", resultado este valido para toda base b > 2. Ora, mas se (11); = (R2)p,
entao podemos reescrever este resultado no escopo dos repunidades como sendo: "Todo

nimero magico By é multiplo de (R2)", sempre que b > 2.

Com o advento da computacao, que se vale muito do sistema de numeracao binario
para seu funcionamento, mostrou-se maior necessidade e interesse sobre estudos em outras
bases numéricas que nao apenas a decimal. Em Costa e Santos (2020) é possivel verificar a
existéncia de resultados sobre os niimeros repunidades na base decimal, enquanto Synder
(1982) define os ntmeros repunidades generalizados em qualquer base b > 1, de modo
que tais fatos nos levam a crer que exista interesse e estudos em outras bases numéricas,
diferentes da decimal. Diante destas informagoes, achamos pertinente ampliar nosso
conhecimento existente sobre niimeros repunidades em outras bases numeéricas, e tivemos
como problema de pesquisa: "E possivel determinar propriedades relacionadas aos niimeros

repunidades em uma base numérica qualquer b ?".

Enquanto procedimentos metodolégicos, o primeiro passo realizado na pesquisa
foi delimitar o tema da mesma, e consequentemente a delimitagao do material tedrico
a ser explorado. Com a tematica da pesquisa definida, temos que o tipo de pesquisa a
ser utilizado no trabalho é de natureza qualitativa, tendo como procedimento de coleta o
método bibliografico. Nesta pesquisa focamos em investigar propriedades existentes acerca
dos nuimeros repunidades na base decimal, afim de generalizar essas propriedades para

qualquer base numérica quando possivel, além de determinar algumas novas proposicoes
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generalizadas e algumas em bases especificas. Foram utilizados como fonte de pesquisa os
seguintes meios: livros, artigos e sites. Por meio do processo de coleta de dados, foi possivel
encontrar materiais condizentes com o tema determinado. A analise desses dados foram
feitas de modo critico, sempre observando a real possibilidade de determinados elementos

serem enquadrados na proposta apresentada para esta pesquisa.

Neste primeiro capitulo trazemos a introducao do trabalho, situando o leitor
ao exposto no mesmo. No segundo capitulo apresentamos a Resolucdo de Problemas
enquanto uma das Tendéncias Metodoldgicas na Educacao Matematica e a disposicao da
mesma nos ParAmetros Curriculares Nacionais na Area de Matemdtica nos anos finais
do Ensino Fundamental (BRASIL, PCN, 1998) e Parametros Curriculares Nacionais na
Area de Matematica no Ensino Médio (BRASIL, PCN, 2000). De maneira mais enftica,
apresentamos o Método de Resolu¢ao de Problemas de Polya (1995), a Base Nacional
Comum Curricular (BRASIL, BNCC, 2018) e sua relagdo com o tema do capitulo.

No terceiro capitulo apontamos alguns resultados classicos e conceitos elementares
da Matematica que sao utilizados como passos intermediarios para a demonstracao dos
resultados obtidos no quarto capitulo. No quarto capitulo apresentamos o conceito sobre
os numeros repunidades, bem como trazemos os resultados matematicos obtidos sobre esse
conjunto numérico. Entre os resultados apresentados, temos resultados na base 9, base 10,
além dos resultados generalizados para toda base b > 1. Em relacao a apresentacao dos

novos resultados pensamos estar estruturada em forma sequenciada.

No quinto capitulo exploramos cinco problemas sobre os nimeros repunidades, tal
que sua estrutura de resolucao esta pautada pelo Método de Resolugao de Problemas de
Polya (1995). Prezando pelo incentivo ao aprendizado em mateméatica na educagao bésica,
adaptamos esses problemas com o intuito de que os estudantes adquiram habilidades
ou competéncias estabelecidas na Base Nacional Comum Curricular (BNCC, BRASIL,
2018). As unidades teméticas, bem como as habilidades e competéncias estdo descritas no
segundo capitulo do trabalho. Por tltimo trazemos as considerac¢oes descrevendo algumas

conclusoes obtidas do trabalho.
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2 RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Os problemas propostos no quinto capitulo deste Trabalho de Conclusao de Curso
estdo no escopo da Metodologia de Resolucao de Problemas, e pautados pelo Método de
Resolugao de Problemas de Polya (1995) enquanto estrutura de formulagao e resposta
dos problemas, e pela Base Nacional Comum Curricular (Brasil, BNCC, 2018) enquanto

objetivos e competéncias a serem alcancados na resolucao dos problemas.

Para fundamentar nossa pesquisa, apresentaremos a Metodologia de Resolugao de
Problema, bem como o Método de Resolugao de Problemas de Polya (1995) e a BNCC
(BRASIL, 2018). Em relagdo a tltima, mostramos de que maneira a resolugao de problemas
é descrita no ensino fundamental e ensino médio na Area de Matemética desse documento
governamental que rege o conteido a ser ensinado na educagao bésica brasileira. De modo
mais especifico, trazemos as unidades tematicas, habilidades e competéncias da Area de
Matemética da BNCC (BRASIL, 2018), em que as duas primeiras referem-se ao ensino
fundamental e a ultima ao ensino médio, abordamo-as pelo fato de serem utilizadas na

elaboragao dos problemas propostos no quinto capitulo do trabalho.

2.1 Metodologia de Resolucao de Problemas

A Metodologia de Resolucao de Problemas assume-se como uma das Tendéncias
Metodologicas na Educacao Matematica, juntamente com a Modelagem Matematica, Tec-
nologias na Educacdo Matematica, Etnomatematica e a Filosofia - Historia da Matematica.
Podemos confirmar o exposto acima através de Zorzan (2007):

O surgimento de propostas alternativas para a acio pedagogica do
ensino matematico constitui o movimento da educacdo matematica,
ou, ainda, as tendéncias em educagao matematica. Nesse sentido,
é significativo destacar as tendéncias em Educagao Matematica
que estao sendo alvo de discussoes e produgdes tedricas e praticas,
as quais sdo: a etnomatemadtica, a modelagem, a resolugao de
problemas, a tecnologia e a Educacdo Matematica, a filosofia da
Educacao Matematica. (ZORZAN, 2007, p.79, grifo nosso).

Tal fato é relevante, pois indica que a Resolucao de Problemas é vista como uma metodologia

atual e de eficiéncia para o ensino de matematica.

O surgimento da resolucdao de problemas enquanto metodologia de ensino e apren-
dizagem esta ligada a psicologia sociocultural, tendo Vygotsky como o principal referencial
tedrico, e podemos encontrar essa relagio em Onuchic e Allevato (2011):

Inicia-se, entdo, a fase da Resolucdo de Problemas, cujas ideias
apoiavam-se, especialmente, nos fundamentos do construtivismo e
na teoria sociocultural, que tem Vygotsky como principal teérico.
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O foco, nessa fase, foi colocado sobre os processos de pensamento
matematico e de aprendizagem por descoberta, no contexto da
resolucdo de problemas. Nessa fase, muitos recursos foram desen-
volvidos na forma de cole¢oes de problemas, listas de estratégias,
sugestoes de atividade e orientagbes para avaliar o desempenho
dos alunos nessa area, sempre visando ao trabalho em sala de
aula. Muito desse material contribuiu para que os professores fi-
zessem da resolucdo de problemas o ponto central de seu trabalho.
(ONUCHIC E ALLEVATO, 2011, p.78).

Os Pardmetros Curriculares Nacionais na Area de Matemética (BRASIL, PCN,
1998), no terceiro e quarto ciclos do Ensino Fundamental, indicam que a resolugao de
problemas deve ser o ponto de partida da atividade matematica desenvolvida em sala de
aula. Sobre a resolugdo de problemas prevista no PCN (BRASIL, 1998), podemos destacar:

Em contrapartida a simples reproducao de procedimentos e ao aci-
mulo de informagcoes, educadores matematicos apontam a resolucao
de problemas como ponto de partida da atividade matematica. Essa
opcao traz implicita a conviccdo de que o conhecimento matema-
tico ganha significado quando os alunos tém situacoes desafiadoras

para resolver e trabalham para desenvolver estratégias de resolucao.
(BRASIL, 1998, p. 39-40).

Ainda no terceiro e quarto ciclos do Ensino Fundamental, os PCN (BRASIL, 1998)
destacam o que o aluno pode adquirir aprendendo matematica por meio da resolugao de
problemas. Segue o exposto:

A resolucdo de problemas, na perspectiva indicada pelos educado-
res matematicos, possibilita aos alunos mobilizar conhecimentos e
desenvolver a capacidade para gerenciar as informagoes que estao
a seu alcance. Assim, os alunos terdo oportunidade de ampliar
seus conhecimentos acerca de conceitos e procedimentos matemaé-
ticos bem como de ampliar a visdo que tém dos problemas, da
Matematica, do mundo em geral e desenvolver sua autoconfianca.
(BRASIL, 1998, p.40).

Ja os PCN do Ensino Médio da area de Ciéncias da Natureza, Matematica e suas
Tecnologias (BRASIL, PCN, 2000) destaca o quao estratégico é a metodologia de resolucao
de problemas no ensino de matematica, como vemos em:

Nao somente em Matematica, mas até particularmente nessa disci-
plina, a resolucdo de problemas é uma importante estratégia de
ensino. Os alunos, confrontados com situagoes-problema, novas mas
compativeis com os instrumentos que ja possuem ou que possam
adquirir no processo, aprendem a desenvolver estratégia de enfren-
tamento, planejando etapas, estabelecendo relagoes, verificando
regularidades, fazendo uso dos proprios erros cometidos para bus-
car novas alternativas; adquirem espirito de pesquisa, aprendendo
a consultar, a experimentar, a organizar dados, a sistematizar
resultados, a validar solucgbes; desenvolvem sua capacidade de raci-
ocinio, adquirem auto-confianca e sentido de responsabilidade; e,
finalmente, ampliam sua autonomia e capacidade de comunicacao
e de argumentacao. (BRASIL, 2000, p.52).
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Visto o que determina o PCN (BRASIL, 1998) da Area de Matematica no terceiro
e quarto ciclos do Ensino Fundamental ¢ o PCN (BRASIL, 2000) da Area de Matemética
do Ensino Médio, temos que a resolugao de problemas é tomada como ponto de partida
para o ensino de matematica, pois a mesma estd presente nas vidas das pessoas, seja no
contexto da matemédtica ou nao, e podemos ver isso em Rodrigues e Magalhaes (2011):

A atividade de resolver problemas esta presente na vida das pessoas,
exigindo solugdes que muitas vezes requerem estratégias de enfren-
tamento. O aprendizado de estratégias auxilia o aluno a enfrentar
novas situacoes em outras areas do conhecimento. (RODRIGUES
e MAGALHAES, 2011, p.2).

2.2 Meétodo de Resolucao de Problemas de Polya

George Polya foi um matematico hiingaro, que contribuiu muito para os métodos
de resolugao de problemas. Como visto anteriormente, uma das metodologias de ensino e
aprendizagem existentes ¢ a resolugao de problemas, que se baseia na criacao de problemas

matematicos que instigam o pensamento criativo dos estudantes.

Pesquisadores da area como Pontes (2019) e Quadros-Flores, Mascarenhas e Ma-
chado (2020) elucidam que o método de resolugao de problemas de Polya é uma alternativa
para o ensino e aprendizagem de Matematica na resolug¢ao de problemas, como vemos:

O tema resolucao de problemas através do método de Polya, como
pratica educacional no processo de ensino e aprendizagem de
matematica possibilita ao professor facilitador e ao aluno aprendiz
desenvolver novas habilidades no intuito de fortalecer o pensamento
critico e o raciocinio 16gico. (PONTES, 2019, p.8).

[...] um dos métodos mais conhecidos e valorizados no ensino
da Matematica, é o método apresentado por George Polya (1973)
que estabeleceu quatro etapas fulcrais para a RP: compreensao do
problema, estabelecimento de um plano, execucao do plano e veri-
ficagdo. (QUADROS-FLORES, MASCARENHAS e MACHADO,
2020, p.51).

Conforme Polya (1995), podemos entender um pouco das motivagbes que um
professor tem ao decidir ensinar matematica por meio da resolucao de problemas:

O professor que deseja desenvolver nos estudantes a capacidade de
resolver problemas deve incutir em suas mentes algum interesse por
problemas e proporcionar-lhes muitas oportunidades de imitar e de
praticar. Quando o professor tenciona desenvolver nos seus alunos
as operacoes mentais correspondentes as indagagoes e sugestoes da
nossa lista, ele as apresenta tantas vezes quanto puder fazer com
naturalidade. (POLYA, 1995, p.3).

Uma vez escolhida pelo professor a resolugao de problemas como metodologia de
ensino em suas aulas, um erro que ele nao pode cometer é nao correlacionar os problemas
matematicos, como vemos abaixo:
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Um dos primeiros deveres do professor é nao dar aos seus alunos a
impressao de que os problemas matematicos tém pouca relagdo uns
com os outros, de que nenhuma relagdo tém com qualquer outra
coisa. Surge uma oportunidade natural de investigar as relagoes
de um problema quando fazemos o retrospecto de sua resolugao.
Os estudantes achardo realmente interessante o retrospecto se eles
houverem feito um esforco honesto e ficarem conscientes de terem
resolvido bem o problema. Neste caso, ficardo ansiosos para ver o
que mais poderao conseguir com aquele esforco e como poderao,
da proxima vez , fazer tdo bem quanto desta. O professor deve
encorajar os alunos a imaginar casos em que eles poderdao outra
vez utilizar o procedimento usado ou o resultado obtido. (POLYA,
1995, p.11).

Polya elaborou um roteiro de resolucao de problemas, dividido em quatro etapas.

Sao etapas encontradas em Polya (1995, p.12):

Quadro 1 - Etapas da Resolugdo de Problemas segundo Polya.

ETAPAS

DESCRICOES ABREVIADAS

1# Etapa - Compreensao do Problema Processo de identificacao da incognita do

problema, e quais sao os dados disponibili-
zados.

2% Etapa - Estabelecimento de um Plano | Desenvolver uma estratégia de resolugao

para o problema determinado, embasada na
correlacao entre os dados disponibilizados e
a incognita.

3% Etapa - Execucao do Plano Esse é o momento em que o problema é

solucionado.

42 Etapa - Retrospecto

Revisao da solucao, verificar se os resultados
obtidos sao verdadeiros.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Fundamentado em Polya (1995), temos consciéncia de que os professores devem

procurar maneiras de fazer com que os aprendentes raciocinem e saibam quando aplicar o

conhecimento teérico que aprendem. Para tal empreitada, no capitulo 5 deste trabalho,

iremos desenvolver problemas correlacionados com a tematica desse trabalho.

2.3 Base Nacional Comum Curricular

A BNCC (BRASIL, 2018) é um documento regimental, imposto para as elaboragoes

de curriculos escolares e propostas pedagbgicas nas trés etapas da educagao basica, sendo

elas: educagao infantil, ensino fundamental e ensino médio. Todas as institui¢coes de ensino

das esferas piblica e privada, devem seguir aquelas normativas.
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A BNCC (BRASIL, 2018) possui como objetivos gerais:

Nesse sentido, espera-se que a BNCC ajude a superar a fragmenta-
¢ao das politicas educacionais, enseje o fortalecimento do regime
de colaboracao entre as trés esferas de governo e seja balizadora
da qualidade da educacdo. Assim, para além da garantia de acesso
e permanéncia na escola, é necessario que sistemas, redes e escolas
garantam um patamar comum de aprendizagens a todos os estu-
dantes, tarefa para a qual a BNCC é instrumento fundamental.
(BRASIL, 2018, p.8).

A BNCC (BRASIL, 2018) destaca a resolu¢ao de problemas como sendo um

importante processo de aprendizagem, como podemos ver em:

Os processos matematicos de resolugao de problemas, de inves-
tigagdo, de desenvolvimento de projetos e da modelagem podem
ser citados como formas privilegiadas da atividade matematica,
motivo pelo qual sdo, ao mesmo tempo, objeto e estratégia para
a aprendizagem ao longo de todo o Ensino Fundamental. Esses
processos de aprendizagem sao potencialmente ricos para o de-
senvolvimento de competéncias fundamentais para o letramento
matematico (raciocinio, representacdo, comunicagdo e argumen-
tacdo) e para o desenvolvimento do pensamento computacional.

(BRASIL, 2018, p.266, grifo do autor).

Visto os objetivos gerais da BNCC (BRASIL, 2018) e o destaque dado a resolugao
de problemas, vemos a sua importancia no processo de aprendizagem dos estudantes da
educacao basica, e espera-se que todos os estudantes brasileiros da educagao basica, nos
niveis fundamental e médio, consigam resolver os problemas propostos no capitulo 5 deste
trabalho.

Enquanto licenciando em Matematica, com habilitacdo para atuar nos anos finais
do Ensino Fundamental e Ensino Médio, me aterei a explorar a area de Matematica dessas
duas etapas de ensino, relacionando-as com os problemas propostos neste trabalho. Os
problemas propostos possuem viés com as unidades temdticas de Ntimeros e Algebra nos
anos finais do Ensino Fundamental, e as trés tltimas competéncias do Ensino Médio, todas
descritas pela BNCC (BRASIL, 2018), e por isso colocaremos os objetivos dessas unidades

tematicas e a descricao dessas competéncias em seus subcapitulos pertinentes.

2.3.1 BNCC da Matematica - Ensino Fundamental Anos Finais

A 4rea de Matemadtica nos anos finais da BNCC (BRASIL, 2018) ¢ dividida em
cinco unidades tematicas, em que cada unidade tematica é subdividida em objetos do
conhecimento, que por sua vez possuem habilidades a serem alcangadas. Como mencionado,
os problemas elaborados neste, foram embasados nas unidades teméaticas de Ntmeros

e Algebra, por tanto nos ocuparemos de abordar apenas as mesmas. Ainda elencamos
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as habilidades das referidas unidades teméaticas que foram utilizadas na elaboracao dos
problemas propostos.

A area de Matemaética na BNCC (BRASIL, 2018) nos anos finais do ensino fun-
damental, destaca que nessa etapa de ensino a resolugao de problemas deve fazer com

que o estudante tenha capacidade de abstrair o contexto de algum problema proposto, e
podemos verificar isso em:

Para favorecer essa abstragao, ¢ importante que os alunos reela-
borem os problemas propostos apés os terem resolvido. Por esse
motivo, nas diversas habilidades relativas a resolucao de problemas,
consta também a elaboracao de problemas. Assim, pretende-se que
os alunos formulem novos problemas, baseando-se na reflexdo e
no questionamento sobre o que ocorreria se alguma condigao fosse
modificada ou se algum dado fosse acrescentado ou retirado do
problema proposto. (BRASIL, 2018, p.299).

Dentre as unidades tematicas que nos embasamos para a elaboracao dos problemas
que tem como publico alvo estudantes do ensino fundamental, podemos destacar as unidades
temdticas de Nameros e Algebra, bem como suas respectivas habilidades. Atemo-nos nestas
escolhas devido ao fato de que a unidade tematica de nimeros permite aos estudantes
desenvolverem habilidades de calculo, estimativa, comparacao, sequéncias e reconhecimento
de padrdes, bem como a compreensao das operagoes matematicas. Ja a unidade tematica
de algebra é permissora para que os alunos modelizem situagoes reais e resolvam problemas
de forma mais geral e eficiente, além de proporcionar o desenvolvimento de habilidades de

argumentacao, justificacdo e generalizacao.

Ao resolverem os problemas propostos fundamentados nas unidades tematicas de
Ntmeros e Algebra da BNCC (BRASIL, 2018), os estudantes tém a oportunidade de
desenvolver uma base sélida nesta ciéncia exata abordada, possibilitando a progressao
para conceitos mais avancados em etapas escolares subsequentes. Além disso, a BNCC
(BRASIL, 2018), também enfatiza a interdisciplinaridade, mostrando como os conceitos
matematicos estao relacionados com outras areas do conhecimento e como podem ser

aplicados em diferentes contextos da vida real.

Nosso objetivo nesta etapa do trabalho é apresentar a riqueza das informagoes
presentes na BNCC (BRASIL, 2018), e para tal recorremos a quadros informativos, que
apresentarao os objetivos gerais e seus objetivos especificos, bem como as habilidades na

etapa de ensino dos anos finais do ensino fundamental das unidades tematicas supracitadas.

Nas préximas trés paginas estao dispostos os quadros informativos, contendo todas
as informacgoes necessarias para fundamentar os problemas matematicos propostos na

quinta secao deste trabalho.
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Quadro 2 - Unidade Tematica de Numeros, da Matemaética, no Ensino Fundamental Anos Finais

da BNCC.

Unidade Tematica

Objetivos Gerais

Objetivos Especificos -
Anos Finais

NUMEROS

A unidade tematica Nime-
ros tem como finalidade de-
senvolver o pensamento nu-
mérico, que implica o co-
nhecimento de maneiras de
quantificar atributos de ob-
jetos e de julgar e interpre-
tar argumentos baseados em
quantidades. No processo da
construcao da nocao de nu-
mero, os alunos precisam de-
senvolver, entre outras, as
ideias de aproximacao, pro-
porcionalidade, equivaléncia
e ordem, nog¢oes fundamen-
tais da Matematica. Para
essa construcao, é impor-
tante propor, por meio de si-
tuagoes significativas, suces-
sivas ampliagoes dos campos
numeéricos. No estudo des-
ses campos numéricos, de-
vem ser enfatizados registros,
usos, significados e opera-
coes.

Com referéncia ao Ensino
Fundamental — Anos Finais,
a expectativa é a de que os
alunos resolvam problemas
com numeros naturais, intei-
ros e racionais, envolvendo
as operacoes fundamentais,
com seus diferentes signifi-
cados, e utilizando estraté-
gias diversas, com compre-
ensao dos processos neles en-
volvidos. Para que aprofun-
dem a nocao de namero, é
importante coloca-los diante
de problemas, sobretudo os
geométricos, nos quais os ni-
meros racionais nao sao su-
ficientes para resolvé-los, de
modo que eles reconhecam a
necessidade de outros niime-
ros: os irracionais. Os alunos
devem dominar também o
calculo de porcentagem, por-
centagem de porcentagem,
juros, descontos e acrésci-
mos, incluindo o uso de tec-
nologias digitais. No tocante
a esse tema, espera-se que
saibam reconhecer, compa-
rar e ordenar nimeros reais,
com apoio da relagao des-
ses numeros com pontos na
reta numérica. Cabe ainda
destacar que o desenvolvi-
mento do pensamento numé-
rico nao se completa, eviden-
temente, apenas com obje-
tos de estudos descritos na
unidade Numeros. Esse pen-
samento ¢ ampliado e apro-
fundado quando se discutem
situagoes que envolvem con-
teidos das demais unidades
tematicas: Algebra, Geome-
tria, Grandezas e medidas e
Probabilidade e estatistica.

Fonte: (BRASIL, 2018, p.268-269).



Capitulo 2. RESOLUCAO DE PROBLEMAS

19

Quadro 3 - Unidade Temética de Algebra, da Matemadtica, no Ensino Fundamental Anos Finais

da BNCC.

Unidade Tematica

Objetivos Gerais

Objetivos Especificos -
Anos Finais

ALGEBRA

A unidade temética Algebra,
por sua vez, tem como fi-
nalidade o desenvolvimento
de um tipo especial de pen-
samento — pensamento algé-
brico — que ¢é essencial para
utilizar modelos matemati-
COS na compreensao, repre-
sentacao e analise de rela-
¢oOes quantitativas de grande-
zas e, também, de situagoes
e estruturas matematicas, fa-
zendo uso de letras e ou-
tros simbolos. Para esse de-
senvolvimento, é necessario
que os alunos identifiquem
regularidades e padroes de
sequéncias numéricas e nao
numéricas, estabelecam leis
matematicas que expressem
a relacao de interdependén-
cia entre grandezas em dife-
rentes contextos, bem como
criar, interpretar e transi-
tar entre as diversas repre-
sentacoes graficas e simbo-
licas, para resolver proble-
mas por meio de equagoes
e inequacoes, com compreen-
sao dos procedimentos utili-
zados. As ideias matemati-
cas fundamentais vinculadas
a essa unidade sao: equiva-
léncia, variagao, interdepen-
déncia e proporcionalidade.
Em sintese, essa unidade te-
matica deve enfatizar o de-
senvolvimento de uma lin-
guagem, o estabelecimento
de generalizacgoes, a andlise
da interdependéncia de gran-
dezas e a resolucao de pro-
blemas por meio de equacgoes
ou inequagoes.

No Ensino Fundamental —
Anos Finais, os estudos de
Algebra retomam, aprofun-
dam e ampliam o que foi
trabalhado no Ensino Fun-
damental — Anos Iniciais.
Nessa fase, os alunos devem
compreender os diferentes
significados das variaveis nu-
méricas em uma expressao,
estabelecer uma generaliza-
¢ao de uma propriedade, in-
vestigar a regularidade de
uma sequéncia numeérica, in-
dicar um valor desconhecido
em uma sentenca algébrica e
estabelecer a variacao entre
duas grandezas. E necessa-
rio, portanto, que os alunos
estabelegcam conexdes entre
variavel e funcao e entre in-
cognita e equagdo. As téc-
nicas de resolugao de equa-
¢oes e inequagoes, inclusive
no plano cartesiano, devem
ser desenvolvidas como uma
maneira de representar e re-
solver determinados tipos de
problema, e nao como obje-
tos de estudo em si mesmos.

Fonte: (BRASIL,2018,p.270-271).
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Quadro 4 - Habilidades Utilizadas da Unidade Temética de Ntimeros, no Ensino Fundamental
Anos Finais da BNCC.

(EFO6MAO1) Comparar, ordenar, ler e escrever nimeros naturais |[. . .| cuja representacao
decimal ¢ finita, [...].
(EFO6MAO02) Reconhecer o sistema de numeragao decimal,|...], e destacar semelhangas

e diferencas com outros sistemas, de modo a sistematizar suas principais caracteristicas
(base, valor posicional e fungao do zero), utilizando, inclusive, a composi¢ao e decomposicao
de ntimeros naturais [.. .| em sua representacao decimal.

(EF06MAO03) Resolver e elaborar problemas que envolvam célculos (mentais ou escritos,
exatos ou aproximados) com nimeros naturais, por meio de estratégias variadas, com
compreensao dos processos neles envolvidos com e sem uso de calculadora.

(EFO6MA04) Construir algoritmo em linguagem natural e representé-lo por fluxograma
que indique a resolu¢do de um problema simples (por exemplo, se um nimero natural
qualquer é par).

(EFO6MAO05) Classificar ntimeros naturais em primos e compostos, estabelecer relagoes
entre nimeros, expressas pelos termos “é multiplo de”, “é divisor de”, “é fator de”, e
estabelecer, por meio de investigacoes, critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10,

100 e 1000.

(EFOTMAO1) Resolver e elaborar problemas com nimeros naturais, envolvendo as nogoes
de divisor e de miltiplo, podendo incluir maximo divisor comum ou minimo multiplo
comum,|. .. |.

(EFO7TMAO03) Comparar e ordenar niimeros inteiros em diferentes contextos, [...] e utiliza-
los em situagoes que envolvam adi¢ao e subtracao.

(EF07TMAO04) Resolver e elaborar problemas que envolvam operagoes com nimeros inteiros.

(EFO8MAO1) Efetuar calculos com poténcias de expoentes inteiros |[...].

Fonte: (BRASIL,2018).

Quadro 5 - Habilidades Utilizadas da Unidade Tematica de Algebra, no Ensino Fundamental
Anos Finais da BNCC.

(EF0O6MA14) Reconhecer que a relagao de igualdade matematica nao se altera ao adicionar,
subtrair, multiplicar ou dividir os seus dois membros por um mesmo nimero e utilizar
essa noc¢ao para determinar valores desconhecidos na resolugao de problemas.

(EFOTMA13) Compreender a ideia de variavel, representada por letra ou simbolo, para
expressar relacdo entre duas grandezas, diferenciando-a da ideia de incégnita.

(EFOTMA14) Classificar sequéncias em recursivas e nao recursivas, |[...|.

(EFOTMA15) Utilizar a simbologia algébrica para expressar regularidades encontradas
em sequéncias numeéricas.

(EF07TMA16) Reconhecer se duas expressoes algébricas obtidas para descrever a regulari-
dade de uma mesma sequéncia numérica sao ou nao equivalentes.

(EFO8MAO06) Resolver e elaborar problemas que envolvam célculo do valor numérico de
expressoes algébricas, utilizando as propriedades das operacgoes.

(EFO8MAT11) Identificar a regularidade de uma sequéncia numérica recursiva e construir
um algoritmo por meio de um fluxograma que permita indicar os nimeros seguintes.

(EF09MA09) Compreender os processos de fatoracdo de expressoes algébricas, com base
em suas relagoes com os produtos notéaveis, |[...].

Fonte: (BRASIL,2018).
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2.3.2 BNCC da Matematica - Ensino médio

A area de Matemética no Ensino Médio é dividida em cinco competéncias, na qual

cada competéncia abarca uma série de habilidades. Assim como nos anos finais do ensino

fundamental, neste subcapitulo iremos nos ater apenas as competéncias utilizadas na

elaboragao dos problemas.

No tocante a importancia da resolucdo de problemas para o aprendizado em
Matemética, de maneira especial no ensino médio, a BNCC (BRASIL, 2018) destaca que:

Diante dessas consideragoes, a area de Matemaética e suas Tec-
nologias tem a responsabilidade de aproveitar todo o potencial
ja constituido por esses estudantes no Ensino Fundamental, para
promover acdes que ampliem o letramento matematico iniciado
na etapa anterior. Isso significa que novos conhecimentos espe-
cificos devem estimular processos mais elaborados de reflexao e
de abstracao, que deem sustentacdo a modos de pensar que per-
mitam aos estudantes formular e resolver problemas em diversos
contextos com mais autonomia e recursos matematicos. Para que
esses propoésitos se concretizem nessa area, os estudantes devem
desenvolver habilidades relativas aos processos de investigagao,
de construgao de modelos e de resolucao de problemas.
Para tanto, eles devem mobilizar seu modo préprio de raciocinar,
representar, comunicar, argumentar e, com base em discussoes e
validagbes conjuntas, aprender conceitos e desenvolver representa-
¢oes e procedimentos cada vez mais sofisticados. (BRASIL, 2018,
p.528-529, grifo nosso).

No quadro abaixo, temos as competéncias da Matematica do ensino médio e suas

descricoes, que fundamentam os problemas propostos no capitulo 5.

Quadro 6 - Competéncias Utilizadas do Ensino Médio da Area de Matematica da BNCC.

COMPETENCIA 3

Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimen-
tos matematicos para interpretar, construir modelos e
resolver problemas em diversos contextos, analisando a
plausibilidade dos resultados e a adequacao das solugoes
propostas, de modo a construir argumentacao consis-
tente.

COMPETENCIA 4

Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, dife-
rentes registros de representacdo matematicos (algébrico,
geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de
solucao e comunicacgao de resultados de problemas.

COMPETENCIA 5

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferen-
tes conceitos e propriedades matemaéticas, empregando
estratégias e recursos, como observacao de padroes, ex-
perimentacoes e diferentes tecnologias, identificando a
necessidade, ou nao, de uma demonstragao cada vez mais
formal na validacao das referidas conjecturas.

Fonte: (BRASIL, 2018, p. 531).
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3 RESULTADOS CLASSICOS

Neste capitulo apresentamos alguns resultados classicos que servirao para o em-
basamento e desenvolvimento de resultados dos niimeros repunidades, ainda traremos
alguns resultados elementares da matematica, tais como: paridade e quadrado perfeito.
Para a fundamentagao deste, os resultados apresentados neste capitulo sao encontrados
em: Carvalho e Costa (2022); Domingues (1991); Domingues, Bento e Silva (2016); Hefez
(2009); Hefez (2016); Iezzi, Dolce, e Mukarami (2013); Leite (2015); Maier (2005) e Oler
(2012).

Um numero inteiro n é par se existe um inteiro k tal que n = 2k. Sdo exemplos de
numeros pares: 0,2,4,6,... ,2k,.... Un nimero inteiro n, se ndo é par, é dito impar se existe
um inteiro k tal que n = 2k + 1. Sdo exemplos de niimeros impares: 1,3,5,7,...,2k+1,....
Um ntmero inteiro positivo n é dito quadrado perfeito se existe a € N, tal que n = a?. Séo

exemplos de quadrados perfeitos: 0,4,9,16,...,a°%, ....

De acordo com Domingues (1991), todo ntimero inteiro pode ser expresso na forma

polinomial, sendo representado da seguinte maneira:

Proposicao 3.0.1. Dados os nimeros inteiros a e b, com a > 0 e b > 1. Existem ntimeros
inteiros n >0e 0 < rg,r,..., 7, <b—1, com r, # 0, univocamente determinados, tais
que:

a=rg+r1b+rob®+--+r,b" (1)

Exemplo 3.0.1. O ndmero 2022 na base decimal tem a representagdo polinomial do tipo
2022 =2-103+0-10%+2-101 +2-10°. O mimero (2022)3 na base trés tem representacio
polinomial do tipo (2022)3 =2-33+0-32+2.31 +2.30,

Maier (2005, p.19) e Domingues, Bento e Silva (2016, p.93) descrevem a diferenca
de dois quadrados e diferenca de dois cubos da seguinte forma: "Dados dois ntimeros
inteiros a e b, a diferenca de quadrados é dada por a? —b* = (a —b) - (a+b), enquanto a
diferenca de cubos é dada por a® — b3 = (a —b) - (a® +ab+b?)."

Exemplo 3.0.2. Dados os niumeros 2022 e 2021, suas representagoes da diferenca de
quadrados e a diferenca de cubos entre eles sdo respectivamente: (2022)? — (2021)? =
(2022 —2021) - (2022 4 2021) = 1-4043 = 4043, (2022)3 — (2021)3 = (2022 — 2021)- (20222 +
2022-2021 +20212) =1-12 259 387 =12 259 387.

Em Iezzi, Dolce, Mukarami (2013, p.3) temos que: "Dado a € R ;n € Nym €
N, coma# 0oun 0, (a™)"=a""e (a-b)"=a"-b"", que sdo duas das propriedades de

poténcia, mais especificamente poténcia de poténcia e poténcia de produto, respectivamente.
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Exemplo 3.0.3. Seja a = 2019, b=2022, n =2 e m =3, temos (2019%)3 = (2019)?3 =
(2019)% € (2019-2022)? = 20192 -20222, em que sio casos especificos de poténcia de poténcia

e poténcia de produto respectivamente.

Domingues (1991, p.43) apresenta a definigao de Méximo Divisor Comum (MDC)

como sendo:

Definicao 3.0.1. Dados a,b € N. Um numero d € N se diz maximo divisor comum de a,b

se: i) d|a e d|b; ii) se ¢ é um nimero natural tal que cla e c|b, entdo c|d.

Exemplo 3.0.4. mdc(2022,2000) = 2, pois os divisores de 2022 = {1, 2,3,6,337,674,1011,2022}
e 2000 = {1, 2,4,8,10, 16, 20, 25,40, 50,80, 100, 125,200, 250,400, 500, 1000, 2000} em que o

mator divisor em comum aos dois € o numero 2.

Hefez (2009) diz que dois nimeros a e b sdo nimeros coprimos se o tinico divisor

comum aos numeros a e b é 1, isto é, mdc(a,b) = 1.

Exemplo 3.0.5. Os numeros 2021 e 2022 sdo coprimos, pois os divisores de 2021 =
{1,43,37,2021} 2022 ={1,2,3,6,337,674,1011,2022}, em que o unico divisor em comum
a ambos € o niumero 1, portanto mdc(2022,2021) = 1. Em geral, se a e b sao nimeros

sucessivos entdo mdc(a,b) = 1.

Hefez (2016, p.43) apresenta o seguinte resultado:
Proposicao 3.0.2. Sejam a,b € Z en €N, a—0b divide a™ —b".

Exemplo 3.0.6. A demonstracao da proposicdo acima pode ser encontrada em Hefez
(2016). A diferenca de dois quadrados é determinada por a®> —b* = (a—b) - (a+b), veja
que o fator (a—0b) divide essa diferenca sempre que a #b. A diferenca de dois cubos é
determinada por a® —b% = (a —b) - (a®> +ab+b?), em que o fator (a—>b) também divide essa

diferenca, sempre que a # b.

Leite (2015) traz que para todo n € N indicamos por F, = 22" 4+ 1, em que F),

chama-se um numero de Fermat na base decimal.

Exemplo 3.0.7. Os primeiros trés numeros de Fermat na base decimal sdo: Fy = 92’ +1=
3, =22 41=5cR=2"1+1=17.

Em Maier (2005) temos que para todo m € N* indicamos por T}, = m'(?H), em

que T}, chama-se o m-ésimo nimero triangular.

Exemplo 3.0.8. Sdo exemplos de niumeros triangulares na base decimal: Ty =1 =

1'(12+1),T2 =3 = @,Tg =6= 3‘(3;1), tais que 1,3 e 6 sao os trés primeiros nume-

ros triangulares na base decimal.
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Carvalho e Costa (2022) definem um ntmero natural, com n > 2 algarismos como

suavemente ondulante quando,

N =aba---ab ou N =aba---ba, com a,b€ D,a#bea#0, (2)
—_—— —_———
n par n impar

sendo D ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} o conjunto de digitos ou algarismos no sistema posicional

decimal.

Exemplo 3.0.9. 1212 e 15151 sdo exemplos de nimeros suavemente ondulante.

Domingues (1991, p.33) apresenta o algoritmo de Euclides do MDC da seguinte

maneira:
Proposicao 3.0.3. (Algoritmo de Euclides do MDC)
Dado a, b nimeros inteiros, se a = bq+1r e d =mdc(a,b), entdo d = mde(b,r). (3)

Exemplo 3.0.10. Vejamos o cdlculo do mde(57,13) pelo processo do algoritmo de Euclides
do MDC:

57=13-4+5 (4)
13=5-2+3 (5)
5=3-1+2 (6)
3=2-1+1 (7)

2=1-2 (8)

logo, 1 =mdc(57,13).

Ao longo do trabalho utilizei o principio da indug¢ao matematica e este resultado

pode ser consultado em Domingues (1991, p.22).

Proposicao 3.0.4. Principio da Inducao Matemética

Seja a € N e suponhamos que a cada nimero natural n > a esteja associada uma afirmacao
P(). Admitamos ainda que seja possivel provar o seguinte:

(i) P ¢ verdadeira .

(i) Para todo r > a, se Py é verdadeira, entao F(, ;1) também ¢é verdadeira.

Entao P(n) é verdadeira para todo n > a.

Hefez (2016) traz como defini¢do de congruéncia o seguinte:

Proposicao 3.0.5. Seja m um numero natural. Diremos que dois nimeros inteiros a e b
sao congruentes médulo m se os restos de sua divisao euclidiana por m sao iguais. Quando

os inteiros a e b sao congruentes moédulo m, escreve-se

a=0bmod m. 9)
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Hefez (2016) ressalta que para determinar se dois nimeros sdo congruentes médulo
m, nao ¢ necessario comparar seus restos pela divisao euclidiana, basta verificar pela

seguinte proposicao:

Proposicao 3.0.6. Suponha que a,b,m € Z, com m > 1. Tem-se que a =b mod m se, e

somente se, m divide b— a.

Exemplo 3.0.11. 2021 = 19 mod 22, pois 19 —2021 =22 (—91) e 2022 =2 mod 20, pois
2—2022 =20-(—101).

Oler (2012, p.29-30) apresenta os critérios de divisibilidade por 2, 3 e 5 da seguinte
maneira: "Um nimero ¢ divisivel por 2 se o algarismo da unidade é divisivel por 2. Um
numero é divisivel por 3 se a soma de seus algarismos é divisivel por 3 e por fim, um

nimero é divisivel por 5 se o algarismo da unidade é 0 (zero) ou 5."

Exemplo 3.0.12. 2010 ¢ divisivel por 2, 3 e 5. E divisivel por 2 pois seu dltimo algarismo
é divisivel por 2, é divisivel por 3 pois 2+0+1+0 =23 que é maltiplo de 3, e € divisivel

por 5 pois seu ultimo algarismo é o 0 (zero).
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4 NUMEROS REPUNIDADES

Os nimeros repunidades representam um subconjunto proprio dos niimeros inteiros
nao negativos, denotado por R1, que apresenta um padrao e algumas propriedades bem
definidas as quais despertam o interesse de matematicos no decorrer do tempo. De acordo
Carvalho e Costa (2015) o termo repunidade, em inglés repunit, foi utilizado primeiramente
por Beiler em seu trabalho Recreations in the Theory of Numbers: The Queen of Mathema-
tics Entertains em 1964, referindo-se aos niimeros naturais R,, que sdo escritos de maneira
unica, no sistema de numeracao decimal pela repeticdo da unidade, ou seja, a justaposicao
do algarismo 1, n vezes. Assim, para todo n >0, R1 ={1, 11, 111, 1111, ..., R,,...}
representa o conjunto dos nimeros repunidades. Vista sua defini¢do, podemos afirmar que
todos os nimeros repunidades sao monodigitos, uma vez que segundo Costa e Santos (2022,
p.47): "Um ndmero natural ndo nulo formado pela repetigdo do mesmo digito (algarismo)
é denominado monodigito, num sistema numérico posicional e numa base b > 1 fixada ".
Santos (2019) mostra que um nimero repunidade na base decimal e seu sucessor podem
ser representados das seguintes maneiras: para todo n € N*, temos que R, = 107;_1 e
Rpt1=10"+R,,.

Sobre o sistema de numeragao posicional na base decimal, temos que segundo Domin-
gues (1991, p.34): "Todo ntimero n é um polindmio, n = ag+ a1 -104az-10?+---+a, - 107,
onde r >0eosa; €{0,1,2,...,9}(i=1,2,...,r) estdo univocamente determinados."Além
do sistema de numeracao decimal, existem outros sistemas de numeracao ou base, dentre
eles o sistema de numeracao binario ou base 2, que é de importancia para as areas abarcadas
pela engenharia da computagao e ciéncia da computagao. No sistema de numeracao binério,
existem apenas dois algarismos, que sao 0 e 1, e qualquer niimero nimero inteiro nessa
base é escrito com uma intercalacdo entre esses dois algarismos. A caracteristica comum

entre qualquer sistema de numeracao de base b > 1, é que todos sao sistemas posicionais.

Mediante o estudo de Beiler na tematica, surgiram muitos resultados sobre os niime-
ros repunidades, apds estudos sobre esses nimeros, Snyder (1982) propds a generalizagdo
das propriedades aritméticas existentes dos niumeros R, para qualquer base numérica
inteira b > 1, em que (Ry,), = %, que ficaram conhecidos como repunidades generalizados
ou repunidades para uma base b, dessa forma os conceitos aritméticos determinados aos
numeros repunidades no sistema de numeracao decimal foram ampliados para qualquer
base numérica inteira, em que b > 1. Veja que (R3) = (111)g = 22 +2' 429, enquanto que
(R3)5 = (111)5 = 52 + 51 + 50,

As proposigoes dispostas neste capitulo sobre os niimeros repunidades sao divididas
em alguns dos resultados ja conhecidos anteriormente a realizagao dessa pesquisa, bem

como proposicoes inéditas no tocante a sua demonstragao generalizada em uma base
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numérica b > 1.

4.1 Alguns Resultados na Base Decimal

A préxima proposicao é encontrada em Yates (1978, p.24):

Proposicao 4.1.1. Nao existe repunidade na base decimal, que seja multiplo de 2 e 5.

Demonstragao: Para todo n >0, R, =11...11 = (2¢+1) impar, implica que
n vezes
R, =1 mod 2. Do mesmo modo R, nao pode ser miltiplo de 5, pois seu ultimo algarismo

sempre ¢ 1, e apenas numeros terminados em 0 e 5 sao multiplos de 5.

Proposigao 4.1.2. Se n > 1 é impar, entao 10" + R,,_1 — R,, é um quadrado perfeito.

Demonstracio: Veja que R,_1 — R, = —10""!, logo:
10"+R,_1—R, = 10"—10"""! (10)
= 10" 1 (=1410) (11)
= 10" 1. (3?). (12)

Por hipdtese n é impar, isto é, n =2z + 1 para algum = € N*| assim:
107132 = 10732 = (107)?- 3% = (107 - 3)°. (13)

Exemplo 4.1.1. Vejamos para n =3, n=>5 e n =T respectivamente: 10> + Ry — Ry =
1034+11—111 =302, 10°+ Ry — R = 10°+ 1111 — 11111 = 300% e 107 + Rg — Ry = 107 +
111111 —1111111 = 30002.

4.2 Alguns Resultados Generalizados
A préxima proposicao é descrita em Snyder (1982, p.462):

Proposicdo 4.2.1. Seja uma base numérica b > 1, entdo (R,), =b""1+0" 2+ +b+1
para todo n € N*.

Demonstracao: Vamos provar por inducao em n. A proposicao é valida paran=1,
: _b=1 _ 30 _
pois (R1)y = ;=3 = 0" = (1)s.

Suponhamos agora que (Ry);, = bb_ill =" 140" 2 4 ... + b+ 1 seja valida para

todo n € N*. Devemos mostrar a validade da sentenga para (Ry41)p. Pela hipdtese de

U .
indugao (Ry41)p =0"+ %, sendo assim,

bn - 1 . bn+1*bn+bn*1 bn+1 - 1

(Rp1)o ="+ 35— =" == (14)

fato este que mostra a validade da proposicao.
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Proposigao 4.2.2. Para toda base b>1en >0, (Ry+1)p ¢ dado por: (Ry41)p = (b- Ry, +

1)p.
Demonstracao: Como (Ry,), = bbn_—_ll, entao:
(b"—1) b—1
b- 1 = b 1
(B )y + 1 T (15)
vl —b+b—1
= 16
] (16)
bn+1 -1
= — 17
] (17)
= (Rat1)o. (18)
Exemplo 4.2.1. Na base 2 temos: 2-(Ry)y+1=2- (221_‘11) +221=2.141=(11)2 = (Ra)>

2 (Ro)y+1=2-2=1 4+ 221 —9.341 = (111), = (Ry)s.

Proposicao 4.2.3. Para toda base b > 1, duas repunidades consecutivas sao coprimos.

5 e Qi _ b1 _ byt L
Demonstragao: Sejam (Ry,), = % € (Ru41)p = >5—1, portanto pela proposigao

anterior, (Rp+1)p = (b- Ry + 1) para todo n > 0.
Sabemos que dois niimeros a,b sdo coprimos se (a,b) = 1, vejamos: (R, Ry+1)p =

(Rp,1)p = (1)p. Sendo assim, duas repunidades consecutivas sempre sao coprimos.

Exemplo 4.2.2. Verificando para duas repunidades da base 3, (Ra022)3 € (Ra023)3, 0 mdc
entre eles é: (R2023,R2022)3 = (3 - Rogoa + 1, 1)3 = (1)3.

Proposicao 4.2.4. Para toda base b > 1, e para quaisquer kK >0 e n >0, se n é miltiplo
de k , entdao (Ry), € multiplo de (Ry)p.

Demonstracgao: Sendo n = kq, temos :

b —1  (b—1)- (bRl 4 1)
b—1 (b—1)

L R (20)

(Rig)p = (19)

O que implica que é valido para qualquer base b.

Exemplo 4.2.3. Vejamos para n=3 en=3-2=06 na base 5 respectivamente: (R3)5 =
531 _ (5=1)-(5%+5'4+5%) _ 2, =1, =0 o551 (5-1)-(5°+5 45345245145 5
ol BEDGTSH5) _ 52 4 514 50 ¢ (Rg)s = S=f = LTSS ) =554
54+ 53 452451 +50 =52 451 150 (125 +-1) = (R3)5 - (1001)s5.

2
Proposigao 4.2.5. Para toda base b > 1, (R3),+b= [(Rg)b} .
Demonstracao: Reescrevendo a relagdo em termos da base b, temos:
(R3)p+b = (VP +b+1)+0b (21)
= b*+2b+1 (22)
= (b4+1)2 (23)
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Observemos que (R2)p = b+ 1, entao realizando a substitui¢do na equagao obtemos (R3)p+
b= [(Ra)s)*.

Exemplo 4.2.4. Vejamos para b=3 e b=>5 respectivamente: (Rg)3+3 = (111)3+3 =
(3243+1)+3=3242-3+12=(3+1)2=(121)3 = (112)3 = [(R2)3)? e (R3)5+5 = (111)5+
5=(5245+1)+5=5242-54+12 = (5+1)% = (121)5 = (11%)5 = [(R2)5]*.

3
Proposigao 4.2.6. Para toda base b > 1, (Ry4)p+2b- (R2)p = {(Rg)b} .

Demonstracao: Reescrevendo a relagdo em termos da base b, temos:

(Ry)p+2b-(Ra)y = DP+b*+b+1+2-(b+1)-b (24)
= B4 +b+1+2-(b*4D) (25)
= Vb +b+1+20%+2b (26)
= V430 4+3b+1 (27)
= (b+1)3 (28)

Observemos que (R2), = b+ 1, entdo realizando a substituigdo na equagao obtemos (Ry4)p+

20~ (Ra)p = [(Ra2)p)’-

Exemplo 4.2.5. Vejamos para b =3 e b =15 respectivamente: (Ry)3+2-3-(R2)3 =
(1111)34+6-(11)3 =33 +324+3+14+6-(3+1)=33+3-32+3-3+1=3+1)3 =[(Ra)3]% ¢
(Ra)5+2-5-(R2)5 = (1111)5+10- (11)5 =53 +524+5+1+10-(5+1) =53 +3-52+3-5+1 =
(5+1)% = [(R2)s]".

Proposigao 4.2.7. Para todo b>1en >0, b"+1 divide (Rap)p.

Demonstragao: Reescrevendo (Ray,), como produto de dois fatores, temos que:

omn 2n _ 12n n\2 _ (1n)2
(Ros — bb—ll b b_i _(® >b—§1 ) (29)
_ —1b)_‘(1” Y Ry (0" 1), (30)

Exemplo 4.2.6. Vejamos paran=1 en =2 na base 7 respectivamente: (Ra.1)7 = (R2)7 =
(R1)7- (7' +1) = (1)7- (11)7 = (11)7, se (11)7 € fator de (Rs)7, entio ele divide (Rg)r.
(R2.2)7 = (R4)7 = (Ra)7 - (72 +1) = (11)7-(101)7 = (1111)7, se (101)7 € fator de (R4)7,
entao ele divide (Ry4)7.

Proposigio 4.2.8. Para toda base b>1en >0, b?" +b" 41 divide (R3,)p.

Demonstragao: Reescrevendo (Rsy,); como produto de dois fatores, temos que:

bSn -1 b3n o 13n

Banly = 7 =53 (81)
B (bn)3_(1n)3 B (bn—l)-(an—i—bn—f—l)
B b—1 b—1 (32)

= (Rp)y- (B 40" +1). (33)
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Exemplo 4.2.7. Vejamos para n =1 e n =2 na base 7 respectivamente: (Rs.1)7 =
(R3)7 = (R1)7- (7> +7+1) = (1)7-(57) = (1)7- (111)7 = (111)7 = (R3)7 e (R3.2)7 = (Rg)7 =
(Ro)7- (74472 +1) = (11)7-(10101)7 = (1111111)7.

Proposicio 4.2.9. Para todo n > 0, (R2)er é um Ntmero de Fermat na base 10.

Demonstraciao: Em geral (R2), = bbi—’ll, assim:

(22”)2 -1 (22")2 o 12

22" _1)(22" 41 "
_ | 22,3(_1 ) _ g2 +1. (35)

Exemplo 4.2.8. Vejamos para n =0 e n =1 respectivamente: (Rg)y0 = (R2)2 = 2l 420 —
92’ +1=23, 3 é o primeiro numero de Fermat na base decimal, e denotamos por Fy=3.
(R2),01 = (R2)s= AL 440 =22 1= 5, & € o sequndo nimero de Fermat na base decimal,

e denotamos por Fy =5.

Proposigao 4.2.10. Seja (Ry)ze, com x> 1e ¢>0, (Ry)ze é a soma de n poténcias de x.

Demonstracao: Pelas propriedades de poténcia, temos:

(Rp)os = (29" 4 (2024 42941 (36)
n poténcias
= ("N (@) 42l 19. (37)

n poténcias

Exemplo 4.2.9. Vejamos para n =2, n=3 , 29=2! ¢ 29 = 32 respectivamente: (Rz)s =
21420 e (R3)g= 92491 +9° |
——— —_——
2 poténcias de x 3 poténcias de x
Proposicao 4.2.11. Para toda base b > 1 e n > 0, a diferenca de (Rp+1)p — (Rp)p ¢ a
poténcia enésima de b.

= .. P —1 bn+1_1 .
Demonstragao: Em geral (R,), = 3 ¢ (Rnuq1)p = “5—1, assim:

it -1 -1

(Bn+1)o— (Rn)p = S — (38)
bn+1_1_bn+1 bn—l—l_bn
N b—1 o b—1 (39)
b (b—1)
S S—a— 4
1 (40)

Exemplo 4.2.10. Vejamos paran=1 en =2 na base 5 respectivamente: (R14+1)5— (R1)5 =

1 — 2, —_
(Ra)s — (R1)s = 25 =51 € (Ras1)s — (Ra)s = (Rs)s — (Re)s = "2 =5

Proposigao 4.2.12. Para toda base b > 1 e n > 0, a raiz enésima da diferenca (Ry41)p —
(Ry)p € a prépria base b.
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Demonstragao: Segue da proposicao anterior que (Rp+1)p — (Rp)p = 0", logo:

/(Ros1)p — (Rn)p = Vb7 =b. (41)

Proposicao 4.2.13. Para toda base b >1 e n > 0, a diferenga (Rap+1)p — (Ra2n)p é€ um

quadrado perfeito.

Demonstracao: Em geral (Ra,), = bin__ll e (Ron+1)p = %, assim:
b2n+1 -1 an -1
_ = — 42
(Ron+1)o — (Ran)p - - (42)
b2n+1 _ b2n —14+1
= 4
2n+1 _ 12n 2n (1 _ 1
_ b b _ b (b—1) (44)
b—1 (b—1)
= "= ("2 (45)

Exemplo 4.2.11. Vejamos para n =1 e n =2 na base 4 respectivamente: (Ro.141)4 —

_ Y N C e VT SR _ _
(R21)a = (R3)a— (Re)a = —7— =47 =4° e (Rao1)a— (Ra2)a = (R5)a — (Ra)a =
PR _ y22  (g2)2

1 :

Proposicao 4.2.14. Para toda base b> 1 e n > 0 um ndmero inteiro, " +5"~! é um
multiplo de (R2)y.

Demonstragdo: Para n =1, temos b* + " = b+ 1= (11), = (Ra);. Agora admita
que o resultado é valido para algum inteiro k > 1, ou seja, b¥ + 0¥~ = (Ry); - t, com t

inteiro. Vamos mostrar que o resultado ¢ valido para k+ 1, vejamos:

pEHL gk ptl gkl gk kel (46)
DB = 1) + (Ra)y-q (47)

= b+ D)V Hb—1)+ (Ro)y-t (48)

= (Ro)p(0" ' (b—1)+1) (49)

portanto b**1 + 0¥ = (Ry)y - q, fazendo ¢ = bF~1(b—1) +t.

Exemplo 4.2.12. Vejamos para n=1 e n =2 na base 6 respectivamente: 6! +61~1 =
6-+6%=(11)6 = (11)6- (1) = (Ra)s- (1)s € 62 +62"1 =62 +6! = (110)6 = (11)6- (10)s =
(R2)6-(10)6.

Proposicao 4.2.15. Para toda base b > 1 e n > 0 um ntimero inteiro, b" 1+ b7 + 71 ¢
um miultiplo de (R3)p.

Demonstragao: Vamos provar por indu¢ao em n. A proposigao é valida paran =1,

pois b + b + 10 = (R3)p. Agora admita que o resultado é vélido para algum inteiro k > 1,
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ou seja : BFFTL 4 pk 4 ph—1 = (R3)p-t, com t inteiro.Vamos mostrar que é véalido para k+1,

vejamos:

bk+2+bk+1+bk — bk+2+bk+1_bk71+bk+bk71 (5())
= VL0 - 1) o i (51)
= (=1L 0> +b+1) + (R3)y -t (52)
= (Re)p(0" 1 (b—1)+q). (53)

portanto b2 4+ pF 1 4 bk = (R3),-t, sendo t = b1 (b—1)+¢.

Exemplo 4.2.13. Vejamos para n=2 en =23 na base 2 respectivamente: 2271 42242271 =
23 +22 42 = (1110) = (111)2- (10)2 = (R3)2 - (10)9 e 23+1 423 4 2371 =24 1 23 4 22 —
(11100)2 = (111)2-(100)2 = (R3)2 - (100)2.

Proposicao 4.2.16. Para toda base b>1 e n >0, " divide ((Rn+1)n — (Rn>n> .
b

Demonstracao: Reescrevendo a diferenga pela divisao polinomial, temos:

((Rn+1)n - (R">n> = (Rnﬂ - Rn) ; (54)

b

((Rn+1)"_1 4+ (Rus1)" 2 Ry+-+4 Ryy1- (Ry)" 2+ (Rn)"—1)55)
b

O primeiro fator (Rn+1 — Rn> = 0", logo:

()"~ (1))

=p". <(Rn+1)n1 +(Rps1)" % Ryt Rypgr - (Ro)" 4 (Ra)" !
b
(

b
56)

Sendo b" um dos fatores do produto da diferenca descrita na proposicao, entao o

mesmo ¢ divisor de tal diferenca.

Exemplo 4.2.14. Vejamos para n=1, n=2 e n =3 na base decimal respectivamente:
(Rip1)' — (R)' = (R2)' — (R1)! =101 - (119-19) |, logo 10! ¢ divisor da diferenca Ry —
R1. (R241)? — (R2)? = (R3)? — (R2)? = 10?2 - (111" + 11Y), logo 102 ¢ divisor da diferenca
(R3)?—(R2)?.(R34+1)% — (R3)% = (R4)? — (R3)3 =103 [11112 + (1111-111) + 1112], logo 103
é divisor da diferenca (R4)3 - (R3)3.

Proposicao 4.2.17. Para toda base b > 1 impar e n > 0, (Ra,)p ¢ par na base 10.

Demonstragao: Vamos provar por indugao sobre n. Seja b =2¢+1, com ¢ > 0,

temos entao que b é impar e maior que 1.
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Primeiro Passo - Paran =1

B _ (2¢+1)*—12
(R21))2¢+1 = (Ra)2g+1= 2q+1)—1 (57)
B ((2q+ 1)+ 1) . ((2q—|— 1)— 1) B (2¢+2)-(29) (58)
B 2q N 2q
= 2¢+2=2-(¢+1). (59)
Segundo Passo - Hipdtese De Inducao - Para n = k
(Rok)2g+1 = (2x)10, para x inteiro.
Devemos mostrar que é verdadeiro:
(Ro(k41))2g+1 = 22 (60)
(2q+1)2k+1) —1
= 61
(R2(k+1))2q+1 (2(] + 1) ] ( )
2¢+1)%F - (2¢+1)2 -1
N CARY ;q‘“ S g1 4 240 (62)
(20+1)% (2q+1D)*=1) (29+1)2—1
= + (63)
2q 2q
= (2q+1)%-22+2-(g+1) (64)
= 2-((2¢+1)% 2+ (g +1). (65)

Fato este que demonstra o que queriamos.

Exemplo 4.2.15. Vejamos para b=3 e b=75, ambos para n =2 respectivamente: (R4)3 =
33432 4+34+1=40=2-20, logo ¢ par. (Ry)s =5 +52+5+1=156=2-78, logo ¢ par.

Proposicao 4.2.18. Se b é par, entao qualquer repunidade pode ser escrita como a soma
de dois inteiros consecutivos.

Demonstragao: Queremos provar que (R, )or =a+c , tal que c—a =1, com n > 0,

k>0ea,ceZ. Sejaazg'bb__ll ec:%_bb:11+1

1 - Primeiro vamos mostrar que a e ¢ sao inteiros:

b " —1
aa=—- 66
Seja a 5 31 (66)
Sendo b = 2k, com k > 0, temos que:
2k b —1
a=— 51 =k (B (67)

Sendo k>0 e (Ry), um inteiro ndo negativo, e sabendo que a multiplicac¢ao é fechada
nos inteiros , temos que:

a=Fk-(Rn)y=t (68)



Capitulo 4. NUMEROS REPUNIDADES 34

tal que t é um inteiro nao negativo.

De maneira analoga, temos que:

2k b —1
Seja ¢ = —

- _ 1:]{;' n 1:t ].
SRR s (Ry)p+ + (69)

Sendo ¢ a soma de dois inteiros nao negativos, temos que ¢ é um inteiro nao negativo,

pois a soma é fechada nos inteiros.
2 - Vamos mostrar que a e ¢ sao consecutivos.
Sea=tec=t+1, entdo c—a = (t+1)—t =1, como querfamos mostrar.

3 - Vamos mostrar que sua soma é uma repunidade.

b b"—1 b b"—1

atc = §'b—1+§’b—1+1 (70)
20 -1
- =7 - 1
2 b—1+1 (71)
b —1
= b 1 2
1T (72)
= (Bnt1)p- (73)

Exemplo 4.2.16. Vejamos para b=2, n=1, n=2 e n =3 respectivamente: (Ry)2 =
(D2=(0)2+ (1)2, (R2)2 = (11)2 = (1)2+ (10)2 € (R3)2 = (111)2 = (11)2+ (100)2.

Para finalizar esse subcapitulo, apresentamos um resultado que estabelece uma

relacdo entre os nimeros repunidades e os nimeros suavemente ondulante.

Proposicao 4.2.19. (DOMINGUES,1991, Problema 53) Mostre que (111); | (10101),

para todo b > 1. Escreva o quociente da divisao em termos da base b.

Demonstracgao: Reescrevendo os dois niimeros em termos da base b, temos que:

(10101), = b2+ b2 +1 e (111), = b+ b+ 1, assim : (74)
B +02+1) = (B2 +b+1)- (> —b+1)+0 (75)
(111)y divide (10101),. (76)

4.3 Um Resultado na Base Nonéaria

Proposicao 4.3.1. Toda repunidade na base 9 é um ntimero triangular.

Demonstracao: De maneira geral, uma repunidade na base 9, com n > 0, pode

ser escrita da forma:

(Re= Y"1 1 3" -1 1 (3M%-1 1 3"—1 3n41  FFLH )
MITTRT T2 4 T2 4 T2 2 2 2

N |
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. _3"—1 _ 3"+41
Seja a =5 e b=">5".

1 - Vamos mostrar que a e b sao inteiros.

3"—-1 2-q
a 5 5 =4 (78)

tal que ¢ = a é um inteiro.

b

3"+1 3"—-1 2
—_= = e ]_
9 B +2 q+1 (79)

tal que b é um inteiro, pois a a soma de dois inteiros é um inteiro, mostrando o que

queriamos.
2 - Vamos mostrar que a e b sao consecutivos.

_3Al 31 3 e3tigl 2

bma=— 2 2 9

(80)

portanto sao consecutivos como queriamos mostrar.
3 - Vamos mostrar que qualquer repunidade na base 9 ¢ um ntimero triangular.
Sabendo que b—a =1, entdo b =a+ 1, logo substituindo a em (Ry,)g, temos:

3"—1 3"41
. . 1
(Ry)g = —2 5 2= ¢ (a;— ) com a € N. (81)

Provando que qualquer repunidade na base 9 é um ntimero triangular.

Exemplo 4.3.1. Vejamos os dois primeiros casos de repunidade na base 9, para n =1
) 312—14312+1 2.4 19 322—1.322+1 45
e n =2 respectivamente: (Ry)g = 252~ = %% = 5° e (R2)g = —252— = 3%, que de

fato sao numeros triangulares por defini¢do.
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5 PROPOSTA DE ATIVIDADES

Neste capitulo apresentamos cinco propostas de atividades sobre as repunidades,
motivados pelo trabalho de Toumasis (1994). Como ja descrito no segundo capitulo, a
estrutura de formulagao e respostas dos problemas propostos é pautada pelo Método de
Resolugao de Problemas de Polya (1995), e pela BNCC (BRASIL, 2018) enquanto objetivos
e competéncias a serem alcangados por meio da resolucao dos problemas apresentados
neste. Nos problemas de nivel fundamental, citamos as unidades teméticas e as habilidades
relacionadas, ja nos problemas de nivel médio citamos apenas as competéncias relacionadas.
As unidades temédticas, habilidades e competéncias da BNCC (BRASIL, 2018) utilizadas

estao descritas no capitulo 2.

5.1 Problema 1

Nivel: Ensino Fundamental e Ensino Médio;
Unidades Temadticas do Ensino Fundamental Relacionadas: Ntimeros e Algebra;

Habilidades do Ensino Fundamental Relacionadas: (EFO6MAO1), (EFO6MA02),
(EFO6MAO03), (EF06MAO04), (EFOTMAOL), (EFOTMA03), (EFOSMAOL), (EFO7TMA13),
(EFO7MA14), (EFOTMA16), (EFOSMAO6) e (EFOSMA11).

Competéncias do Ensino Médio Relacionadas: Competéncia 3 e Competéncia 4.

1 - Considere o nimero (Ry), = (11..11), = blj_—’ll, para todob>1en>1.
—_———

n algarismos

(a) Mostre que R,4+1 — R, = 10", para todo n > 1.

Uma proposta de resolucao:

12 Etapa - Compreensao do Problema

* O que se procura? Qual é a incdgnita?

-Devemos mostrar que R, +1 — R, = 10", para todo n > 0.

* Quais sao os dados?

R = 11..11 e R,= 11..11
n+1 n
n+1 algarismos n algarismos

* Qual é a condicionante ? O que pode influenciar a incégnita?
- As poténcias de dez obtidas pela diferenca.

22 - Etapa - Estabelecimento de um Plano
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Um primeiro passo interessante seria verificar alguns casos particulares, para n =

1,2,3...

Ry— Ry =11-1=10%
Ry — Ry =111—11=10%
Ri—R3=1111—11=10%

Ry+1— R, = 10", é possivel?

3% Etapa - Execucao do Plano

10"—1

Sabemos que R, = ~5—, assim:
ot -1 10m -1
Rn+1 - Rn = 9 - 9
~o10mtt—1-10"+1 10"t 10"
B 9 B 9
10" (10 —1)

= ——————~2=10"=10-10-10...10- 10.

9

n vezes

42 Etapa - Retrospecto

(82)
(83)
(84)
(85)

(86)
(87)

(88)

A definicao de poténcia de expoente natural é o resultado da multiplicagdo de um

numero por si mesmo uma certa quantidade de vezes, e é justamente isso que vimos na 3*

Etapa.
(b) Mostre que (Rp+1)p — (Rn)p = 0", para todob>1en > 1.
Uma proposta de resolucao:
12 Etapa - Compreensao do Problema
* O que se procura? Qual é a incdgnita?
- Devemos mostrar que (Ry+41)p — (Rn)p = 0", para todo n > 1.

* Quais sao os dados?

(Rn+1)b = (11..11)() (S (Rn)b = (11..11)b .
—— ———
n+1 algarismos n algarismos

* Qual é a condicionante? O que pode influenciar a incognita?
- A enésima poténcia de b obtida pela diferenca.

2% Etapa - Estabelecimento de um Plano
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Um passo interessante é verificar alguns casos particulares, para n =1,2.3, ...

(R2)y— (R1)y = (11)p— (1)p = (10)p =b'-14+8°-0=0;  (89)
(R3)y — (R2), = (111) — (1) = (100) = b*-14+-b1-0+8"- 0 = b?; (90)
)b — (91)
(92)

(R4), — (R3), = (1111) — (111) = (1000), = b% - 1+b*- 0+ -0+ -0 = b°.

(Rn+1)b - (Rn)b =0",¢é possivel?

3% Etapa - Execucao do Plano

Sabemos que (Ry,)p = bg:—’l, assim:
prtl—1 -1
(Bne)o = (Bn)y = ——— =77 (93)
pv—1—p 1 bn—|—1_bn
= = 4
b—1 b—1 (94)
T
(b—1
= M:b”:b-b-b....b-b. (95)

n vezes

4% Etapa - Retrospecto

Assim como na letra a, temos que a definicdo de poténcia de expoente natural é o
resultado da multiplicagdo de um ntimero por si mesmo uma certa quantidade de vezes, e

é justamente isso que vimos na 3% Etapa.

5.2 Problema 2

Nivel : Ensino Fundamental e Ensino Médio;
Unidade Teméticas do Ensino Fundamental Relacionadas: Ntmeros e Algebra;

Habilidades do Ensino Fundamental Relacionadas: (EFO6MAO1), (EFO6MA02),
(EFO6MAO04), (EF06MAO5), (EFOTMA03), (EFOTMAO04), (EFOSMAOL), (EFO7TMA13),
(EFO7MAL15), (EFOSMAO6) e (EFOOMAQ9).

Competéncias do Ensino Médio Relacionadas: Competéncia 3 e Competéncia 5.

__b2n+1_1

2 - Considere os niimeros (Rop 1)y = (11.11), =Z5——e(Ro)p= (11..11), =
—— ——
2n+1 algarismos 2n algarismos
2n
bb:117 paratodob>1en > 1.

(a) Mostre que Ra,t1 — Ray, é um quadrado perfeito, para todo n > 1.
Uma proposta de resolucao:
1# Etapa - Compreensao do Problema

x O que se procura? Qual é a incégnita?
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— Devemos mostrar que Ro,+1 — Rop = xQ, para algum z natural.

x Quais sao os dados?

R = 11..11 e Rop = 11..11
2n+1 2n
2n+1 algarismos 2n algarismos

x Qual é a condicionante? O que pode influenciar a incégnita?
— O quadrado perfeito obtido pela diferenca.
2% Etapa - Estabelecimento de um Plano

Observemos que:

R = 11..11 e Ry = 11..11
2n+1 2n
2n+1 algarismos 2n algarismos

Uma boa estratégia ¢ testar alguns casos particulares, para n =1,2,3,...

R3— Ry =111 —11 =100 = 10%, (96)

Rs— Ry =11111—1111 = 1000 = 10%; (97)

R7— Rg = 1111111 — 111111 = 1000000 = 10°. (98)
(99)

Roni1 — Rop = 10%".Como determinar essa relacao?

3% Etapa - Execucao do Plano

10"—1

Sabemos que R, = “5—, assim:
102t —1 107" —1
Ron1— Rap 5 S (100)

1 2n+1 _ 1 __ 1n2n 2n+1 _ 1n2n

_ 0 1-10 +1:10 10 (101)

9 9

1027 (10— 1

= <9 ):102”:(10”)2. (102)

42 Etapa - Retrospecto

Note que a definicao de quadrado perfeito afirma que um nimero natural y é

quadrado perfeito, se existe z, tal que 22 = 1. Veja que, se o expoente de um ntimero for
par, entdo ele é um quadrado perfeito, pois 2% = (2¥)2.

(b) Mostre que (R2p+1)s — (Ran)p € um quadrado perfeito, para todo b>1en > 1.
Uma proposta de resolucao:

12 Etapa - Compreensao do Problema

x O que se procura? Qual é a incégnita?

— Devemos mostrar que (Rap11)p — (Ron)p = (72),, para algum x natural.
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x Quais sao os dados?

(Ropsi o= (11.11)y e (Rop)y= (11..11),
—— —
2n+1 algarismos 2n algarismos

x Qual é a condicionante? O que pode influenciar a incégnita?
— Os quadrados perfeitos obtidos pela diferenca.
2% Etapa - Estabelecimento de um Plano

Observemos que:

(Ront1)p = (11..11), e (Ron)p= (11..11),
—— ——
2n+1 algarismos 2n algarismos

Uma boa estratégia, serd realizar alguns testes em casos particulares, para n =

1,2,3... Vejamos alguns casos:

(Ra)p — (R2)p = (111), — (1) = (100), = (10°);;
(Rs)p— (Ra)p = (11111)5 — (1111) = (1000), = (100%) = (10*);;
(R7)y — (Rg)p = (1111111), — (111111), = (1000000);, = (1000%), = (10%),,.

(Rani1)p — (Ran)s = (10*),.Como determinar essa relacio?

3% Etapa - Execucao do Plano

3
Sabemos que (Ry), = %, assim:

an—H -1 b2n -1

(Ron+41)p — (Ron)p

b—1  b—1
b2n+1_1_b2n+1 an-l—l_bZn
- b—1 T -1
p*-(b—1) 2
— = =" = (")~
Pl (6")

42 Etapa - Retrospecto

(103)
(104)
(105)
(106)

(107)
(108)

(109)

Note que a definicdo de quadrado perfeito aplicado em b > 1, nos diz que um

ntimero natural (y), é quadrado perfeito, se existe (z)p, tal que (22), = (3),. Veja que, se

0 expoente de um ntimero for par, entdo ele é um quadrado perfeito, pois (22%), = [(2¥)2],

como visto na 3 etapa.

5.3 Problema 3

Nivel: Ensino Médio;
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Competéncias do Ensino Médio Utilizadas: Competéncia 3 e Competéncia 5.

3 - Mostre que qualquer repunidade pode ser escrita como a soma de dois inteiros

consecutivos, se sua base é par.
12 Etapa - Compreensao do Problema
* O que devemos mostrar? Qual é a incdgnita?

- Devemos mostrar que (Rg)o, =2+, tal que y—x =1, com (k,n) >0 e (z,y)

pertencente aos inteiros.

* Quais sao os dados?

(Ri)on = x4y, tal que y—xz =1.

* Qual é a condicionante? O que pode influenciar a incégnita?
- Os nuimeros inteiros consecutivos z e y, tal que (Rg)o, =2 +y.
2% Etapa - Estabelecimento de um Plano

Vamos testar alguns casos particulares

(R1)21=(0+1)2 = (1)g; (110)

(R2)2.2=(2+3)a=(11)4; (111)

(Rs)a.3 = (33+34)6 = (111)g; (112)

(Rs)a.q = (4444 + 4445)g = (11111)s. (113)

Portanto, (Rx )2, = = +y,tal que y —x = 1,6é verdade? (114)

3% Etapa - Execucao do Plano

b b1 _ b b1
Sejar=g-F5 ey=g5 35 +1L

Primeiro iremos mostrar que x e y sao inteiros.

Por hipétese b= 2n, com n > 0, logo:
x =22 (Rg)on =n- (Rg)2n. n é um nimero natural e (Ry)2, também ¢, como a

multiplica¢do é fechada nos naturais, entdo x = n - (Rj)2, € natural, logo x é inteiro.

Seguindo o mesmo raciocinio, temos que y é igual a:
y=n-(Rg)on+1. (115)

Como n - (Ry)2y é natural e 1 também é natural, logo n- (Ry)2, + 1 é natural, visto que a
adigao nos naturais é fechada, e por fim temos entao que se y = n-(Rg)2, + 1 é natural,

entao y é inteiro. Portanto provamos que x e y sdo inteiros. Agora iremos mostrar que e
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Y sao numeros consecutivos.

b bk —1 b bk —1
-—r = — ——41—=-— 11
O A T H s R (116)
b oF—1 b bF—1
= - —— - ——+1=1. 11
2 b—1 2 b—1+ (117)
Se a diferenca entre dois niimeros é 1, entao esses nlimeros sao consecutivos.
Por fim iremos mostrar que a soma de x +y é uma repunidade.
b k-1 b bF—1
= - —— 4 (= ——+1 11
vy = 5y TG Y (L18)
b bk —1 bk —1
= 2.(=. 1=5%- 1 11
(2 b—l>+ b b—l+ (119)
bk+1_b bk+1_b+b_1
= 1= 12
o1 b1 (120)
bk—l—l_l

4% Etapa - Retrospecto

Observe que queriamos mostrar que qualquer repunidade em uma base par pode

ser escrita como a soma de dois inteiros consecutivos, e foi isso que mostramos na 3% etapa.

5.4 Problema 4

Nivel: Ensino Médio;

Competéncias do Ensino Médio Relacionadas: Competéncia 3 e Competéncia 4.

4 - Considere os nimeros (Ry), = (11..11), = b;_—’ll e (Rpr1)p=(11..11), =
—— ——
n algarismos n+1 algarismos

n+1
bb_l_l, para todo b>1en > 0.

(a) Mostre que log(Rp4+1 — Ry) =n, para todo n > 0.

Uma proposta de resolugao:

1# Etapa - Compreensao do Problema

* O que devemos mostrar? Qual é a incdgnita?

- Devemos mostrar que log(Ry+1 — Ry,) =n, para todo n > 0.

* Quais sao os dados?

R = 11..11 eR,= 11.11
n+1 n
n+1 algarismos n algarismos

* Qual é a condicionante? O que pode influenciar a incégnita?
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- O logaritmo natural obtido dessa relacao.
2% Etapa - Estabelecimento de um problema

Observemos que o logaritmo de um niimero b, na base a, é o expoente ¢ ao qual é
poténcia de a para resultar no valor b. Podemos representar um logaritmo simbolicamente

como sendo:

logeb = c < a =0b, em que a = base , b = logaritmando ou argumento e ¢ = logaritmo.

Sabendo a definicao de logaritmo, um possivel caminho para a solucao é testar

alguns casos particulares, para n=1,2,3,...

log(Ro — Ry) =log(11—1) =log(10) = 1; (122)
log(Rs — Rg) = log(111 —11) = log(100) = 2; (123)
log(Ry — R3) = log(1111 — 111) = log(1000) = 3. (124)
log(Rp+1 — Ry) =n, é possivel? (125)
32 Etapa - Execucao do Plano
Sabemos que R, = 107;_1, assim:
ot -1 10" -1
Roy1— Ry, = g (126)
10"t —10" 10" (10—1
Y - 0" _ 10 (90 ) _1on (127)

Portanto, chegamos a conclusdao de que log(Ry+1 — Ry) = log(10™) = n, por defini-
Gao.
42 Etapa - Retrospecto

Observemos que Ry, — Ry, = 10" e log(10™) = n, por defini¢do, portanto nosso

problema esta provado como queriamos.
(b) Mostre que logb((RnH)b — (Rn)b) =n, para todo b>1en>0.
Uma proposta de resolucao:
12 Etapa - Compreensao do Problema
* O que devemos mostrar? Qual é a incdgnita?
- Devemos mostrar que logb((RnH)b — (Rn)b) =n, para todo n > 0.

* Quais sao os dados?

(Rn—i—l)b = (11--11)11 (& (Rn)b = (11..11)b .
— —
n+1 algarismos n algarismos
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* Qual é a condicionante? O que pode influenciar a incognita?
- O logaritmo natural obtido dessa relacao.
2% Etapa - Estabelecimento de um Plano.

Observemos que o logaritmo de um niimero b, na base a, é o expoente ¢ ao qual é
poténcia de a para resultar no valor b. Podemos representar um logaritmo simbolicamente

como sendo:

logeb=c< a =0, em que a = base , b = logaritmando ou argumento e ¢ = logaritmo.

Sabendo a defini¢do de logaritmo, outro passo interessante é testar alguns casos

particulares, para n=1,2,3, ...

logy([Ralp — [Ra]p) = logy([b+ 1] — 1) = logy(b) = 1; (128)
lOgb([Rg,]b — [RQ]b) = logb([b2 +b+ 1] — [b—{— 1]) = logb(bQ) =2 (129)
logy([Ra]p — [Ra]p) = logp([b> +b* + b+ 1] — [b? + b+ 1]) = logy(b*) = 3. (130)
logy([Rn+1]p — [Rn)s] = n, € possivel determinar? (131)
3% Etapa - Execucao do Plano
Sabemos que (Ry), = bl::—_ll, assim:
A |
(RnJrl)b - (Rn)b - b—1 - b—1 (132>
bn—|—1_bn bn(b_l) "
= 1 = 1 =0b". (133)

Portanto, chegamos a conclusdo de que logb([RnH]b — [Rn}b) = logy(b") = n, por

definicao.
42 Etapa - Retrospecto

Observemos que [Ry+1]p — [Rn]p =" € log(b™) = n, por defini¢do, portanto nosso

problema esta provado como queriamos.

5.5 Problema 5

Nivel: Ensino Médio;
Competéncias do Ensino Médio Relacionadas: Competéncia 3 e Competéncia 5.

. 7 7’ /7 g
Na base decimal um ntmero de Fermat é um ntmero da forma Fj, =22 +1, para

n > 0. Os trés primeiro nimeros Fermat, sao: 3,5,17, respectivamente para n = 0,1, 2.

5 - Seja (R2)p, determinar b, tal que (R2), seja um nimero de Fermat na base

decimal.
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Uma proposta de resolucao:

12 Etapa - Compreensao do Problema

* O que devemos mostrar? Qual é a incégnita?

- Devemos mostrar que (Rg), é um ntimero de Fermat na base decimal.
* Quais sao os dados?

-F,=2""4+1e (Ry)y parab>1en>0.

* Qual é a condicionante?

- Os niimero de Fermat obtidos da relagao com (Ra2)p.

2% e 3* Etapas - Estabelecimento e Execucao do Plano.

Como (Ra)y =1-b+1. Queremos determinar b , tal que 1-b+1=1-22" +1.
42 Etapa - Retrospecto

Ve / . ~ 7z 7/ n
Portanto, concluimos que a tinica solucao possivel é a base b= 22", para todo n > 0.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho apresentamos nosso estudo acerca dos niimeros repunidades em uma
base b > 1, atentos para possiveis aplicagoes dos resultados obtidos, seja no contexto de
ensino ou em outras areas de conhecimento. Para além dos resultados obtidos, buscamos
elaborar cinco propostas de atividades para a educacao basica abrangendo os ntimeros
repunidades, pautando-as pelo Método de Resolugao de Problemas de Polya (1992) e pela
BNCC (BRASIL, 2018).

Quanto aos objetivos estabelecidos para nosso estudo-pesquisa, generalizamos
algumas propriedades existentes das repunidades na base decimal para uma base b > 1.
Com o resultado dos nossos estudos na tematica, elucidamos que é provavel a existéncia

de novos resultados das repunidades que possam vir a ser determinados no futuro.

Os problemas propostos tem como objetivo apresentar e incentivar os estudantes da
educacao basica a estudarem Matematica por meio da resolucao de problemas, tendo como
objeto de estudo as repunidades. Uma vez que os mesmos consigam resolvé-los, espera-se
que também sejam capazes de resolver problemas fora do escopo das repunidades. Desta
maneira, buscamos mostrar uma estratégia para o ensino de Matematica por meio da
resolucao de problemas na educacao béasica, com enfoque nos niveis de escolaridade dos

anos finais do ensino fundamental e ensino médio.

Esse estudo ¢ justificado por dois fatores, sendo o primeiro o incentivo ao estudo
da Matematica por meio da Resolucao de Problemas dos ntimeros repunidades, além do
fato que essa pesquisa possui aplicabilidade que pode ser de interesse em outras areas de
pesquisas, uma vez que os resultados fazem parte do espectro da Teoria dos Nuimeros, que

por sua vez possui aplicabilidade em outras areas de conhecimento.
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