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RESUMO

O presente trabalho tem como foco principal a resolucéo de sistemas de congruéncias lineares
envolvendo numeros primos entre si. Ao abordar a problemaética, o estudo se aprofunda em uma
analise histdrica detalhada do Teorema Chinés do Resto, uma poderosa ferramenta matematica
com raizes histéricas profundas na China antiga. Assim, exploramos sua formulagdo e
propriedades, enfatizando a sua aplicacdo na teoria dos numeros, exemplos praticos sdo
apresentados para ilustrar como o Teorema Chinés do Resto pode ser usado para resolver
problemas de congruéncia modular. O estudo contribui para uma compreensdo abrangente do
significado deste teorema na teoria matematica e suas implicagcfes préticas.

Palavras-chave: Divisibilidade, Numeros Primos, Congruéncia, Teorema Chinés do Resto.



ABSTRACT

The main focus of this work is the resolution of linear congruency systems involving prime
numbers. In addressing the issue, the study delves into a detailed historical analysis of the
Chinese Remainder Theorem, a powerful mathematical tool with deep historical roots in ancient
China. Thus we explore its formulation and properties, emphasizing its application in number
theory, practical examples are presented to illustrate how the Chinese Remainder Theorem can
be used to solve modular congruence problems. The study contributes to a comprehensive
understanding of the meaning of this theorem in mathematical theory and its practical
implications.

Keywords: Divisibility, Prime Numbers, Congruence, Chinese Remainder Theorem.
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1 INTRODUCAO

Possivelmente o Teorema Chinés do Resto teve seus primeiros aparecimentos em
alguma aplicagdo prética e veio evoluindo ao longo da historia, de maneira semelhante a varios
problemas famosos na Matematica.

E relatado que na antiguidade os generais chineses frequentemente utilizavam métodos
criativos para contar suas tropas ap0s uma batalha e descobrir o numero de soldados que haviam
perdido. Um desses métodos envolvia organizar as tropas sobreviventes em formacoes
especificas e, em seguida, contar quantas formagcfes completas poderiam ser criadas. Esse
método era uma maneira eficaz de estimar o nimero de tropas restante. Assim, se um general
tivesse um certo nimero de soldados e quisesse determinar quantos deles sobreviveram a uma
batalha, ele poderia ordenar que eles se alinhassem em fileiras com um certo nimero de
soldados ndo alocados para formacéo completa, isso indicaria 0 nimero aproximado de tropas
perdidas.

Como exemplo, considere que um general chinés dispunha de 1700 tropas ao inicio da
batalha. Ao final da batalha ele deseja saber o nimero de tropas que havia perdido. Desta forma
ele ordenava que suas tropas se alinhassem em fileiras, primeiro que se dispusessem de 5 em 5,
assim sobraram 3 soldados, em seguida que se alinhassem de 6 em 6, assim sobraram 4
soldados, e por ultimo que se alinhassem de 7 em 7, e dessa maneira sobraram 5 soldados.
Diante disso, a questdo que ficava era: quantas tropas lhe restaram afinal?

Embora ndo exista evidéncia definitiva que confirme, é provavel que problemas
semelhantes tenham ocorrido na China antiga ou em outras civilizagGes.

A resolucdo desse tipo de problema pratico se tornou possivel gracas ao
desenvolvimento do Teorema Chinés do Resto. Esse teorema é um resultado fundamental na
teoria dos numeros e tem suas raizes na antiga China. Foi desenvolvido para resolver problemas
relacionados a sistema de congruéncias lineares. Ele fornece uma maneira sistematica de
encontrar uma solucdo Unica para esses sistemas quando os modulos envolvidos s&o primos
entre si.

Acredita-se que o teorema tenha sido desenvolvido por matematicos chineses em
diferentes momentos ao longo da historia, mas a atribuicdo mais comum é de Sun Zi Suanjing
durante os primeiros séculos entre 280 d.C a 483 d.C. Sun escreveu um livro chamado “Manual
de aritmética do Sol”, que inclui trés se¢des, e exatamente na terceira e ultima encontram-se 36

problemas aritméticos sendo utilizado pela primeira vez o teorema a partir do vigesimo sexto
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problema. Essa secdo € considerada uma das primeiras apresentacdes registradas do Teorema
Chinés do Resto.

O Teorema é frequentemente associado a historia chinesa do transporte de mercadorias,
onde a ideia era dividir grandes quantidades de itens em pacotes menores para facilitar o
transporte. Assim, através do teorema era permitido calcular quantos pacotes de diferentes
tamanhos seriam necessarios para transportar a mercadoria total de maneira eficiente.

A formulacdo do Teorema Chinés do Resto foi se desenvolvendo no decorrer dos
séculos por matematicos ocidentais como Carl Friedrich Gauss, que contribuiu para a teoria dos
nameros e desenvolveu métodos mais abstratos de demonstracao.

Uma frase muito dita por ele é: “A matemética é a rainha das ciéncias: a aritmética é a
rainha da matematica” (Gauss, 1777-1885).

Em sua obra Disquisitiones arithmeticae (InvestigacGes aritméticas), Gauss introduz a
noc¢do de congruéncia e, ao fazé-lo, agregou a teoria dos numeros. Iniciando seu prefacio com
o seguinte enunciado: “As investigacdes contidas neste volume pertencem a parte da
Matematica que trata dos ndmeros inteiros, por vezes, fra¢cdes, mas nunca de irracionais”
(Gauss, 1801, p.7 apud Picado, 2021,p.5).

O principal objetivo deste trabalho consiste em determinar solugbes para sistemas de
congruéncias lineares, sob condicdes especificas relacionadas aos nimeros primos. As questdes
norteadoras do nosso estudo s@os: Como encontrar solugdes de um sistema de congruéncias
lineares? Quais as condicdes suficientes para descrever tais solu¢es?

A escolha do tema justifica-se pelo fato do Teorema Chinés do Resto ser um assunto
relevante dentro da teoria dos nimeros, sobretudo na resolugédo de problemas de congruéncias
lineares e de estudar restos da divisdo entre inteiros. Este trabalho se torna também uma forma
de introduzir e detalhar a teoria de divisibilidade dos nimeros inteiros, trazendo sempre que
possivel exemplos diversos.

Nos dias de hoje, o Teorema é frequentemente introduzido em cursos avangados de
matematica, especialmente em disciplinas relacionadas a teoria dos numeros, algebra abstrata
e criptografia.

Desta forma, este trabalho estd dividido em mais dois capitulos. No Capitulo 3,
abordaremos sobre os conceitos preliminares do teorema, que sdo: Divisibilidade, Divisdo
Euclidiana, Maximo Divisor Comum, Algoritmo de Euclides, Equagdes Diofantinas Lineares,
Numeros Primos e Congruéncia Linear. No Capitulo 4 finalizamos com a apresentacao e a

demonstracdo do Teorema Chinés do resto e alguns exemplos praticos.
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2 CONTEXTO HISTORICO

No século 111, um dos problemas mais antigos relacionados a restos foi identificado em
um manuscrito chinés intitulado "Sun-Tsu Suanjing" (Manual de Aritmética do Mestre Sun),
cuja autoria permanece desconhecida. Este problema histérico resultou na formulacdo da
ferramenta conhecida como o Teorema Chinés do Resto, projetada para solucionar questdes
que envolvem restos, como exemplificado a seguir. A primeira documentacdo conhecida desse
teorema é encontrada nesse manuscrito chinés, que data de algum periodo entre 287 e 473 d.C.
(COUTINHO, 1997).

O Teorema Chinés do Resto foi localizado no Capitulo 3, especifico no problema
numerado como 26 dentro do manuscrito previamente mencionado, Bonfim (2021) cita
Nascimento (2016).

Existe um nimero desconhecido de objetos, se nds contarmos de 3 em 3, teremos resto
2, se contarmos de 5 em 5, teremos resto 3, se contarmos de 7 em 7, teremos resto 2.
Descubra o nimero de objetos, (NASCIMENTO, 2016, apud BOMFIM, 2021, p.11).

Logo em seguida séo fornecidos pelo matematico o método e a resolucdo do problema

citado:

Resposta: 23.

Método: Se contarmos de 3 em 3 e tivermos resto 2, consideramos 140. Se contarmos
de 5 em 5 e tivermos resto 3, consideramos 63. Se contarmos de 7 em 7 e tivermos
resto 2, consideramos 30. Adicionando-os, obtemos 233 e subtraindo 210 chegamos
a resposta. Se contarmos de 3 em 3 e tivermos resto 1, consideramos 70. Se contarmos
de 5 em 5 e tivermos resto 1, consideramos 21. Se contarmos de 7 em 7 e tivermos
resto 1, consideramos 15. Quando (um numero) excede 106, o resultado é obtido
subtraindo por 105, (NASCIMENTO, 2016, apud BOMFIM, 2021, p.11).

E importante notar que, historicamente, a atribuicio da sua descoberta ¢ incerta, e sua
origem nédo pode ser definitivamente rastreada até um Unico matematico ou periodo. Este
Teorema como muitos outros, pode ter uma historia complexa de desenvolvimento ao longo
dos séculos. No entanto, é importante destacar que o Teorema Chinés do Resto € uma parte
fundamental da teoria dos numeros e tem aplicacfes amplas em Matemaética e Ciéncia da
Computacdo, independentemente de sua autoria histérica especifica. Sua utilidade e
importancia transcendem a atribuicdo de créditos individuais e sdo reconhecidas por
matematicos e cientistas em todo o mundo.

Deste modo, apresentamos um dos textos mais importantes para a matematica chinesa
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antiga, um deles

¢ o K’uich’ang Suanshu, ou Nove Capitulos sobre a Arte da Matematica, que data o
periodo Han (206 a.C.-221d.C.) mas que muito provavelmente contém material bem
mais antigo. E uma sintese do conhecimento matematico chinés antigo. Em seus 9
capitulos, o de relevancia para o presente trabalho encontra-se no capitulo 8 que fala
sobre Sistema de equacdes Lineares, (EVES, 1995, p.242).

O Teorema Chinés dos Restos e o conceito de congruéncias séo apresentados no livro
de Gauss, "Disquisitiones Arithmeticae”, publicado em 1801. Nessa obra seminal, Gauss
introduziu a no¢do de congruéncia, desenvolveu a teoria dos residuos quadraticos e apresentou
a demonstracdo da Lei da Reciprocidade quadratica, entre outras contribui¢cGes importantes.
Logo no primeiro capitulo, Gauss abordou o conceito de congruéncia, introduzindo a nota¢do
a = b mod m, que se tornou uma técnica poderosa.

Em suas palavras:

"Sejam a e b inteiros quaisquer, e sejam > 1 um inteiro positivo fixo. Diz-se que a é
congruente a b modulo m, se, e somente se, m divide a diferencaa — b."

Gauss foi pioneiro no uso dessa notacdo, que se tornou fundamental para expressar a
congruéncia de forma concisa e eficaz.

No contexto do livro, Gauss utiliza o Teorema Chinés dos Restos para abordar um
problema relacionado a calendérios, especificamente, a tarefa de "encontrar os anos que tém
um certo nimero de periodos em relagdo ao ciclo solar e lunar, juntamente com a indicacao
romana”. Gauss introduz um método para resolver esse problema, que ja havia sido empregado
por Euler, embora fosse, na verdade, um método antigo que j& havia sido mencionado vérias
vezes.

Outro matematico de destaque na Teoria dos Numeros é Diofanto de Alexandria,
nascido entre 201 e 214 e falecido entre 284 e 298. Conforme BOYER & MERZBACH (2012),
h& poucas informagdes disponiveis sobre a vida de Diofanto, e os Unicos detalhes pessoais

conhecidos sobre sua carreira estdo registrado na formulagdo de um problema epigrama?:

Deus lhe concedeu ser um menino pela sexta parte de sua vida, e somando uma
duodécima parte a isto cobriu-lhe as faces de penugem. Ele Ihe acendeu a lampada
nupcial ap6s uma sétima parte, e cinco anos apds seu casamento concedeu-lhe um
filho. Ai! Infeliz, crianga tardia; depois de chegar a metade da vida de seu pai, 0
destino frio o levou. Depois de consolar sua dor com a ciéncia dos nimeros por quatro
anos, ele terminou sua vida, (BOYER; MERZBACH, 2012, p.133).

As contribuigdes de Diofanto a Teoria dos Numeros sdo notaveis e tém grande

! Epigrama: Pequena composic&o poética que termina num pensamento engenhoso ou satirico.
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relevancia para o estudo de nimeros inteiros, envolvendo conceitos de divisibilidade, nimeros
primos e congruéncia, todos relacionados ao tema central deste trabalho.

A abordagem dos antigos gregos também desempenhou um papel fundamental na
Teoria dos NUmeros, abrangendo o célculo do maximo divisor comum de dois ndmeros, 0
conceito de nimeros primos e a demonstracdo de que hd uma infinitude de nimeros primos.

Além de todos os conceitos e de todas as aplicagdes mencionadas acima, a poderosa
ferramenta congruéncia pode ser usada para estudar mdc (maximo divisor comum) e critérios
de divisibilidade entre inteiros, relacionando-0s com nimeros primos. Sobre isso, por volta de
300 a.C., em Alexandria, Euclides de Alexandria (330—275 a.C.) desempenhou um papel
importante ao organizar 0s conhecimentos sobre nimeros deixados por Tales e Pitagoras.
Euclides compilou uma colecéo de 13 livros conhecidos como "Os Elementos”. Embora se
acredite que Euclides ndo tenha demonstrado todos esses livros pessoalmente, eles reuniam
demonstracdes de seus alunos. Os livros VII, VIII e IX focalizam a Teoria dos Numeros,
relacionando os nimeros a construcdo geomeétrica, conforme concebido pelos gregos, que
consideravam 0s nUmeros como inteiros e positivos.

De acordo com Boyer & Merzbach (2012, p.95), o livro V11 de Euclides define conceitos
fundamentais como divisibilidade, nimeros primos e nimeros perfeitos. Além disso, apresenta
o famoso "algoritmo de Euclides", utilizado para determinar o maximo divisor comum de dois
nameros. O livro VIII inicia com proposicdes sobre nimeros em propor¢do continua

(progresséo geométrica) e, em seguida, aborda propriedades simples de quadrados e cubo.
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3 ARITMETICA DOS INTEIROS

Neste capitulo, exploraremos conceitos e resultados relevantes da Aritmética dos
Inteiros para o desenvolvimento deste trabalho. Estes incluem topicos essenciais, como
divisibilidade, divisdo euclidiana, maximo divisor comum, algoritmo de Euclides, equacdes
diofantinas lineares, niUmeros primos e congruéncia linear. Para embasar nossos estudos,

utilizaremos como referéncia o livro de Domingues e lezzi (2003).

3.1 Divisibilidade

A divisibilidade ¢ um conceito matematico que descreve condi¢es para as quais um

namero inteiro € ou nao divisivel por outro inteiro, isto é, quando o resto da diviséo é zero.

Definicdo 3.1: a € Z édivisivel por outro nimero inteiro b se existe um numero inteiro c tal
que a = b - c¢. Nesse caso, b € chamado de divisor de a, e a € chamado de mdltiplo de b.
Denotamos por a|b quando a é divisor de b e quando a nao é divisor de b, escreveremos a + b.

A relacdo entre elementos do conjunto dos nimeros inteiros, definida como a | b, que

acabamos de introduzir, possui as seguintes propriedades:

Propriedade 3.2: Sejam a, b,c € Z, temos que:
(i) Se a # 0, arelacdo de divisibilidade a|a é sempre verdadeira. (reflexiva)
(ii) Se a|b e b|c, entédo a|c. (transitiva)
(iii) Sea,b = 0,alb, e bla, entdo a = b. (assimétrica)
Demonstracéo:
i. De fato ala poisa = a - 1.
ii. Se a|b e b|c, existem k e m inteiros taisque b = a - k,ec=b - m. Temos que ¢ =
a - k - m,logoalc.
iii.Sea,b = 0,a|b, e b|a, existem m e n inteiros, taisque b =a - mea = b - n.Sea =
0 entdo b = (. Suponhamos que a,b >0.Se b = a - m,entdo b = b - n - m, segue que
m - n=1,ouseja, m = 1en = 1. Comom e n Sao positivos, a igualdade sé vale param =
n = [. Portanto a = b.
|
Exemplo 3.3: Vale que 5|20. De fato, 20 é divisivel por 5, pois 20 = 5 - 4. Neste caso, 5 € um

divisor de 20, e 20 é um multiplo de 5.
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Exemplo 3.4: Tomemos 2, 6 e 12. Se 2|6, 6|12 entdo 2|12. 6 e divisivel por 2, porque 6 = 2 -
3. 12 e divisivel por 6, porque 12 = 6 - 2, e 12 também ¢é divisivel por 2, porque /2 = 6 - 2.

Exemplo 3.5: 4t 7. De fato, vejaque 4- I = 4e 4 -2 = 8, e 7estaentre 4 e 8. Como ndo existe

um inteiro c entre / e 2, temos que 4 ndo divide 7.

Lema 3.6: Se a|b e a|c entdo a|(bx + cy), quaisquer que Sejam 0s inteiros x e y.

Demonstracéo: Se a|b e a|c, existem dois inteiros k; e k, taisque, b=k;-aec=k,-a.
Para a|(bx + cy), x e y quaisquer inteiros, temos bx +cy = (k;-a) - x+ (k,-a) - y.
Distribuindo os coeficientes, temos bx +cy =k;-a-x + k,-a-y. Agrupando os termos

comuns, obtemos bx + cy = a - (k; - x + k, - y). Logo a|(bx + cy).

3.2 Divisao Euclidiana

A Divisao Euclidiana € um procedimento matematico usado para dividir dois nUmeros
inteiros e expressar o quociente e o resto dessa divisdo em termos de nimeros inteiros.
Segundo Hefez (2002)

A Aritmética de Euclides tem inicio no livro VII dos Elementos, onde é usada
sistematicamente sem mencdo explicita e sem demonstracao, a divisdo com resto que
denominamos de Divisdo Euclidiana, (HEFEZ, 2002, p.65).

Teorema 3.7: Dados 0s inteiros a e b com b # 0, existem inteiros q e r tais que
a=b-q+rel<r<|b|
Demonstracdo: (Existéncia) Consideremos o conjunto S limitado inferiormente,
S={x=a-b-y,yeZ}n (NU{0}).
Vamos mostrar que 0 conjunto S é ndo vazio. De fato, como b # 0, pela Propriedade
Arquimediana [HEFEZ (2002, p.31)], existe n € Z, tal que
n-(=b) > (—a)
a—>b-n>0.

Ou seja, existe n € Ztal que a—b-n €S. Como S é limitado inferiormente por 0, pelo
Principio da Boa Ordenacéo [IEZZI (2002, p.30)], existe um menor elemento r =a —b - y,
onde y € Zer = 0. Resta mostrar que r < |b|. Suponha por contradicdo que r > |b|. Isso nos

diz que existe s € N U {0} tal que
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r=|bl+s,0<s<r,
s=r—|bl = a—b-y—|b|

s=a—-b-(y £ 1).
Portanto, s € S. Mas isso € um absurdo, porque s < r e r € 0 menor elemento de S. Logo r <
|b].
(Unicidade): Suponha que existam q,r'€ Z,onde a=b-q'+r'=b-q+r,com0<7r'<
|b| e 0 < r < |b]. Assim, temos que

—|b| < (—-r)<7r' —r <r' <|b|

—|b| <r'—7r <|b|.
Logo,

NDo<|r'—r|<|b|
Mb-q"+r'=b-q+r
b-q"—b-q=r—1"
Por outro lado,
Ib-(qg'—q)=r—r'

bl - 1q"—ql| = |r —7'| <b].
Isso vale se g = q'. Por Ill), 0 = r — r’". Portanto, r = r".

Exemplo 3.8: [HEFEZ (2002, p.59)] Encontre g e r na diviséo Euclidiana quando:
a) D =25d =7
by D = 25,d = —7.
Solucdo: Vamos calcular o resto da divisdo utilizando a formula: r =D — g - d, onde q é
obtido como o maior inteiro que multiplicado por d > 0, fica menor ou igual a D. Quando
d < 0, fazemos considerando —d e tomamos —q.
a) ParaD = 25ed = 7: Usando a divisdo Euclidiana, temos 25 =7-3 4+ 4, q = 3.
Assimr =25—-3-7=25-21=4.
b) ParaD =25ed =—7:Temos 25 = (—3) - (—=7) +4,q = (—3). Assimr =25 —
(=3-(=7)=25-21=41.

Exemplo 3.9: [HEFEZ (2002, p.39)] Se o resto na diviséo euclidiana de um inteiro m por § é
5, qual é o resto da diviséo de m por 4?
Solucdo: Sabemos que o resto na divisdo de m por & é igual a 5, e isso significa que

m =8n +50nden € Z.

Agora vamos escrever
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S5=4-1+1
Para encontrar o resto da divisdo de m por 4, substituimos na expressao anterior. Entdo

m=8n+4-1+1=4-2-n+1)+1=4k+1.Comk =2n+1.
Como o resto é unico pelo Teorema 3.7, temos que a resposta é /.

3.3 Maximo Divisor Comum

O Méximo divisor comum (mdc) é um conceito matematico fundamental que descreve
0 maior nimero que pode dividir dois nimeros inteiros deixando o resto igual a 0. E
frequentemente representado pelos simbolos mdc(a, b) ou (a, b) para dois nimeros inteiros a
eb.

Definicéo 3.10: Sejam a e b dois nimeros inteiros. Um elemento d € Z se diz maximo divisor
comum de a e b se cumpre as seguintes condigdes:

)d=>0

ii)dlaed|b

iii) Se d' é um inteiro tal que d’|a e d'|b, entdo d’'|d (ou seja, todo divisor comum a a e b

também é divisor de d).

Proposicdo 3.11 (Identidade de Bezout): Para quaisquer inteiros a e b, existem inteiros x, e
yotaisqued =a-y,+ b -y, ondedéomaximo divisor comum de a e b.
Demonstragdo: Veja em IEZZI (2003, p. 40).

|
Lema 3.12: Se a|b, entdo mdc(a, b) = |al|.
Demonstragdo: Veja em IEZZI (2003, p. 41).

n
Lema3.13: Sea=b-q+r,entdo d = mdc(a, b) se, e somente se, d = mdc(b,r).
Demonstragdo: Veja em IEZZI (2003, p. 41).

n

Defini¢éo 3.14: Dois inteiros a e b dizem-se primos entre si se mdc(a,b) = 1.

Proposicao 3.15: Para que 0s inteiros a e b sejam primos entre si, € necessario e suficiente que
se possam encontrar x,,y, € Z taisquea - xy+ b -y, = 1.

Demonstragdo: Veja em IEZZI (2003, p. 43).
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Exemplo 3.16: [IEZZI (2003, p.45)] Se a e b sdo inteiros primos entre si, demonstre que
mdc(2a +b,a +2b) =1o0u3.

Solucao: Comecamos assumindo que a e b sdo inteiros primos entre si, ou seja, mdc(a, b) =
l1. Seja d 0 mdc de2-a+b e a+2-b,entdo d-k =a+2-bed-m=2-a+b.
Multiplicamos por 2 a primeira igualdade e, em seguida, subtraimos pela segunda, obtendo
como resultado d - n = 3 - b para algum n. De forma analoga, temos d - g = 3 - a para algum
g. Ha duas alternativas, mdc(d, 3) = 1 ou 3. Se mdc(d, 3) = 1, podemos usar a Proposi¢do 3
do lezzi (2003, p.43) e, como mdc(d,3) = 1 ed|3 - b, temos que d|b. Da mesma forma, d|a.
Assim, d|mdc(a,b) = 1. Logo, d = 1. Por fim, se mdc(d,3) = 3, escrevemos d = 3j e
obtemos 3a = 3jg e 3b = 3jn, 0 que implicaem a = jg e b = jn. I1ss0 nos diz que o nimero
jla e j|b. Pela definicdo de mdc, segue que j|mdc(a, b), isto &, j|1, mostrando que j =1 e

concluindo que d = 3j = 3.

Exemplo 3.17: Vamos determinar o mdc de 12 e 18: Os divisores de /2 sdo /,2,3,4,6 e 12.
Os divisores de /8 sdo 1, 2,3,6,9 e 18. O maior divisor comum € 6, portanto, mdc(12,18) =
6.

Proposicao 3.18: Sejam a,m - n € Z, tais que (m,n) = 1. Entdo:
(aam-n)=1e (a,m)=1=(a,n).

Demonstragdo: Veja PRAZERES (2014, p.19).

Proposicdo 3.19: Sejam a e b inteiros primos entre si. Se a|c e b|c, entdo ab|c.
Demonstragao: Veja IEZZI (2003, p. 44).

3.4 Algoritmo de Euclides

O Algoritmo de Euclides é um método eficaz para encontrar o maior divisor comum de
dois numeros inteiros. Esse algoritmo foi nomeado em homenagem ao matematico grego
Euclides (330 — 275 a.C.).

Segundo BURTON (2016),
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O maximo divisor comum de dois inteiros pode ser encontrado ao listarmos todos 0s
seus divisores positivos e escolhermos o maior comum aos dois, mas isto é
embaragoso para nimeros maiores. Um processo mais eficiente, envolvendo
aplicacOes repetidas do Algoritmo da Divisdo, é dado no sétimo livro Os elementos.
Embora haja evidéncias histdricas de que este método é anterior a Euclides, hoje ele
é apresentado como o Algoritmo de Euclides, (BURTON, 2016, p.25).

Ele pode ser enunciado da seguinte forma: Primeiro aplica-se a diviséo euclidiana de a

por b, depois para b e o primeiro resto parcial, e assim por diante. Ou seja:

a=b-q;+r1 (0<r; <|b])
b=r-q+mn (r, <r1p)
) T=Tq3tT3 (r;<m) .
E claro que, se acontecer de r; ser nulo entdo b = mdc(a, b), devido ao Lema 3.12e 0

processo termina na primeira etapa. Se r; # 0, passa-se a segunda e procedemos da mesma
maneira com relacdo a r,. Se r, = 0, entdo r; = mdc(b, ), devido ao Lema 3.12; mas devido
ao Lema 3.13 mdc(b,r;) = mdc(a, b). E assim por diante.

Ocorre que,como b > r; > 1, > ... = 0, entdo para algum indice n teremos com certeza
T4 = 0. De fato, se todos os elementos de {r;, ,, 13, ... } fossem nédo nulos, entéo esse conjunto
que é limitado inferiormente, ndo teria minimo, o que é um absurdo pelo Principio da Boa
Ordenacdo. Assim, para o indice n referido:

Th2 =Th-1 qnt T

Th—1 = "Th " Qn+i1-
Portanto, em virtude dos lemas apresentados acima:

1, = mdc(ry,_;, 1) = mdc(1y_s1n_;) =...= mdc(b,r;) = mdc(a, b).
Diante disso pode-se proceder da seguinte maneira: Sejam a, b € Z, b # 0, pela Divisao

Euclidiana, temos

a=b-q;+r;.
Quocientes - q;
| 1
Divisores - a b
| 1
Restos > T

Logo depois: b =1, - q, + 175,



Quocientes - q; | 9
| |
Divisores - a b |1
| 1
Restos - T 7
Desenvolvendo:
Quocientes - q; | 92 | 93 An-1 | 4n In+1
| 1
Divisores - al|b|r|n Tnes | Thez | 7 = mdc(a, b)
| 1
Restos - |||y T 0

Exemplo 3.20: Calcule 0 mdc entre 70 e 375.

Utilizaremos o0 método acima para resolucao:

375=70-5+25

Quocientes - 5
|
Divisores > 3751 70
|
Restos -> 25
70=25-2+4+20
Quocientes - 5 2
]
Divisores - 375 70 | 25
|
Restos > 25 | 20

25=20-1+5

22
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Quocientes - 5 2 1

Divisores = 3751 70 | 25| 20

Restos - 25 1 20| 5 0

20=5-44+0

Quocientes - 5 2 1|4

Divisores - 375 70 12520 5

Restos - 25 | 20| 5 0

Logo, 0 mdc(70,375) = 5.

Exemplo 3.21: Vamos calcular o mdc de 48 e 18 usando o Algoritmo de Euclides.

Inicialmente, a = 48 e b = 18. Divisao:

48=18-2+ 12.
Agora,a = 18eb = 12.
Divisdo: 18 =12-1+ 6.
Continuamos, a = 12e b = 6.
Diviséo:
12=6-2+0.

O ultimo valor ndo nulo de r é 6. Portanto 0 mdc(48, 18) = 6.

3.5 NUmeros Primos

Os nameros primos desempenham um papel fundamental na teoria dos nimeros. Eles
possuem diversas propriedades e resultados interessantes, dos quais se destaca a decomposicao

em fatores primos, conhecida como o Teorema Fundamental da Aritmética.

Definicdo 3.22: Um ndmero inteiro positivo p é chamado numero primo se as seguintes
condigdes se verificam:
p + 1

ii) Os Unicos divisores de p sdo os divisores triviais /, p.
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Um numero inteiro a # / é chamado numero composto se tem outros divisores, além dos

triviais.

Lema 3.23 (Lema de Euclides): Sejam a,b,p € Z. Se p é primo e p|a - b entdo p|a ou p|b.
Demonstracéo: Vejaem IEZZI (2003, p. 45).

|
Exemplo 3.24: Sejama = 15, b = 6, p = 5,10g0 a - b = 90. Como 5|90, p divide a ou b.
No caso, p|a.
Lema 3.25: Seja a # 0, £/ um inteiro. Entdo, o conjunto
L={x € Z|x > 1exédivisor de a}
possui um minimo e esse minimo é um ndmero primo.
Demonstracao: Vejaem IEZZI (2003, p. 45).
|

Exemplo 3.26: Os nimeros 2 e 3 sdo primos, pois os Unicos divisores positivos de 2 séo 7 e 2
e 0s Unicos divisores positivos de 3 sdo / e 3. Assim, 0 nimero 2 e 0 nUmero 3 sao nUmeros

primos.

Exemplo 3.27: Veja alguns inteiros positivos que também sdo primos, 2,3,5,7,11,13¢e 17. 0
2 € 0 Unico nimero par que € primo, pois qualquer outro par que ndo seja o 2 pode ser dividido

por 1, por 2 e por ele mesmo e, portanto, ndo é primo.

Proposicao 3.28: Dados dois numeros primos p e g e um numero inteiro r qualquer:
i) plgentdop = q
ii) Se p t r entdo mdc(p,r) = 1.
Demonstracéo: i) Realmente, como p|q, e sendo g primo, temos p = 1/ ou p = q. Contudo, p
é primo, ou seja, p > 1, portanto, p = q.
ii) Certamente, se mdc(p,r) = k, temos k|p e k|r. JaA que p é primo, entdo k = p ou k = 1.
No entanto k # p, visto que p + r, desse modo, k = 1.
|

O resultado seguinte € um dos teoremas mais famosos quando se fala sobre nimeros

primos. Ele afirma, em outras palavras, que 0s nimeros primos geram todos os demais nimeros

inteiros positivos maiores do que 1.
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Teorema 3.29 (Teorema Fundamental da Aritmética): Qualquer nimero inteiro maior do
que 1 pode ser expresso de maneira unica (a menos de ordem) como o produto de fatores
primos.

Demonstracédo: Se n € um numero primo, a afirmacéo é evidente e ndo requer demonstracéo.
Suponhamos, entéo, que n seja composto. Vamos considerar p; como 0 menor dos divisores
positivos de n(p; > 1). O nUmero p; deve ser primo, pois se ndo fosse existiria um p tal que
I <p < p;ep|n, oque contradiz a escolha de p,. Portanto, n = p; - n;. Se n; for primo, a
demonstracdo estd concluida. Caso contrario, podemos tomar p, como o menor fator de n;.
Comparada ao argumento anterior, p, deve ser primo, e podemos escrever n = p; - p, - n,.
Repetindo este procedimento, obtemos uma sequéncia decrescente de inteiros positivos
n;,n,, .. ,n,. Como todos eles sdo maiores do que /, este processo deve terminar. Os primos
na sequéncia p;, p,, ... , Pr NA0 sd0 necessariamente distintos, entdo n terd a seguinte forma

geral:

no=pitops o™
Para provar a unicidade, usaremos inducdo sobre n. Para n = 2, a afirmacéo é verdadeira.

Consideremos que a afirmacao seja valida para todos os inteiros maiores do que / € menores
do que n. Vamos provar que ela é verdadeira para n. Se n € primo, ndo ha nada a ser
demonstrado. Suponhamos, portanto, que n seja composto e tenha duas formas distintas de

fatoracgéo:

n=pp2 - "bPs =4q"q> - " Qqr.
Vamos provar que s = r e que cada p; € igual a algum g;. Como p, divide o produto q; - g, -

... - q, pela Proposicdo 3 do IEZZI (2022, p.43). Sem perda de generalidade, podemos supor

que p;|q,. Logo,

n/p; = P2 P30 e Ds = Q2 Q3" e Gy
Particularmente / < n/p; < n, a hip6tese de inducdo diz que as duas fatoragdes sdo

idénticas, ou seja, s = r e, a menos da ordem, as fatoracbes p; - p,: ..-pPseq; - q>-
... * q, S80 Iguais.

|
Exemplo 3.30: Vamos encontrar a decomposicdo em fatores primos do inteiro positivon =
3450.
Solugdo: A decomposicdo pode ser dada da seguinte forma: Primeiro dividimos 3450 até

encontrarmos o0 menor resultado maior do que 1.

3450 2



26

17253
575 |5
115 |5
23 |23
i
Logo, 3250 = 2-3-5%-23.

3.6 Equacdes Diofantinas Lineares

Diofanto de Alexandria foi um eminente matematico grego do século Il a.C, cuja vida
foi dedicada a producédo de diversos livros, sendo o mais notavel intitulado Aritmética. Dentro
desta obra, Diofanto apresenta uma breve introducéo acerca de equacdes que envolvem mais

de uma variavel e buscam solugdes inteiras, denominando-as de Equacgdes Diofantinas.

Diofanto viveu presumivelmente no século 111 em Alexandria, ja sob o dominio de
Roma. Foi praticamente o Gnico matematico de renome na Grécia antiga que se
dedicou predominantemente a teoria dos nimeros. Interessou-se por uma grande
variedade de equagBes para as quais procurava solucdes racionais e eventualmente
inteiras, (HEFEZ, 2002, p.101).

Apresentaremos equacgdes diofantinas lineares somente com duas incognitas, do tipo:

ax + by = c.
Assumimos que todo par de inteiros x,, y, em que ax, + by, = c, chama - se uma

solucdo inteira da equacéo.

Definicdo 3.31: A equacdo ax + by =c , onde a,b,c,xey € Z é chamada de equacdo

diofantina linear.

Exemplo 3.32: S0 equag0es diofantinas lineares:

N2x+3y=7.
i) 7x + 4y = 26.
i) 5x — 3y =13.

Teorema 3.33: Dada a equagdo ax + by =c, ela admite solugdo se, e somente se,
mdc(a, b)|c.
Demonstracdo: Se x,, y, € uma solucéo da equagéo, entdo vale,

axy+ by, = c.
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Como mdc(a, b)|a e mdc(a, b)|b, entdo mdc(a, b)|ax, + by, = c. Consideremos que
mdc(a, b)|c, entdo existe um inteiro g tal que c = g - (a, b). Pela Identidade de Bezout,
tpesptaisquety-a+sy)-b=(ab),seqguequec=g-(ab)=(g- -ty -a+(g-sy -b.

Com isso os inteiros x, = g -ty e yy = g - Sp S80 uma solucgdo da equacéo dada.

|
Teorema 3.34: Sejam x,, y, uma solugéo particular da equacéo diofantina ax + by = c.
Entdo essa equacdo admite infinitas solucdes, caracterizadas pelos elementos do conjunto
S ={(xg+ (b/d) - t,y,— (a/d)- D) | t € Z},
emque d = mdc(a,b).
Demonstracéo: Vejaem IEZZI (2003, p.51)
|

Exemplo 3.35: Resolva a equacéo diofantina: 375x + 70y = 20.

Solugéo: Primeiro vamos calcular (375,70).

37570 125(20| 5

25 (20 5|0

Dado que (375,70) = 5 e 5|20, a equacao admite solucdo. Existem x,,y, € Z tais que, pela
Identidade de Bezout, 375x, + 70y, = 5
375=70-5+25

70=25-2+20
25=20-1+5
20=5-4+0.

Segue que
5=25-20-1=25—[70—25-2]-1
=25-1—-70+25-2
=25(1+2)—70-1
=25-3-70-1
=[375—-70-5]-3—-70-1
=375-3—-70-15—-70-1
=375-3+70(=15—1)
=375-34+70-(—16).
Logo, 5 = 3753+ 70 - (—16). Multiplicamos toda a equacéo por 4, obtendo
37512470 (—64) = 20.
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Uma solucgdo da equacdo diofantina é dada por x = 12 e y = —64. Assim a solucdo geral é dada
porrx =75-gey=14-g.

Exemplo 3.36: Veja se a equagdo 27x + 6y = 4 possui solucao.
Solugéo: Verifiquemos o0 mdc(27,6).

41 2
| 1
27 6 | 3
| 1
3|0

A equacéo ndo admite solucgéo, pois (27,6) = 3 e 3 + 4.

3.7 Congruéncia Linear

Na Matematica, o termo congruéncia é amplamente reconhecido e frequentemente
utilizado quando se trata da comparacao de duas figuras geomeétricas.

De acordo com BARBOSA (2006, p.26), podemos afirmar que dois triangulos séo
considerados congruentes quando é possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre
seus Vvértices, de modo que os lados e angulos correspondentes sejam equivalentes.

No entanto, foi somente em 1801 que Carl F. Gauss (1777-1855) aplicou a nogéo de
congruéncia aos numeros inteiros, conforme apresentado em seu livro “Disquisitiones
Arithmeticae” (Estudos de Aritmética).

A congruéncia linear € uma relacdo de equivaléncia entre nimeros inteiros que esta

relacionada a divisibilidade. Sua definicdo precisa segue abaixo.

Defini¢éo 3.37. Sejam a, b nimeros inteiros quaisquer e m um inteiro estritamente positivo.
Diz-se que a € congruente a b modulo m se m|(a — b), isto €, se a—b = m - q para um
conveniente inteiro g. Para indicar que a é congruente a b, médulo m, usa-se a notagédo

a = b(mod m).
Se a e b ndo sdo congruentes mddulo m escrevemos:

a # b (mod m).

Exemplo 3.38: Sea = 17e b =7, e estamos considerando a congruéncia modulo 5, entéo

podemos dizer que /7 = 7 (mod 5) porque (17 — 7) = 10, sendo um multiplo de 5.
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Exemplo 3.39: Sea = 7e b = 11, e estamos considerando a congruéncia modulo 5, vamos
verificar se eles sdo congruentes médulo 5:

(7—11 = (—4)), ndo sendo um multiplo de 5, ou seja, 7 % 11 (mod 5).

Proposicdo 3.40: i) Para quaisquer inteiros a,n > 0,temosa = a (mod n), pois (a — a) =
0, sendo sempre um multiplode n (0 = 0- n). (reflexiva)

ii)Sea = b (mod n),entdo b = a (mod n). (simétrica)

iii)Sendoa = b (modn)eb = c (modn),entdo a = c (mod n). (transitiva)
Demonstracéo: Vejaem IEZZI (2003, p. 54)

Proposicdo 3.41. Sea = b (modn) e c = d (mod n), entdo:
a+ c = b +d(modn)
i)a —c = b —d (modn)
li)a-c = b-d (modn).
Demonstracdo: i): a+ ¢ = b + d (mod n). Partimos das congruéncias iniciais:
a = b (modn)ec = d (modn).
Isso significa que a — b € um multiplo inteiro de n e ¢ — d € um multiplo de n. Ou seja,
a —b =k -n paraalgum inteiro k, c —d = [-n para algum inteiro [. Agora, Somamos as
duas equacdes:

(a—=b) +(c—-d)=k-n+1-n.
Isso nos da:

(a+c) =B +4d) =n-(k +1).
Uma vez que k e [ s&o inteiros, sua soma (k + ) também é um inteiro. Portanto, (a +¢) —

(b + d) é um maltiplo de n, o que implicaque a + ¢ = b + d (mod n).

ii):a — ¢ = b — d (modn). Iniciamos em a = b (modn) e ¢ = d (mod n). Denota
que,a — béummultiplodenec — d éummultiploden. Istoé,a — b = k- nparaalgum
inteiro k,c —d = [ - n paraalgum inteiro [. Subtraimos as equacdes:

(a —b) —(c —d) =k-n —-1-n
Temos,

(a—¢c)—(b —-d)=n-(k —-1).
Sendo k e [ inteiros, sua diferenca (k — 1) também é um ndmero inteiro. Assim, (a —c) —

(b —d) éum multiplo de n, o que implicaquea —c¢ = b —d (mod n).
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iil): ac = bd (mod n). Para provar essa congruéncia, precisamos mostrar que a diferenca
entre a-c e b-d é um multiplo de n. Comecamos notando quea:-c = b-d (modn)
significaque a - ¢ — b - d ¢ um multiplo de n. Podemos escrevera-c —b-dcomo (a-c—b -
d) = k-n,ondek é um ndmero inteiro. Agora, vamos agrupar os termosa - ¢ — b - d como
(a=b)-c +b-(c —d) = k-n,vamos olhar para os termos entre parénteses. Como k é
um ndmero inteiro, podemos escrever k como k' + 1, onde k' é outro numero inteiro.
Substituindo na equacdo novamente, temos (a — b)-c + b-(c — d) = (k' + 1) -n.
Agora, vamos simplificar ainda mais. Podemos distribuir o termo ¢ na primeira parcela e o
termo b na segunda parcela. Issonosdda-¢c —b-c +b-c —b-d = (k' + 1) - n. Podemos
cancelar ostermos —b - ce b - c, pois eles se anulam. Isso nos deixacoma-c—b-d = (k'+
1) -n. Vemos que (a - c¢) — (b - d) é realmente um mdltiplo de n, pois é igual a (k'+ 1) - n.
Logo,a-c = b-d (modn).

|
Teorema 3.42: A congruéncia linear ax = b (mod m), onde a,b, e n € Z, com m > 1,
possui solugéo se, e somente se, d|b, onde d = mdc(a, m).
Demonstracdo: Vamos supor que a congruéncia tem uma solucao, ou seja, existe um ndmero
inteiro x que satisfaz ax = b (mod m). Isso significa que ax — b € divisivel por m. Podemos
escrever isso comoax — b = k -m, onde k € um nimero inteiro. Agora, vamos calcular o
mdc(a,m). Se d é o mdc(a, m), entdo d divide tanto a quanto m. Portanto, d também divide
a-x e k-m.Isso implica que d divide (ax — b + km). Mas (ax — b + km) € igual a
zero, pois ax = b (mod m). Logo, d divide b. Se d|b, entdo a congruéncia tem uma solucgéo.
Agora vamos mostrar a reciproca. Suponha que d divide b. Isso significa que existe um nimero
inteiro k tal que b = d - k. Pela Identidade de Bezout, existem x e y taisqued = a-x+m -
y. Multiplicando por k obtemos b =d - k = a(x - k) + m(y - k), istoé, a(x - k) —b = m(y -
k), um multiplo de m. Logo, x - k € uma solucdo da congruéncia ax = b (mod m). Portanto,
a congruéncia tem uma solugéo.

|
Exemplo 3.43: Considere que tenhamos a congruéncia linear 8x = 16 (mod 4). Queremos
encontrar a solugdo e verificar se a proposi¢do se mantém.
Primeiro, calculamoso mdcdea =8en = 4:

d =(84) =4.
Assim,
d|16.



Certificamos se & divide /6:
16 =8 -2+ 0.
Agora, dividimos ambos os lados por & para simplificar a equacao:
Sx+8 = 16+8.
Isso nos da a nova congruéncia:
x = 2(mod4),

vamos verificar se essa solucao esté correta substituindo-a na congruéncia original. Temos:

8-2 = 16 (mod 4),
obtemos:
16 = 16 (mod 4).

31

A congruéncia é verdadeira, logo, a solucdo x = 2 (mod 4) € correta e a proposicdo se

mantém.
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4 TEOREMA CHINES DO RESTO

Conforme Castro et. al (2016), o Teorema Chinés do Resto provavelmente teve suas
origens em aplicacBes préaticas ao longo da historia, como indicam relatos sobre os generais
chineses na antiguidade.

Estes lideres militares utilizavam métodos criativos para calcular suas perdas apos uma
batalha. Uma estratégia comum envolvia organizar as tropas sobreviventes em formagdes
especificas e contar quantas formacBes completas poderiam ser formadas. Esse método
eficiente permitia estimar o nimero de tropas remanescentes.

Por exemplo, se um general quisesse determinar quantos soldados sobreviveram a uma
batalha, poderia ordenar que se alinhassem em fileiras com um ndmero especifico de soldados
ndo alocados para formacdo completa. Um caso hipotético envolve um general chinés com 1700
tropas no inicio da batalha. Ao final, ele comandava que se alinhassem de 5 em 5, resultando
em 3 soldados nédo alocados; depois de 6 em 6, gerando 4 soldados néo utilizados; e por dltimo
de 7 em 7, deixando 5 soldados sem formacdo completa. A pergunta final era: quantas tropas
restaram afinal?

Embora ndo exista evidéncia definitiva que confirme, é provavel que problemas

semelhantes tenham ocorrido na China antiga ou em outras civilizacGes.

4.1 Sistema de Congruéncia Linear

Um sistema de congruéncia é um conjunto de congruéncias da forma:
x = a; (mod m;)

x = a, (mod m,)

x = a, (mod my)

onde:
x € Z é aincbgnita que estamos tentando encontrar, a;, a,, ..., a,, S40 nUmeros inteiros dados,
m;, m,, ..., My, Sa80 0s modulos especificos usados nas congruéncias.

A solucdo para esse sistema consiste em encontrar o valor de x que satisfaz todas as
equac0Oes simultaneamente. 1sso pode ser feito usando o Teorema Chinés do Resto, que fornece

uma solucdo Unica em maédulo se os médulos forem coprimos. Caso contrério, pode haver zero
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ou varias solugdes, dependendo da relacéo entre os modulos. Enunciamos abaixo tal resultado,
que é 0 mais importante deste trabalho.

Teorema 4.2 (Teorema Chinés do Resto): Sejam m;, m,, ..., m,. inteiros maiores que / e tais
que mdc(m;, m;) = 1,i # j. Considerando a;, a,, ..., a, inteiros arbitrarios, entao o sistema de
congruéncias lineares dado por (i):
x = a; (mod m;)
X = a, (mod m,)
x = a, (modm,)
admite solucéo x € Z. Além disso, duas solu¢cbes quaisquer sao congruentes médulo o produto
dos numeros m;, m,, ..., m,., isto ¢, modulo M = m;m,...m,.
Demonstracéo: Vamos verificar que o numero escrito da forma
x =y;a; +yat...+y.a,
é solucdo do sistema (i) se tomarmos
y;=1(modm;)ey, =0(modm,;), i #1
vy, =1(modm,)ey,=0(modm;), i #2

v, =1(modm,)ey. =0(modm;), i #r.
Depois, veremos que tais y;'s existem. Primeiramente, note que
Y2, Y3+ ¥r = 0 (mod my)
e, assim, pelas propriedades de congruéncia encontradas na Proposi¢ao 3.40, temos
v,a, + y;az+...+y.a, = 0(mod m;) e y; = 1 (mod m;)
uma vez que
yi-a; =0(modm,),i+ 1.
Como y; = I (mod m;), isso implica que y; - a; = a; (mod m;). Usando a propriedade de
congruéncia dada na Proposicao 3.41, temos
X =y;ay +y:a,+...+y.a, = a; (mod m;)
gue mostra que x satisfaz a primeira congruéncia do sistema (i). Procedendo da mesma forma,
vemos que x satisfaz as demais congruéncias do sistema dado. Resta-nos encontrar os valores

dos nUmeros y;'s. Para isso, fagamos o produto m =m;-m,-....m,. Uma vez que
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mdc (m],mﬂl) = J, veja a Proposicdo 3.18, onde mﬂl =m,... m,, pela Proposicdo 3.11,

m

existem s;,t; € Ztaisque / = s, -m; + t; - (m ) Segue que
1

m
]—tl-(m—l) =s; -my, e logo
mY _
ty - (m_l) = [/ (mod m;).
Agora, como m,, ..., m,. sdo divisores de m ~m; = m, - m;z - ...- m,, entdo
m _ m __ m __
(m_1) = (0 (mod mz),m—1 = (0 (mod m3),...,m—1 = () (mod m,.).

. m .
Diante desses fatos, basta escolhermos y; = t; —. Para determinarmos y,, procedemos da
1

mesma forma, fazendo

m_m m m
mz_ 1 3 ... -

Ent&o, novamente, mdc (mz, mﬁ) = [ e, assim, existem s, t, inteiros tais que s, - m, +
2
t,(m +m,) = 1. Dali,

]—tz-(ﬂ)zsz-mz,elogo

mp

ty (ﬂ) = |/ (mod m,).

m;

Como m;, m,, ..., m, sdo divisores de — = m, - m; -...- m,, isso implica que

my

m _ m _ m _
— 0 (mod rr11),m2 = 0 (mod m3),...,m2 = (0 (mod m,.).
Portanto, podemos tomar y, = t, mﬂ Os mesmos raciocinios empregados até aqui garantem a
1

existéncia de todos os y;’s que serdo iguaisay; = t; 2 Note que M = m. Logo,
m

i

X =vya a,+ ... a, = a a,+ ... a
yia, T ya; YrQy 1 ) 1 2 3 2 r r

T

é uma solucéo para o sistema de congruéncias dado. Vamos mostrar agora que essa solucéo é
unica modulo M. Com efeito, suponha que existe 0 nimero ¢ € Z também seja solucéo do
sistema dado. Pela Proposicéo 3.40 temos que, paratodo i = 1,2, ..., 1,

x = ¢ (mod m;)
como m;, my, ..., m,. sdo divisores de m; - m, - ... - m,. e S0 primos entre si, dois a dois, e
pela definicdo de Congruéncia m;|x — c, m,|x —c, ...,e m,.|x — ¢, segue da Proposi¢ao
3.19, segue que M = mym, ...m,.|x — c e, portanto, x = ¢ (mod M), como queriamos

mostrar.
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Exemplo 4.3: Considere o seguinte sistema de congruéncia linear:

x = 1 (mod 2)
x = 2 (mod 3)
x = 3(mod 5)

Omdc(2,3) = 1,mdc(3,5) = 1,mdc(2,5) = 1, ou seja, sdo primos entre si. Logo, o sistema
tem solucdo. Temosm; = 2,m, =3, m3;=5ea; = 1l,a, = 2,a;3 = 3. Pelo Teorema Chinés
doResto, m=m;-m,-m;=2-3-5=30,seguimosm /m; = 30/2=15,0

mdc (mﬂl,m]) =mdc(15,2) = 1.

Se — = 30/3 = 10, entdo 0

mp

mdc (mﬂz,mg) =mdc(10,3) = 1.

Se — = 30/5 = 6, entdo

ms3

mdc(%,mg) = mdc(6,5) = 1.

m,
15—1=14=2-7 15y = 1 (mod 2)
10-1=9=3-3 10y = 1 (mod 3)
6—1=5=5-1 6y = I (mod)).

Veja que / é solucdo particular para as trés congruéncias acima. Assim,

m m m
x=(—)-1-a1+<—)-1-a2+(—)-1-a3
my m; ms

x=15-1-1+10-1-2+6-1-3=253.

e, entao,

Segue que
53—1=52=2-26 53 = I(mod2)
53—-2=51=3-17 53 = 2 (mod 3)
53-3=50=5-10 53 = 3 (mod 5).
Podemos fazer também:
z =53 (mod m; - m, - mj;)
z = 53 (mod 30)
53—-23=30 z = 23 (mod 30).

Portanto, z = 23 (mod 30) é a menor solucgdo positiva do sistema dado.

Exemplo 4.4: Vejamos o sistema de congruéncia linear:
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x = 1 (mod 10)
x = 2(mod 11)

Temos que, m; = 10,m, =11, e a;=1,a,=2, e 0 mdc(10,11) =1. Como solucdo

m

particular, temos x = (m—) “b;-a; + (mﬁ) - b, - a,. Seguindo:

m=m;-m,

m=10-11=110

m
—=110/10=11

my

m
—=110/11 =10

m,

Usando o fato de mdc (mi mz) = ], temos
1

mdc(11,10) = 1 > (mﬁl) -y =1 (modm,;)
11y = 1 (mod 10) —» y = 1 é solucédo
10y =1 (mod 11) - y = 10 € solucédo
Entdo,
x=11-1-1+10-10-2=211
é solucdo do sistema. Assim,
211 —1=210=2-10-5 211 = 1 (mod 10)
211 =2=209=11-19 211 = 2 (mod 11)
Agora, usando a solucdo geral do sistema: x = b (mod m; - m,), temos
x =211 (mod 110)
Logo,
211 =101 (mod 110) = z = 101 (mod 110)
101 —1=100=10-10 101 = I (mod 10)
101—-2=99=9-11 101 = 2 (mod 11).

Exemplo 4.5: Considere o seguinte sistema de congruéncia linear, envolvendo a quantidade de

tropas que um general chinés perdia durante o fim de uma guerra:

x = 3 (mod)5)
x = 4 (mod 6)
x = 5(mod7)

Temos m; =5m,=6,m;=7 ¢ a; =3,a, =4,a; = 5. Pelo Teorema Chinés do Resto,

m=m;-m,-m3=5-6-7=210,seqguimosm / m; = 210/5 = 42,0



mdc (mﬂ,mj) = mdc(42,5) = 1.
1
Se — = 210/6 = 35, entdo 0
ms
m
mdc (m—,mg) = mdc(35,6) = 1.
2
Se — =210/7 = 30, entdo
msz
m
mdc(m—,m3) = mdc(30,7) = 1.
3

42-1=41=41-1 41y = [ (mod5)
35—1=34=17-2 34y = [ (mod 6)
30—-71=29=29-1 29y = 1 (mod 7).

Veja que / é solucdo particular para as trés congruéncias acima. Assim,

m m m
x=(—)-1-a1+<—)-1-a2+(—>-1-a3
my m; ms

x=42-1-3+35-1-4+30-171-5=416.

e, entdo,

Segue que
416 — 1 = 415=5-83 416 = I (mod 5)
416 —2=414=2-207 416 = 2 (mod 6)
416 —3=413=7-59 416 = 3 (mod 7).
Podemos fazer também:
z =416 (mod m; - m, - m;)
z = 416 (mod 210)
416 — 206 = 210 z = 206 (mod 210).

Portanto, z = 206 (mod 210) é a menor solugdo positiva do sistema dado.

37
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Ao final desta pesquisa concluimos que o Teorema Chinés do Resto € uma poderosa
ferramenta matematica com diversas aplicacbes praticas. Ele permite resolver sistemas de
congruéncias de maneira eficiente, encontrando solugdes Unicas que satisfazem a todas as
equacdes simultaneamente. Além disso, o teorema desempenha um papel importante em
campos como a criptografia e a computacdo, onde € utilizado para otimizar calculos e garantir
a seguranca dos dados. Ao explorar esse tema, pudemos compreender sua importancia e
complexidade, abrindo portas para futuras pesquisas e avangos na area da teoria dos nimeros.

Consideramos que este trabalho pode servir como material de apoio para professores e
estudantes como recursos adicionais e complementares para solucdo de problemas desta
natureza.

Como dito, existem diversas outras aplicacdes deste teorema, uma delas é na partilha de
senhas que se destaca como uma abordagem inovadora para lidar com a seguranca de
informacdes confidenciais. A divisdo de segredos, baseada no Teorema, oferece uma camada
adicional de protecdo ao distribuir partes da senha entre diferentes entidades, tornando a
recuperagdo do segredo original uma tarefa desafiadora, mesmo em situagdes de
comprometimento parcial. E 0 que se mostra no trabalho apresentado por Prazeres (2014) que
estuda o campo do Teorema Chinés do Resto e Partilhar de Senhas.

No trabalho apresentado por Tanaka (2021), visa mostrar o contexto da implementacéao
computacional, a eficiéncia do Teorema em lidar com aritmética modular o torna um recurso
valioso. Sua capacidade de acelerar calculos em sistemas com restricdes modulares, como na
reducdo de grandes nudmeros, contribui para a otimizacdo de algoritmos e operagdes
matematicas em computacdo de alto desempenho.

Ao longo deste trabalho, exploramos os fundamentos e as aplicagfes deste teorema,
compreendendo sua importancia e relevancia para a matematica. Espero que este estudo tenha
contribuido para uma melhor compreensdo desse assunto e despertado interesse em pesquisas

futuras.
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