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RESUMO

Neste trabalho apresentamos o estudo de experimentos aleatdrios de tipo discreto e as medidas
de probabilidade inerentes a eles. Um componente deste estudo esta constituido pelas varidveis
aleatorias de tipo discreto. Nestas, a associagdo X = x;, ocorre sob uma certa medida de pro-
babilidade P definida por uma sequéncia de probabilidade p; onde j assume um conjunto finito
de valores j = 1,2,3,--- ,n ou um conjunto infinito de valores 7 = 1,2, 3, ---. Sao objeto de
nosso estudo aqueles modelos probabilisticos discretos que mais se destacam e que tem con-
tribuido decididamente no desenvolvimento da teoria matematica das Probabilidades tais como
o modelo de Bernoulli, modelo Binomial, Geométrica, Binomial Negativa, Hipergeométrica
e de Poisson, e que tem sido profudamente estudados por matematicos tais como Bernoulli,
Pascal, Fermat, Laplace e outros.

Palavras-chave: Experimento aleatorio. Evento. Medida de probabilidade. Varidveis aleatorias.



ABSTRACT

In this work we present the study of random and the measures of probability inherent in them.
A component of this study is made up of random variables of discrete type. In these, the as-
sociation X = x;, occurs under a certain measure of probability P defined by a probability
sequence p; where j assume a finite set of values 7 = 1,2,3,--- ,n or an set of infinite va-
lues 5 = 1,2,3,--- . The object of our study are those discrete probabilistic models that
and has contributed decisively to the development of the mathematical theory of Probabilities
such as Bernoulli model, model Binomial, Geometric, Negative Binomial, Hypergeometric and
Poisson, and which has been thoroughly studied by mathematicians such as Bernoulli, Pascal,
Fermat, Laplace and others.

Keywords: Random experiment. Event. Measure of probability. Random variables.
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Capitulo 1

Introducao

Como € do nosso conhecimento, a Teoria das Probabilidades tem ocupado uma atribui¢ao
de fundamental importancia em diversas areas da ci€ncia uma vez que a mesma tem um papel
interdisciplinar e isto faz com que tal campo esteja bastante ensinado nas universidades. Como
por exemplo, o caso das varidveis aleatdrias discretas e suas distribuicoes. Com isso, muitos
questionamentos podem surgir, um deles seria o caso de identificar o tipo de distribui¢c@o proba-
bilistica de uma varidvel aleatéria discreta e suas caracteristicas, na qual muitos académicos que
cursam a disciplina de Probabilidade apresentam dificuldades. Primeiramente vamos definir o
que seria uma varidvel aleatdria discreta. Uma varidvel aleatéria X € discreta se sua imagem ou
conjunto de valores que ela assume for um conjunto finito ou enumerdvel X = z;,72 =1,2,---.
E a medida de probabilidade que mede quao provavel a associacdo X = x; é definida por uma
sequéncia de probabilidade (p;), i = 1,2,--- .

Os modelos probabilisticos discretos destacados sao as seguintes: Bernoulli, Binomial,
Binomial Negativa, Geométrica, Hipergeométrica, Poisson;os quais modelam experimentos
aleatdrios tais como: lancamentos de dados e moedas, jogos de cartas e outros experimentos
provenientes da Fisica.

A presente monografia esta divida em 3 capitulos. O primeiro capitulo tem como titulo
conceitos basicos. Foi de nossa pretensdo apresentar os conceitos bédsicos quando se procura
estudar sobre probabilidades. Eles perpassam pelo que denominamos de introducdo a teoria
dos conjuntos que sdo: operagdes com conjuntos, particdes, produto cartesiano, Conjuntos de
Natureza Discreta e a medida de contagem fendmeno e experimentos aleatdrios, finalizando
com sigma algebra e espaco amostral.

O capitulo 2 é denominado de Medidas de Probabilidade. Nesse capitulo foi de nossa
pretensao, apresentar o conceito da mesma através do que chamamos de estudos dos fendmenos
ou experimentos aleatdrios através espago de probabilidade, medida de probabilidade, probabi-
lidade condicional probabilidade total e a probabilidade envolvendo o teorema de Bayes.

Por fim, o terceiro capitulo denominamos de varidveis aleatorias e distribuicdes de

10



CAPITULO 1. INTRODUCAO 11

probabilidade nos levou a definir o que € varidveis aleatdrias e ainda funcdo de distribuigdo,

esperanga matematica, variancia, e as algumas varidveis aleatdrias discretas.



Capitulo 2

Conceitos Basicos

2.1 Elementos da teoria de conjuntos

A Teoria das Probabilidades usa os conjuntos como material primdrio para a formalizagcdo
matematica de fenomenos aleatérios. Por esta razao mencionamos as pricipais operagdes com

estes objetos. Para maiores detalhes pode-se consultar as referéncias [8, 5, 12].

2.1.1 Operacoes com conjuntos

Definicao 2.1.1. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Definem-se entdo, dois novos conjun-
tos, o conjunto AU B denominado de unido de A com B e o conjunto A N B denominado de

intersecdo de A com B, definidos como

AUB={xtalquexr € A ou z € B}

ANB=A{xtalquex € A e z € B}.

Estas defini¢des podem ser generalizadas em termos de familias enumerdveis de con-
juntos.
Seja a familia de conjuntos A;, A,, As, ..., que a podemos denotar também como (A4;) jen.

Temos entio que, a unido dessa familia €

U:AlquuAgu---

j=1

={zr talque z € A; paraalgum j & N}.

12
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A intersecdo dessa familia é

ﬂ:AlmAgﬂAgm

j=1

={zr talque z € A; paratodo j € N}

Exemplo 2.1.1. Dados os conjuntos A = {0,1,2} e B = {3,6,9}. A unido desse dois conjun-
tos é: AUB = {0,1,2,3,6,9).

Exemplo 2.1.2. Dados os conjuntos A = {2,4,6} e B = {2,4,7,8}. A intersecdo desses dois
conjuntos é : AN B = {2,4}.

Diz-se que a familia dos conjuntos A, Ay, A3, ---, é disjunta se A; N A; = () para
qualquer par (7, j) com i # j em N.

Diz-se que a uniao A; U A; U - - - € disjunta se a familia Ay, As, - - -, € disjunta.

Se A e B sao dois conjuntos e todos os elementos do conjunto A sdo elementos do
conjunto B é dito, que A esta contido em B ou que A é um subconjunto de B. Escrevemos esta

situacdo como A C B.

2.1.2 Particoes

Definicao 2.1.2. Seja Q2 um conjunto. Uma familia (A;) e € dita uma particdo de ) se ela é
disjunta e | J ;o A; = .

Exemplo 2.1.3. O conjunto dos niimeros racionais Q e o conjunto dos niimeros irracionais Q¢

constituem uma particdo do conjunto dos niimeros reais: R = Q U Q°.

Exemplo 2.1.4. Considere-se uma urna U contendo quatro bolas brancas, duas bolas verme-
lhas e trés pretas. Os conjuntos {B, B, B, B},{V,V'} e {P, P, P}, onde B representa bola
branca, V' representa bola vermelha e P representa bola preta, constituem uma particdo do

conjunto das bolas contidas na urna:
U={B,B,B,B}U{V,V}U{P, P, P}.

2.1.3 Produto cartesiano

Definicao 2.1.3. Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios. Dados dois elementos, a € Aeb € B,
um um par ordenado a,b é um objeto que pode ser denotado como (a,b). Deduzimos entdo, da

definicdo que, se a e b sdo diferentes, entdo o par ordenado(b,a) é um par diferente do par

(a,b).
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Dados os conjuntos A e B. O produto cartesiano de A com B é o conjunto dos pares

ordenados (a, b) sendo que a é um elemento de A e b é um elemento de B. Isto é

Ax B={(a,b)/talquea € A e be B}.

Exemplo 2.1.5. Sejam os conjuntos R = {a,b,c} e Q = {1,2}. Temos entdo o produto

cartesiano R x Q):

Rx@Q={(a,1),(a,2),(b,1),(b,2), (¢, 1), (¢, 2)}

e por outro lado, o produto cartesiano () X R

Qx R={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢)}.

Exemplo 2.1.6. Seja X = {a, b, c}. Temos entdo o produto cartesiano X x X = X?

X x X ={aa,ab, ac, ba, bb, be, ca, cb, cc}.

Decorre da defini¢ao que,se A ndo é o proprio B entdo A x B # B x A.

Sejam agora A;, A, - - - , Ay, conjuntos ndo vazios e sejam a' € A;,a? € Ay,--- ,a* €
Aj. Analogamente 2 defini¢do de par ordenado se pode definir uma k-upla a', a?, - - - , a* como
objeto (a',a?,- - ,a*) com os elementos nessa ordem.

Uma k-upla também é conhecida como uma upla de tamanho k.

Consideremos k& um conjuntos Ay, Ay, - -+ , Ax. Entdo definimos o produto cartesiano
de Ay, Ay, -+, A, como um conjunto de k-upla (a',a? -+ ,a*) sendo que a* € A;,a® €
Ay, -+, a¥ € Ay, nessa ordem.

O produto cartesiano de k vezes um mesmo conjunto A escrito como A*. Isto é, AF =
AxAx---x A, kvezes.

2.2 Conjuntos de Natureza Discreta e a Medida de Contagem
Dizemos que um conjunto A € finito se existe um nimero natural n e uma bije¢ao

Fo{1,2,-- 0} — A.

O ndmero natural n € denominado de niimeros de elementos de A ou de tamanho de A e
denotaremos
#A =n.
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Como o conjunto vazio () néo possui elementos, #0 = 0.

Diz-se que um conjunto A € infinito se A nao € finito.

Diz-se que um conjunto A é enumerdvel se € infinito e existe uma bijecdo f : N — A.
Um conjunto A € dito de natureza discreta se é finito ou enumeravel.

Algumas vezes podemos usar ainda a denominacdo de contdvel para referir-nos aos

conjuntos de natureza discreta.

2.2.1 A medida da contagem

A Medida de probabilidade se realiza através da Medida da contagem e a Medida de
Lebesgue. E a diferenca entre essa duas medidas é: a medida da contagem se realiza através
de conjuntos de natureza discreta e a medida de Lebesgue se realiza através de conjuntos de
natureza continua.

Os conjuntos de naturezas continuas sdo representados por sua vez por intervalos de
nimeros reais no contexto de R ou por transformacao destes ao contexto de R".

Trataremos aqui as formula¢des matematicas estabelecidas para determinar o nimero de
elementos de um conjunto ou a quantidade de conjuntos determinados por certos procedimen-
tos.

Estabeleceremos, em primeiro lugar, as formulas que determinam o nimero de elemen-
tos dos conjuntos formados pela operagcdo unido e de conjuntos formados pela operacao produto

cartesiano.

Teorema 2.1. Se A e B sdo conjuntos finitos e AN B = () entdo AU B é um conjunto finito e

o niimero de elementos de AU B é dado pela formula
#(AUB) = #A+ #B.
Corolario Sejam A, B, e C conjuntos finitos. Logo AU B U C' é um conjunto finito e
#AUBUCQC)=#A+#B+#C —#(ANB)—#(ANC)—#(BNC)+#(ANBNC).

Teorema 2.2. Se A e B sdo conjuntos finitos entdo A X B é finito e o niimero de elementos de

A x B é dado pela formula

#(A X B) = #A X #B.

Exemplo 2.2.1. Supomos que um conjunto A possui 4'° elementos e B possui 3'° elementos.

Pelo teorema, o conjunto A x B possui 4'°.319 = 1210,
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Corolario Se A;, A,,--- , A, € uma sequéncia finita de conjuntos finitos, entdo, o con-

junto Ay X --- x Ay € finito e o nimero de elementos de A; x --- x A é dado pela férmula

#(Ar X X Ag) = (A1) - #(Ap).

2.2.2 Experimentos sobre conjuntos finitos

Dado um conjunto finito, podemos efetuar diversos procedimentos e querer saber a
quantidade dos possiveis resultados deles. Especificamente vamos tratar de experimentos de
selecdo e determinar a natureza dos possiveis resultados e contabilizar a quantidade deles. Um
dos instrumentos mateméticos usado é o produto cartesiano que tem uma versao conhecida

como Regra do Produto.

Regra do produto

Suponhamos que no processo que tem k£ etapas para ser realizado:
e na primeira etapa ha w; possibilidades;
e na segunda etapa hé ws possibilidades, e assim por diante,

e na k etapa hd wy, possibilidades. Entdo o nimero total de possibilidades para ser realizado

0 processo serd de wiws: - Wy

Exemplo 2.2.2. Um teste consite de 20 questoes. Cada questdo apresenta cinco alternativas

de respostas. Quantas as possibilidades de ser respondido o teste?

Solucio:
O processo consta de 20 etapas. Cada questdo € uma etapa. H4 5 possibilidades de resposta para
a primeira questdo, hd 5 possibilidades de resposta para a segunda questdo, e assim por diante,
hd 5 possibilidades de resposta para vigésima questdo. Logo ha 52° possibilidade de responder

o teste.

Experimentos de seleciao e o produto cartesiano

Seja A um conjunto finito A = {aj,as,- - ,a,} com n nimero de elementos e seja
o produto cartesiano A¥ = A x A x --- x A onde na realizacio desse produto cartesiano o
conjunto A é considerado k vezes. J4 sabemos que o nimero de elementos de A*, ou seja o
niimero de k-uplas que o constituem é #A* = n*. Consideremos a ordem estabelecida nos
elementos das k-uplas. As k-uplas de A* podem ser classificadas em duas classes: a primeira
classe € a classe das k-uplas que tem todos seus elementos diferentes; e a segunda classe € a das

k-uplas nas quais hé elementos repetidos sendo que estas repeti¢cdes vao de 2 até k.
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Uma k-upla que tem todos seus objetos diferentes é denominada de permutacdo de
tamanho k e uma k-upla que tem pelo menos um elemento repetido hd denominamos de arranjo

de tamanho k. O conjunto de permutacdes de tamanho % o denotaremos por Py (n).

Exemplo 2.2.3. Seja o conjunto B = {a,b, c}, k = 2 e consideramos o produto cartesiano B3.

Este conjunto é
B? = {aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc}.

Experimentos de selecao com reposicao e com ordem na observacao

Seja A um conjunto com n objetos. O experimento consta de k& < n etapas e cada
etapa consiste em selecionar um objeto qualquer de A. Na primeira etapa selecionamos um
objeto qualquer, observamos e repde-se. Na segunda etapa selecionamos outro objeto qualquer,
observamos e repode-se, € assim por diante até a k-ésima etapa. O registro das observacoes €
feito na ordem que aconteceram as selecoes. Observamos que ha n possibilidades de selecio na
primeira etapa, hd também n possibilidades de selecao na segunda etapa, e assim por diante, ha

n possibilidades de selecdo na k-ésima etapa. Logo pela regra do produto temos

possiveis k-uplas a serem obtidas que é o tamanho de A*.
Podemos apreciar que, o registro das observacdes deste tipo de experimento estabelece

o conjunto A* e sua respectiva quantidade de elementos.

Exemplo 2.2.4. Considere o conjunto A = {w, x,y, z}. Considerando 3 extracdes com reposi¢cao

e considerando a ordem dos registros das extragdes o niimero de 3-uplas é
HA3 =43 = 64.

Experimentos de selecao sem reposicao e com ordem na observacao

Seja A um conjunto com n objetos. O experimento consta de k < n etapas. Na primeira
etapa selecionamos um objeto qualquer de entre 0s n objetos e registramos a observacio e
nao repomos o objeto selecionado, na segunda etapa selecionamos um objeto qualquer dentre
os n — 1 objetos restantes, registramos a observagao e ndo repomos o objeto selecionado, e
assim por diante até k-ésima etapa que consiste em selecionarmos um objeto qualquer dentre
os n — (k — 1) objetos restantes e registrarmos a observagdo. O registro das observagdes ¢é feito
na ordem que aconteceram as selecdes.

Observamos que hd n possibilidades de selecdo na primeira etapa, ha também n — 1

possibilidades de sele¢@o na segunda etapa, e assim por diante ha n — (k — 1) possibilidades de
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selecdo na k-ésima etapa. Logo, pela regra do produto temos:
n)g=nn—1)---(n—k+1)

possiveis k-uplas a serem obtidas.
Pela natureza do experimento, em nenhuma destas k-uplas ha objetos repetidos. Assim,
como ja mencionamos, o resultado deste tipo de experimento é um conjunto das permutacoes

de tamanho k.

Corolario 2.2.1. Seja A um conjunto com n elementos e seja k < n. Entdo, o niimero de

elementos de Py(A) é

n!

#]P’k(A):(n)k:n(n—l)(n—2)~~~(n—k+l):m.

Em particular, se k& = n, entdo, o nimero de elementos de P,,(A), ou seja, o nimero de

permutacdes de tamanho n elementos de um conjunto de n elementos é
P.(A) =nl.

Exemplo 2.2.5. Considere o conjunto B = {1,2,4}. O conjunto de permutagées de tamanho
3 desse conjunto é P3(B) = {124,142, 241, 214,412,421} cujo tamanho é #P3(B) = 6.

Corolario 2.2.2. O conjunto de arranjos de tamanho k formados com os n elementos do con-

junto A é o complementar de P, (A) e seu niimero total de elementos é n* — (nf!k)!.

Corolario 2.2.3. Seja A um conjunto com n elementos e seja k > n. Entdo, A* ndo possui
] J ] p

permutagoes.

Experimentos de selecao sem reposicao e sem ordem na observacao

Este tipo de experimento € um experimento de selecdo sem reposi¢do, mas sem ter em
conta o registro da ordem das observacdes. Se for feito o registro das observacdes, entdo, o
conjunto de todos os possiveis resultados seria o conjunto P,(A) = (n); cuja quantidada de
elementos é #P,(A) = (n)y =n(n—1)(n—2)---(n—k+1) = (n%'k), Mas, como para cada
conjunto com k elementos se tem k! permutacdes, entdo, ignorando a ordem, as k! permutacdes
as podemos representar por apenas uma sé. Estes objetos os denominaremos de combinacoes de
tamanho k sem elementos repetidos, ou seja, podemos chamar também de conjuntos de tamanho
k formados com os elementos de um conjunto de tamanho n. O numero de subconjuntos com

k elementos de um subconjunto com n elementos € dado pelo teorema que veremos a seguir.
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Teorema 2.3. Seja A um conjunto com n elementos e seja k < n. Entdo, o niimero de subcon-

juntos de A, com k elementos,é

Exemplo 2.2.6. Uma comissdo formada por trés estudantes deve ser escolhida em uma classe
de trinta alunos para organizar os jogos interclasses. De quantas maneiras essa comissdo deve

ser escolhida?

Solucao:
Como a comissdo deve ter trés membros distintos, as 3-uplas devem ser selecionadas sem
reposi¢do, e como a ordem da escolha dos participantes € irrelevante, trata-se de 3-uplas nao
ordenadas. Assim, temos
30!

Ca03 = ————— = 4060.
03730 — 3)13!

Experimentos de selecao com reposicao e sem ordem na observacao

Considerando um conjunto A com n elementos e executando-se um experimento de
k < m extragdes e no qual se tem em conta o registro das observacdes, o resultado que se obtém
é o conjunto A*, cujos elementos sdo k-uplas de elementos de A. Estas k-uplas se podem
classificar em classes e A* se pode expressar como uma parti¢iio destas classes. Para detalhes

relacionados com esta classificacdo pode-se consultar [4] no qual, usando a identidade

(") =G (D) =+ ()
-2 (7))

J

se prova que a quantidade de classes nas quais se particiona A* é

(n+k—1)!
(n— 1)k

Se no experimento desconsiderar-mos a ordem no registro das observagdes, cada classe

Cn+k—1k) =

se converte em apenas um objeto s6. Cada um destes novos objetos é o que se denomina de
combinagdo de tamanho k obtida de entre os n elementos do conjunto A e constituem um
novo conjunto denotado por C; A e denominado de conjunto das combinag¢des de tamanho &
formadas com os n elementos do con junto A. Esse novo conjunto se particiona em dois tipos
de combinacdes, aquelas sem elementos repetidos que sdo as que provém das permutacodes e

aquelas combinagdes com elementos repetidos que sao as que provém dos arranjos.
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Pelo que foi visto acima, se tem que o niimero de elementos de CLA é C'(n + k — 1, k).

2.3 Fenomenos e Experimento Aleatorio

2.3.1 Conjunto universo do experimento ()

Um fenémeno aleatorio € uma sequéncia de possiveis eventos. O registro desses possiveis
eventos define um conjunto §2 dito de conjunto universo do fendmeno em questdo. Um caso
especial de fendmeno aleatdrio € um experimento aleatério. Um experimento aleatério € um
conjunto de procedimentos fixado um determinado objetivo, que fornece um fendmeno aleatério
e cujo conjunto 2 que registra os seus possiveis resultados € dito de conjunto universo do expe-
rimento.

Um experimento aleatdrio precisa de objetos fisico, por exemplo uma moeda, um dado,
uma urna, um jogo de cartas, etc, € procedimentos que geram resultados. Objeto fisico en-
volvido num experimento aleatério sera traduzido por um conjunto que o denominamos de
conjunto base, S.

O registro de cada um dos resultados do experimento aleatério forma um conjunto que
denominamos de conjunto universo do experimento §). Cada elemento w do conjunto €2, ou
seja, cada observagdo w do experimento chamamos de ponto amostral e cada conjunto unitario
{w} serd chamado de evento elementar.

Conjuntos de pontos amostrais definidos segundo uma certa caracteristica sdo denomi-
nados de eventos aleatorios entre 0os quais se encontra o conjunto €2, o conjunto de todos os
possiveis resultados. Usamos letras maisculas tais como, por exemplo A, B,C, para representar-
mos eventos.

A partir de um evento ou eventos podemos considerar outros eventos, por exemplo se
A € um evento , complementar de A € A€, entdo A° também sera considerado um evento. Por
lado lado, se consideramos A e B como dois eventos aleatérios, entdio AU BouAou B, AN B
ou A e B serdo também eventos. Neste contexto, podemos afirmar, entdo, que o conjunto vazio
0 = Q¢, também é um evento.

Por outro lado, €2 pode ser discreto (ou seja finito ou infinito enumeravel) ou continuo

(ou seja infinito ndo enumeréavel).

Exemplo 2.3.1. Considera-se um dado ciibico regular com faces numeradas de 1 a 6. O experi-
mento consiste em lancar o dado sobre uma superficie plana horizontal e observar o niimero de
face de cima. Neste caso o conjunto base é conjunto S = {1,2,3,4,5,6} e o conjunto universo
do experimento é Q) = S = {1,2,3,4,5,6}.

Exemplo 2.3.2. Considera-se duas moedas regulares ndo idénticas. O experimento consiste

lancar as moedas de uma vez so e observar a face de cima de ambas ndo impondo a ordem nas
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observagdes delas. Neste caso o conjunto base é S = {Fy, Ny, F», Ny}. O conjunto universo

do experimento é

Q= {{F, Fa}, {F1, No}, { N1, Fo}, { N1, No} b

2.4 Sigma Algebra. Espaco Amostral

Definiciio 2.4.1. Sigma Algebra
Seja .F uma familia de subconjuntos de €, onde ) é um conjunto ndo vazio. Diz-se que

F é uma o-dlgebra sobre §) se forem verificadas as seguintes condicoes:
Si. Qe 7,
So. Se A € .F, entdo A° € F;
Ss. Se A, B € %, entdo AUB € %,
Sy Se Ay, Ag, -+, € F, entdo ], | A, € F.

Exemplo 2.4.1. Seja Q = {a,b,c,d,e}. Se tem que a familia F = {0,{a},{b,c,d, e}, Q},é
uma o-dlgebra sobre ). Com efeito, A = {a} e B = {b,c,d, e} sdo elementos de F, assim
Q= AU B € % pela condigdo S3. e Sy.. Além disso,)° = Q,Q° = ),A° = Be B° = A
sdo elementos de .. Logo a condigdo Ss. é verificada. As condigcdes Ss. e Sy. sdo verificadas
considerando todas as unides dos elementos de ¥ e observando que estas sejam elementos de
F: Com efeito, ) UQ =0 ¢ec F,0UA=Ac #, 0UB=Bec F AUB = € %,
AuQ=0Qe 7 BUQ=Q¢€ .Z. Logo.% éuma sigma-dlgebra sobre ().

Preposicao 2.4.1. Seja .% uma o-dlgebra de subconjuntos de €). Entdo:
1. 0eZ;
2. Se Ay, Ay, -+ € Fentdo () Ay € F,
3. SeA,Be %, entdoA— B e %, e AAB € .Z.

Notagdo: A— B=ANB‘e AAB=(A—B)U(B—A).

Definicao 2.4.2. Espagco Amostral
O par (2, F) é dito de espaco amostral e os subconjuntos que pertecem a familia F

sdo denominados de eventos.



Capitulo 3

Medidas de Probabilidade

A abordagem matemaética de um fendmeno aleatério comega com a defini¢do do con-
junto universo 2. Dado que este estd constituido de possiveis resultados para a pergunta de saber
qudo provadvel é que determinado resultado aconteca. O préprio problema em si ja contempla
na sua esséncia uma certa medida para tal. Dai a defini¢ao de uma medida de probabilidade P.

Neste capitulo abordaremos alguns conceitos basicos sobre uma medida de probalili-
dade, os quais serdo de uso importante nos proximos capitulos deste trabalho.Para maiores

detalhes pode-se consultar as referéncias [2, 10, 12]

3.1 Medida de Probabilidade

Definicao 3.1.1. Seja (2, F ) um espago amostral. Uma medida de probabilidade é uma fungdo

P : Z — R que satisfaz estas trés propriedades:
Pl- P(Q) - 1
P,. P(A) >0, para quaisquer A € F

Ps. Se Ay, Ay, --- € F, é uma sequéncia de evento, com A, N A,, = 0, para n # m, entdo

P(|JA,) =) _P(A,).

Estas propriedades iniciais ou axiomas foram estabelecidos por A.N. Kolmogorov em
1933. A partir destes axiomas vamos conhecer outras propriedades que cumprem todas as

medidas de probabilidade.

Preposicao 3.1.1. Seja (2,.%, P) um espago de probabilidade, entdo

22
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Py P(A) =1— P(A);

Ps. P(B— A) = P(B) — P(Bn A);

Py. Se A C B, entdio P(A) < P(B);

P 0< P(A) < 1;

Ps. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B),

P.. P(AUB) < P(A)+ P(B).

3.2 Espaco de Probabilidade

O modelo matematico criado durante o primeiro terco do século XX, para estudar os
experimentos aleatérios € denominado como espaco de probabilidade. Este modelo consiste de
um espaco amostral (£2,.%#) e uma medida de probabilidade P. Mais precisamente, um espago

de probabilidade esta constituido por

e um conjunto universo de experimento {2;
e uma sigma algebra .# sobre (2,

e uma medida de probabilidade P definida sobre .%.

Com as consideragdes acima denotamos um espago de probabilidade como (€2, %, P).

3.2.1 A medida de probabilidade discreta finita

Consideremos que o conjunto de todos os possiveis resultados {2 de um experimento
aleatdrio seja finito e seja o espaco amostral (€2, Z(2)), onde Z(£2) é o conjunto de partes de

(2, como vemos na seguinte definicdo:

Definicao 3.2.1. Seja (2, %) um espaco amostral finito onde 2 = {wy,- -+ ,wy} e seja uma
sequéncia finita (p1,p2,- -+ ,pi). Seja P : Q@ — R uma fungdo definida pela regra P(w;) =
p; > Oparatodo j =1,2,---  k tal que para qualquer A € .F se define P(A) como

Yowea P(w) se A#0D
P(A) =
0 se A=10

Dizemos entdo que, P é uma medida de probabilidade se e somente se

k
j=1
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Exemplo 3.2.1. Seja a varidvel X definida pela tabela de frequéncias pontuais.

Tabela 3.1: Frequéncias Pontuais

T i I
I ——
15 10 %
7 s i
19 13 %
22 12 ﬁ
24 14 ﬁ
26 7 ?
28 8 %

80
30 4 -+

> [i=801> fri=1

Se tem que o nuimero de observagdes da varidvel X é n = f1 + fo + - + fio =
54+2+104+5+ 13412+ 14+ 7+ 8 + 4 = 80. Entdo a coluna de frequéncias relativas fr;
, constitui uma sequéncia de probabilidade e,entao neste cendrio se pode dizer que a varidvel X

assume o valor de x; com probabilidade fr;, assim por exemplo, X assume o valor de z; = 10

5

= &, X assume o valor de 5 = 13 com probabilidade de fro = &

com probabilidade de fr;

e assim por diante.

3.2.2 A medida de probabilidade de Laplace

Vamos definir agora uma outra medida de probabilidade, neste caso definida por La-

place. A mesma pode ser observada através do teorema que se segue

Teorema 3.1. Seja o espaco amostral (2, P(R2)), onde Q) é um conjunto finito. Definimos a

fungao P : () — R como:
_#4

P(4) = g

donde:
e P(A): probabilidade do evento ocorrer;
o #A: niimeros de casos favordveis,
o #Q): niimeros de casos possiveis.

Se tem que P é uma medida de probabilidade.
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Corolario 3.2.1. Seja (2, . %) um espagco amostral finito onde 2 = {wy,wa, -+ ,w,} e seja P
uma medida de Laplace. Entdo para todo j € {1,2,--- ,n},
#Hwit 1

P(lug)) = T =

Exemplo 3.2.2. Uma urna contém 6 bolas do mesmo tamanho das quais, duas sdo de cor
verde e quatro sdo de cor preta. Extrai-se se uma bola ao acaso e observa-se a cor. Qual a

probabilidade da bola extraida ser preta?

Solucao:
O conjunto base S sera
S: {‘/17‘/27P17P27P37P4}~

Como a extragdo é de uma bola e observada sua cor o espago amostral é 2 = S.
Agora identificamos um evento da qual queremos determinar a probabilidade de acontecer. O

evento em questao serd
A= “a bola extraida ser preta”

que em termos de conjunto sera

A:{P17P27P37P4}'

Dado que a medida P que se quer usar para medir probabilisticamente este evento € a probabi-
lidade de Laplace, calculamos #€2 e #A: #{) =6 e #A = 4. Logo

A 4 2

3.3 Probabilidade Condicional

Nesta secao iremos ver os conceitos de eventos condicionados e medida de probabili-

dade condicional. Mais ainda veremos o conceito de independéncia de eventos.

Definicao 3.3.1. Sejam A e B dois eventos de um espaco amostral e supondo P(B) > 0,
define-se o evento condicionado A dado B denotado por A|B. A probabilidade de A|B dita de
probabilidade condicional de A dado B é definida por

P(ANB)
P(B)

Da férmula 3.1 que define a probabilidade condicional do evento A dado B, logramos a

P(A|B) = 3.1)

seguinte expressao:
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P(AN B) = P(B).P(A|B) (3.2)

Exemplo 3.3.1. Consideremos o experimento que consiste em lancar uma moeda duas vezes e

observar a face superior de cima em cada langcamento. Sejam os seguintes eventos:

A: observar figura F B: observar niimero N

Queremos descobrir qual seria a probabilidade de ocorrer B dado que ocorreu A?

Seja Q2 0 espagco amostral Q) = Qy x g, onde 2 = {N, F'} é o espaco amostral do primeiro
langcamento; e Qs = {N, F'} é 0 espago amostral do segundo langcamento. Entdo Q) = {N, F'} x
{N,F}={NF,NN,FF,FN}.

OeventoAé A= {NF,FN,FF}. EoeventoBé B={NF,FN,NN}.

A intersecdo de AN B é AN B ={NF,FN}. Calculando as probabilidades temos:

#A 3 #ANB 2
P(A) = —=— P(ANB)= ——— =-
W=15=1 ¢ Panp=""g
dai, calculamos a probabilidade de B dado que A ocorreu
P(BNnA) 2 2
LEEE b

Exemplo 3.3.2. Considere uma urna com 4 bolas pretas e 8 bolas azuis. Duas bolas sdo

retiradas, uma apos outra e sem reposi¢cdo. Determine a probabilidade de sair:

a) ambas da mesma cor;

b) cores diferentes

Solucao:

a) Vamos calcular a probabilidada de sair ambas da mesma cor.

Sabemos que a probabilidade de sair uma bola azul na urna é %, como as retiradas das duas

bolas sd@o sem reposi¢do, temos

P(A3 N Ay) = P(A1) P(A|Ay)
8 7

S 12°11
56 14

T 132 33

De maneira, andloga, a probabilidade de sair uma bola preta da urna é 14—2, como as retiradas das

duas bolas sdo sem reposi¢do. Assim, temos
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P(P,N P)) = P(P,)P(P|P))
4 3

12°11

12 1

132 11

logo

P(ambas da mesma cor) = P(A; N Ay) + P(P,N Py)

_14+ 1
33 11
Y
© 33"

b) A probabilidade de sair cores diferente é

P(A) N By) = P(A))P(Py|Ay)
8 4

2
32 8

T 132 33

P(Pl ﬁAz) - P(PI)P(A2|P1>
4 8

T 121
32 8

T 132 33

logo

P(cores diferentes) = P(A; N Py) + P(Py N Ay)

_8.,8
33 33
16

=33
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3.3.1 Independéncia de Eventos

Definicao 3.3.2. Sejam A e B dois eventos e suponha que P(A) > 0. O evento B é dito
independente do evento A, se:
P(B|A) = P(B). (3.3)

Nestas condi¢des afirmamos que se o evento B € independente do evento, entdo vale a
expressao:
P(ANB)= P(A)P(B). (3.4)

De fato, P(AN B) = P(B|A)P(A) = P(B)P(A).
Concluimos também que se o evento B € independente de A, entdao o evento A também
¢ independente de B. De fato,
P(AnB) P(A)P(B)

Exemplo 3.3.3. Lanca-se uma moeda duas vezes, observamos a face e registramos. Qual a pro-

babilidade de sair niimero “N” no primeiro lancamento? E figura “F” no segundo lancamento?

Solucao:
O espago amostral serda Q = {F, N}? ={F,N} x {F,N} = {FF,FN.NF, NN}, #Q = 4.
Seja A o evento “sair figura primeiro lancamento”. Assim, temos A = {F'F, FN}, entio,
#A=2.
Seja B o evento “sair nimero no segundo lan¢camento”. Logo, B = {FFN, NN}, entdo, #B =
2.
Agoraa AN B ={FN},entao #(ANB) = 1.

Dai, calculamos as probabilidades dos eventos acontecerem

_#d_2_1
PA=20-173
_#B_2_1
P(B) =10 =1=5
P(AmB):#(:lgB):i
dai
11
P(ANB) = = 5.5 = P(AP(B)

Portanto, A e B sdo independentes.



CAPITULO 3. MEDIDAS DE PROBABILIDADE 29

3.4 Probabilidade Total

Teorema 3.2. Seja Ay, Ay, - - , A, um particdo do espaco amostral €, isto é, esses eventos sao
mutuamente exclusivos e sua reunido é 2, seja B um evento e P uma probabilidade definida nos

eventos de ), temos

3

P(B) = P(B|Ay) P(4). (3.5)

k=1
Da férmula 3.5 é denominada como a férmula das probabilidades totais, e por meio da
mesma se pode calcular a probabilidade do evento B, quando se conhecem as probabilidades
de cada um dos elementos da particdo de €2 e, mediante ainda a introdu¢do das probabilidades

condicionais do evento B dado cada elemento da parti¢do.

Exemplo 3.4.1. Sdo dadas trés urnas com as seguintes composicoes: a urna A tem 2 bolas
pretas e 3 roxas; a urna B tem 3 bolas pretas e 5 roxas e a urna C tem seis bolas pretas e uma
roxa. Escolhe-se uma das trés urnas de acordo com as seguintes probabilidades: a urna A com
probabilidade %; urna B com probabilidade % e a urna C com probabilidade %. Uma bola é

retirada da urna selecionada. Qual a probabilidade da bola retirada ser roxa?

Solucao:
Seja R o evento “a retirada de uma bola roxa da urna selecionada”. A urna selecionada pode ser

a “urna A” ou a “urna B” ou a “urna C”. Dai a A U B U C' é disjunta e, entdo

P(R)=P(RNA)+ P(RNB)+ P(RNC). (3.6)

E daqui
P(R) = P(R|A)P(A) + P(R|B)P(B) + P(R|C)P(C). (3.7)

Coletando os dados do exemplo, temos



CAPITULO 3. MEDIDAS DE PROBABILIDADE 30

substituindo os valores na expressao 3.7, obtemos

32 54 13
PRy =22+22422
(B)=55T39" 79

_ 6,20, 3

4572763
P(R) = 0,063

3.5 Teorema de Bayes

Teorema 3.3. Sejam os eventos A e B com P(A) > 0e P(B) > 0, entdo

P(A|B)P(B) P(B|A)P(A)
P(B|A) = —————= P(A|B) = ————=.
Teorema 3.4. Sejam Ay, Ay, --- | A,, eventos que formam uma particdo do ). Seja B C ().

Sejam conhecidas P(A;) e P(B|A;), j =1,2,--- ,n. Entdo:

PAIB) = o By e oY

Exemplo 3.5.1. Trés mdquinas A,B e C, produzem 50%, 30%, e 20%, respectivamente, total
de pecas de uma mdquina. As porcentagens de produgdo defeituosa destas sdo: 3%, 4% e 5%,
respectivamente. Se uma peca é selecionada aleatoriamente, ache a probabilidade de que ela
seja defeituosa. Se a peca selecionada é defeituosa, encontre a probabilidade dela ter sido

produzida pela a mdquina C.

Solucao:

Sejam os eventos:
e A “quantidades de pecas produzidas pela a mdquina A”;
e B “quantidades de pecas produzidas pela a maquina B”;
e C “quantidades de pecas produzidas pela a maquina C”,
e D “apeca selecionada é defeituosa”.

Os dados que o exemplos nos fornecem

50 30 20
= = — = P = _ — = — — —
P(A) =50% = 155 = 0,5 P(B) =30% = 155 = 0,3 P(C) = 20% = 155 = 0,2
P(D|A) = 3% = >~ 0,03 P(D|B) =4% = —— = 0,04 P(D|C) = 5% = —— = 0,05
N o 100 o B T 100 - o 0= 100 - Y

Calculamos a Probabilidade Total das pecas defeituosas produzidas das mdquinas A,B e C
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P(D)=P(DNA)+P(DNB)+ P(DNC)
= P(D|A)P(A) + P(D|B)P(B) + P(D|C)P(C)
=0,03.0,5+0,04.0,3 4 0,05.0, 2

P(D) = 0,037.

Calculamos agora P(C|D), a peca selecionada é defeituosa e é produzida pela a maquina C

P(C'N D)
P(D)

_ P(D|C)P(C)

~ P(D)

~0,05.0,2

0,037

0,01
—— =0,27 = 27%.
0,037 027 [

P(CID) =

P(C|D) =



Capitulo 4

Variaveis Aleatorias e Distribuicoes de
Probabilidade

4.1 Introducao

Neste capitulo abordaremos um conceito de uso muito importante na drea da Teoria de
Probabilidade a saber: varidvel aleatéria. Abordaremos as definicdes de varidveis aleatérias
discretas e continuas e suas distribui¢des de probabilidade que no caso seriam as fun¢des que
indicam seu processamento probabilistico, isto é, no caso de uma varidvel aleatdria discreta
usaremos a sequéncia de probabilidade ou funcdo de probabilidade. E no caso da continua usa-
remos a fun¢do densidade de probabilidade. E ainda falaremos sobre a fun¢do de distribui¢ao
acumulada F'x(x) que é dada de um modo geral tanto para as v.a. discretas quanto continuas.
Neste capitulo iremos abordar varidveis aleatdrias discretas e suas distribui¢des de probabili-
dade, tais como a Binomial, a Geométrica, a Binomial Negativa, a Poisson e a Hipergeométrica.
Nao daremos muita énfase no caso da varidvel aleatdria continua.Para maiores detalhes pode-

mos consultar as referéncias [1, 2, 6, 9]

4.2 Variaveis Aleatorias

Definicao 4.2.1. Seja (2, F, P) um espaco de probabilidade, uma varidvel aleatéria é uma
fungdo
X: Q=R

tal que para cada r € R, temos

{we: X(w) <z}eZ.

32
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Nota-se que expressao 4.2.1 pode ser escrita assim:

{weN: X(w) <} =X""(~00,1]
~(X <)
=(X € (—o0,x]).

Denotamos a imagem de X por X = X (£2) C R. As varidveis aleatdrias sdo classificadas em
dois tipos: varidveis aleatdrias discretas e varidveis aleatoria continuas.

Veremos a seguir a definicdo de varidveis aleatdrias discretas e continuas.

Definicao 4.2.2. Uma varidvel aleatoria é discreta se a sua imagem, ou valores que ela as-
sume, for um conjunto finito (X = X(Q) = {1,2,3,--- ,n}); ou enumerdvel (X = X () =
{1,2,3,--+ ,00}). Se a sua imagem for um conjunto infinito ndo enumerdvel, isto é, que
assume valores em niimeros reais, como por exemplo: X = X () = R = (—o0,+00);

X =X(Q)=10,1] CR, dizemos que a varidvel aleatdria é continua.

Variavel aleatoria discreta

Seja (€2, %, P) um espago de probabilidade. Uma fun¢do X com dominio €2 e con-
tradominio R, ¢ uma varidvel discreta se a sua imagem € um conjunto finito ou enumerdvel

{1, 29, -}, tal que,
P{w e Q: X(w) =a}l = PIX = ;) =pjpara j=1,2,---

¢ uma sequéncia de probabilidade.
Uma v.a discreta estd associada a uma medida de probabilidade definida por uma sequéncia
de probabilidade, isto €, uma sequéncia (p;), com p; > 0 tal que Z?:o p; = 1 se a sequéncia

for finita e Z;’io p; = 1 se a sequéncia for infinita.

Exemplo 4.2.1. Lanca se uma moeda duas vezes. Seja X o niimero de ocorréncia da face N.

Determinar a sequéncia de probabilidade de X.

Solucao:

O conjunto universo do experimento é

Q= {FF,FN,NF,NN}.

Se X é o nimero de ocorréncia da face N, entdo X assume os seguintes valores 0, 1, 2 que podem
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ser associados aos eventos Iy, F'5, 3 como se observa na tabela abaixo

X | Eventos correspondentes
0 E, ={FF}

1 Ey={FN,NF}

2 Es={NN}

desta maneira podemos associar a cada um dos valores assumidos por X as probabilidades dos

respectivos eventos

!
=
Il
[S—y
SN~—
I

ie)
~—~
s
N—
Il

e S RSN

e portanto fica definido a sequéncia de probabilidade (i, %, i)

Variavel aleatoria continua

Seja (€2,.%, P) um espago de probabilidade. Uma fun¢do X com dominio €2 e contra-
dominio R, é uma varidvel aleatéria continua se a sua imagem € um subconjunto nao discretos

em R, tal que
P[{wEQ:aSX(w)Sb}]:P(angb):/ f(z)dx
b
onde a e b sdo dois niimeros reais quaisquer e f : R — R é funcdo que verifica as seguintes
condicoes:
i) f(x) > 0 paratodo x € (—o0, +00);
2i) [ f(x)d = 1.

A fungdo f(z) e denominada de func@o de densidade de probabilidade.
Note que os célculos das probabilidades de X v.a. continua, nos intervalos [a, b]; [a, b); (a, b]; (a, b),

sd0 0s mesmos € os valores também sao iguais.

2¢, se 0<z<1
Exemplo 4.2.2. Seja f(z) = e determine que f(x) seja f.d.p.
0, se <0 ou z>1

Solucdo
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a) f(z) > 0 para todo x.

1
=1

b) [ f(a)de = [, 20dx = 2” .

entdo f(x) é uma funcdo densidade de probabilidade.

4.3 Funcao de distribuicao

Toda variavel aleatdria estd associada a fun¢ao que denominamos como fung¢ao de distribuigao.

Como vemos na defini¢do abaixo.

Definicao 4.3.1. Uma fungdo de distribuicdo de uma varidvel aleatéria X é uma fungdo Fx (x)

R — [0, 1], que a cada niimero real x associa o valor
Fx(x) = P[X < x]. 4.1)

Lema 1. A funcdo de distribuicdo de uma varidvel aleatoria X satisfaz as seguintes condigoes:
1. 0 < Fx(z) < 1paratodo x € R;
2. Fx(z) é ndo decrescente e é continua a direita, Fx(x+) = Fx(z);
3. Sexy < g, entdo Fx (1) < Fx(z2),
4. limgy o Fx(x) =0elim, oo Fx(z)=1.

Agora vamos definir a forma que a func¢do de distribuicdo Fx(x) definida na varidvel

aleatdria X seja no caso discreta ou quando X esta definida no caso continua.

e Se X € uma v.a discreta com sequéncia de probabilidade p, = P(X = zj),com k =

1,2,---, 7, entdo a funcdo de distribuicdo de X, F'y : R — R € definida como:
(
0, se T < T
D1 se x1 <z <a9
p1+ P2 se To <z < T3
Fx(z) =

pr+pet--+pi1 o se x1 <r<uxg

1 se T = .

Observamos que

Fx(z) =Y _ P(X =) (4.2)
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Nota-se que neste caso, Fy(x) é uma fun¢do escada com pontos de descontinuidade os

pontos xy, k =1,2,--- 7.

e Se X é uma v.a continua com densidade de probabilidade f{x) se tem que a funcdo de

distribui¢do de X, Fx : R — R € definida como

Fx(x) = /f f(z)dz. 4.3)

Neste caso F'x(z) é uma fung@o continua.

Exemplo 4.3.1. Suponha que uma varidvel aleatoria X tenha a seguinte sequéncia de probabi-
lidade

P(X)
0,1
0,3
0,2
0,2
0,1
0,1

Q|| AN | W [N~

Definimos a fungdo de distribuicdo de X. Temos entdo

Fx(1)=P(X <1)=P(X=1)=0,1

Fx(2)=P(X <2)=P(X=1)+P(X =2)=0,1+0,3=0,4

Fx(3)=P(X <3)=P(X=1)+P(X =2)+ P(X =3)=0,1+0,340,2=0,6

Fx(4) =P(X <4)=P(X =1)+ P(X =2)+ P(X =3)+ P(X =4) = 0,8

Fx(5) =P(X <5)=P(X =1)+P(X =2)+ P(X =3)+ P(X =4) + P(X =5)=0,9
Fx(6) =P(X <6) =P(X =1)+ P(X =2) + P(X =3)+ P(X =4) + P(X = 5) + P(X
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Com resultados que obtivemos podemos escrever:

(

0 se x <1

0,1 se 1<x<?2
0,4 se 2<zx<3
Fx(z)=40,6 se 3<z<4
0,8 se 4<x<b

0,9 se 5<x<6

1 se >0

\

4.3.1 Esperanca Matematica
Se X € uma v.a, entdo o valor esperado da v.a X é dada por:
e Se X ¢ discreta com sequéncia de probabilidade p(zy). Entdo se define:

Definicao 4.3.2. A esperanca matemdtica de uma v.a discreta X que assume os valores

T1, T, - , T, com respectivas probabilidades P[X = zi|, para k = 1,2,--- ¢ dado
por
E(X)=> x,P[X = ;] (4.4)
k=1

se a soma for um niimero real.

e Se X € continua com funcao de densidade f(x), entdo se define

Definicao 4.3.3.

se a integral impropria existir.

As notagdes para £(X) sdo também pu(x), fiy, 1.
Vejamos as propriedades da esperanga de uma v.a X. Seja x e y v.a com esperanga finita

e seja ¢ uma constante. Entdo
1. E(c) =c¢;
2. E(c.X)=cE(X);
3. B X)=(XxY)=EX)+ EY);
4. Se X > 0, entdo F(X) >0,

5. Se X e Y sdo independentes, entdo E(X.Y) = E(X).E(Y).
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4.3.2 Variancia
Seja X uma varidvel aleatéria com esperanca finita . Entdo a varidncia de X é um
nimero que denotamos por Var(X) e definimos mais precisamente assim:

Var(X) = BE(X — p)* = o°. 4.5)

Se X € uma v.a discreta, logo

n

Var(X) = Z(xk — pte)2.p(2p). (4.6)

Se X é v.a continua, temos

Var(X) = /_+Oo(z — )% f(z)dz. 4.7)

[e.e]

Uma variancia € uma medida do grau de dispersdao dos valores de uma v.a em torno do

valor esperado e ponderados por suas respectivas probabilidades.

Usamos as seguintes notagdes para representar uma variancia que sdo elas: Var(X),V(X), 02, o2.

Y x?

Vejamos as seguintes propriedades da variancia. Considerando X e Y com variancias

finitas € ¢ uma constante.
1. Var(X) = E(X?) — E*(X);
2. Var(c) =0;
3. Var(X) > 0;
4. Var(cX) = Var(X);
5. Var(X +c¢) = Var(X),

6. Em geral Var(X +Y) # Var(X) + Var(Y). A igualdade se cumpre quando X e Y sdo

independentes.

4.4 Variaveis Aleatorias Discretas e suas distribuicoes

4.4.1 Variavel Aleatoria de Bernoulli e sua distribuicao

Vamos considerar um experimento aleatdrio basico que apresenta como resultado final
somente um dos possiveis resultados: sucesso, fracasso. Mais precisamente temos a seguinte

definicao.
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Definicao 4.4.1. Um experimento de Bernoulli é um experimento aleatorio com apenas dois

resultados possiveis: sucesso e o fracasso.

Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 4.4.1. O aluno é aprovado ou reprovado em determinada disciplina.
Exemplo 4.4.2. No lancamento de uma moeda pode ocorrer niimero ou figura.

Exemplo 4.4.3. Numa entrevista o entrevistado concorda ou ndo concorda em responder as

perguntas que o entrevistador fizer.

Agora definiremos uma variavel aleatéria de Bernoulli.
Consideramos inicialmente o conjunto dos possiveis resultados de um experimento de
Bernoulli

Q = {sucesso, fracasso}

Definimos agora uma funcdo X com dominio €2 e imagem R como

D% 1, S€ OCOITET O SUCESSO

0, se ocorrer o fracasso

X estard definida como uma varidvel aleatéria se a cada um dos valores assumidos por ela as-
sociarmos a respectiva probabiliade de ocorréncia. Associaremos a probabilidade p de sucesso,
(0 < p < 1),epor1—paprobabilidade de fracasso. Mais precisamente, uma variavel aleatéria

de Bernoulli X fica definida como

Como mostra na tabela abaixo:

P[X=k] | 1-p | p

Provaremos agora que a sequéncia (p, 1 — p) € uma sequéncia de probabilidade. Isto é imediato
pois, p > 0e 1l — p > 0easoma destes valores € iguala 1: p+ (1 —p) =1

Denotaremos por X ~ Ber(p) e diremos que X é uma varidvel aleatéria de Bernoulli
de pardmetro p. A sequéncia (p, 1 — p) define uma medida de probabilidade dita de distribui¢do
de Bernoulli com parametro p. Note que no experimento de Bernoulli, o que nos interessa

procurar saber € o valor de p, ou seja, a probabilidade de sucesso.
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4.4.2 Esperanca e Variancia

Seja variavel aleatéria X ~ Ber(p). Entdo

&
=
I
7
|
.
I
=
I

0.P(X =0)+1.P(X=1)=0.(1—p)+ 1Lp=0p.

E(X*) =Y KFP(X =k =0PX=0)+1"P(X=1)=0.(1-p)+ Lp=p.

Var(X) = E(X?) = B*(X) =p—p* = p(1 - p).
portanto
EX)= p
Var(X) = p(1-p).

X ~ Ber(p)

4.4.3 Variavel Aleatéria Binomial e sua distribuicao

Consideremos a realiza¢do de n experimentos independentes de Bernoulli de parametro
p, 0 < p < 1. De entre esses n experimentos considere-se a obtencdo de k sucessos sendo
k=0,k=1,---, k= n. Este experimento € denominado de experimento binomial e a medida
de quao provavel é que se tenha k sucessos ¢ medida pela medida de probabilidade binomial

definida pela sequéncia de probabilidade

f(k) = (Z)p’“(l —p)n 4.8)

n n!
(k) " kl(n—k)! “49)

sendo n! o fatorial de n, definido como

onde

nl=nxm—-1)xn—-2)x---x2x1 (4.10)

Por defini¢do 0! = 1

Definicao 4.4.2. Varidvel aleatéria binomial
Para um experimento binomial consistindo em n repeticoes independentes de um expe-

rimento de Bernoulli com pardametro p, define-se a varidvel aleatoria

X="“0 niimero de sucessos nas n repeticoes do experimento”
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cuja imagem X é X = X () = {0,1,2,--- ,n}, para um certo n € N, e a medida de proba-
bilidade de que aconteca, a associacdo X = k estd definida pela sequéncia de probabilidade

binomial. Isto é

PLx =i = ()t -

Denotaremos por X ~ Bin(n,p), o fato de a v.a X ter distribui¢do binomial com

pardmetros n e p. Podemos, alternativamente, descrever X ~ Bin(n,p) como

0, com P(X =0)= (g)po(l — )0
L em PO = (-
2 om P(X 2= (-

n—1, com P(X=n-1)= ( n )p”_l(l — p)r—(D)

n—1

n, com P(X =n)=")p"(1-p)" "

Observamos que a denominagao experimento binomial deriva do fato de que as probabi-
lidades atribuidas a cada uma das possibilidades do experimento sdo os somandos da expansao

da potencia (p + q)".

(p+q" = (Z) q" + G)pq”‘l + <Z)p2q”‘2 ot (Z)p”.

Dai, se observa que (7)¢" = P(X = 0); (})pg" ' = P(X = 1), e, em geral, P[X = k] =
()P (1 —p)"*.

Notacdo: p+ g = 1,ouseja,qg =1 —p.

Verifica-se que a equacdo (4.8), que P|X = k| > 0 é uma sequéncia de probabilidade,
isto é, a soma de todas as probabilidade € 1. Logo, usaremos o teorema de bindmio de Newton

para demonstrar essa situacao.
Teorema 4.1. Dado dois niimeros reais quaisquer a e b e um inteiro qualquer n, entdo

(a+b)" = Zn: (Z) a" o,

k=0

Aplicando o teorema 4.1 a distribui¢do binomial, temos

S P =K =Y ([)r -t =t =

k=0

ondea=peb=1—p.
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Assim, concluimos que a equacdo (4.8) € realmente uma sequéncia de probabilidade.

Esperanca e Variancia

Seja X uma varidvel aleatéria X ~ Bin(n,p), entdo

E(X)=np e Var(X)=np(l—p).

Vamos calcular a E(X). Pela definicdo de Esperanca, temos

E(X) = zn: kP(X = k)
zzk(Z)pk(l —p)"*
E(X) = Z kk:!(nn—ik:)!pk(l —p)"*.

Note que quando k£ = 0, a parcela correspondente no somatério € nula. Logo

B(X) =Y bl 1=

n

e A AR

2 (= 1)i(n— k)
E(X)=np (Z: Dp’“‘l(l —p)"*
k=1

Tomandoy =k — 1,temosque k=1+y,k=1=y=0ek=n=y=n— 1. Logo

50w (", Y-

J/

-~

E(X) =np.

Note-se que a expressio: ZZ;S (";1) pY(1 —p)"~17¥ = 1 € a expressdo de Newton para

(a+b)"tcoma=peb=1—p. Assim, temos
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(a+0b)" ni (n - 1) A-p) =+ (A -pTt=1"" =1

y=1

: ~ ~1 (n— 1 c 4 :
ou seja, a expressdo » = ("y Dp¥(1 — p)"~17¥ = 1, é também conhecido como a soma das

probabilidades de uma varidvel aleatéria binomial com parametros n — 1 e p.
X ~ Bin(n,p) = E(X) = np.

Analogamente, calcularemos F(X?), usando o raciocinio usado no célculo da E(X),

temos que:

X?) = ; K (Z)p’“(l —p)

n—1
n_l Nt (n—l)' n—y—
—any P (L= ) T Yy e (1)t
0

- —yln—y—1)
_npz ( ) (1-p)~ y+np§(n—1)py(1 yr-1-v
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=np[(n — 1)p] i: = 1()?(723);/ — 1)!py—1(1 _ p)n—y—l +np
E(XQ) :np[p(n — 1)] i: (Z : f)py—l(l . p)’n—y—l + np.

Tomando z =y —ley=z2z+1,y=1=2=0ey=n—1= z=n—2. Logo

[\

n—

B =t~ 01 Y (")

N O

S N

—uplptn = 1Y ("2 )

z=

o

S/

-~

E(X?) =np[p(n — 1)] +np

e portanto
Var(X) =E(X?) — E*(X)
=nplp(n — 1)] + np — (np)*
=n’p* — np® + np — n’p*
= —np’ +np
Var(X) =np(1 - p)
ou seja

X ~ Bin(n,p) = Var(X) =np(l — p).

Exemplo 4.4.4. Um determinado sistema eletrénico contém 10 componentes. Suponha que a
probabilidade de que cada componente individual falhe seja 0,2 e que os componentes falhem
independentemente uns dos outros. Dado que pelo menos um dos componentes falhou, qual é a

probabilidade de que pelo menos dois dos componentes falharam?

Solucao:

X: nimeros de falhas (sucesso) istoé X =0,1,2,---,10

n=10 e p=0,2= X ~ B(10;0,2).

Agora sejam 0s eventos:
A: pelo menos um falhou, isto é, X > 1.

B: pelo menos dois falharam, isto é,X > 2.
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Logo,a AN B = [X > 2]. Se quer P(B|A), entdo temos

P(B|A) :%
_PIX>2] 1-P(X<2) [Q1-{P(X=0+PX=1)}
CPX>1 1-P(X<1) 1-P(X =0) B

0, 6241904

Exemplo 4.4.5. Suponha que a probabilidade de que um certo experimento serd bem suce-
dido ¢ 0,4. Seja X o niimero de sucessos que sdo obtidos em 15 tentativas independentes do

experimento. Calcule o valorda P(6 < X <9).

Solucao:

X: ntimeros de sucessos

X=0,1,2-,15=p=04= X ~ B(15:0,4).

Queremos calcular o valor da P(6 < X < 9). Logo

P(6<X <09) :ip(x = k)
k=6
=P(X =6)+ P(X =7)P(X =8)P(X =9)
— (165> (0,4)%(0,6)° + (175) (0,4)7(0,6)® + (185) (0,4)%(0,6)" + (195> (0,4)°(0,6)°
—=0.5629511.

Exemplo 4.4.6. Suponha que a probabilidade de um item produzido por uma mdquina seja
defeituoso é 0,1. Determine a probabilidade de que uma amostra de dez itens conterd no

mdximo dois itens defeituosos.

Solucao:

X: O nuimero de itens defeituosos (sucesso)

X=0,1,2--,10=2p=01= X ~ B(10;0,1).

Agora calculemos a probabilidade de uma amostra de dez itens que apresentem no maximo dois
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itens defeituosos. Logo

P(X <2)=(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2)
:(100) (0,1)°(0,9)° + (110> (0,1)1(0,9)° + (120) (0,1)2(0,9)°

=0.9298092.

4.4.4 Variavel Aleatoria de Poisson e sua distribuicao

Suponha-se que estejamos nas condi¢des da variavel aleatdria binomial X ~ Bin(n, p)
onde o niimero de ensaios n é grande (n — o) e p é pequeno (p — 0), situagdes nas quais o

calculo das probabilidades binomiais

P =) = ()=

tornem-se dificeis. O resultado a seguir garante que em tais condi¢cOes podemos aproximar
X ~ Bin poruma X ~ Poisson como nos garante o seguinte teorema:

Teorema

Seja X ~ B(n,p), e queremos calcular P(X = k) = (})p*(1 — p)"~*. Considere-se
p=2e(l—p)=1-2. Logo

, n . e M\
lzmn—wo (k>pk(1 _p> b= Ll

Demonstragdo

Mostraremos que P(X = k) = ﬂ# Nesse caso quando n — oo. Seja

P(X =k) = (Z)p'“(l —p)""

n! k —k
- 11— p)n
= L P)

P(X:k):nx(n—l)x(n—2)><~~><(n—k;+1)><%xpkx(l—p)”x(l—p)k.
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Aplicamos o lim,, .. Logo

:lémnﬁw{1x<1—%>x(l—%>x (1—k;1>xgx)\k><<1—g>nx
(-2}
P(X:k)zlxlxlx---x)\kx%Xe A
P(X = k) ze;Ak
Logo
it s P(X = k) = e_l;Ak

Portanto, vemos que a podemos aproximar da distribuicdo binomial pela distribui¢dao
Poisson, para valores (n > 30) e (p < 0,1).

Agora podemos definir uma varidvel aleatéria Poisson.

Definicao 4.4.3. A varidvel aleatoria X tem distribuicdo de Poisson com pardmetro )\ se para

k=0,1,2,--- aprobabilidade de que o evento X = k aconteca é medida pela funcdo

e M\E
f(k):T,A>o e k=0,1,2,--. 4.11)

dita de sequéncia de probabilidade de Poisson.

Assim a variavel aleatoria de Poisson fica definida como

0, com P(X=0)= % =
1, com P(X =1)=A =¢*)
2, com P(X =2)=<2

2!

com aimagem X = X(Q) = {0,1,2,--- ,00} e a medida de probabilidade de que a avaliagdo
aconteca € dada por
ekak

k!

. E dito que X tem distribuicio de Poisson com parimetro \: X ~ Poisson(\).

Para mostrar que a expressao (4.11) define uma sequéncia de probabilidade, ou seja,
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devemos provar que ), P(X = k) = 1. De fato

0 0 €_>\/\k - [e%e) )\k -
Y P(X=k) = o :ekzyze%ekzeozL
k=0 k=0 k=0
Note que

=N AN NS
eA:Z—:{1+—+—+—+~~}.

! ! [ [
— k! 2t 3l

Portanto, a equacdo (4.11) é realmente uma sequéncia de probabilidade.

4.4.5 Esperanca e Variancia

Seja varidvel aleatéria X ~ Poisson(\). Entéo
EX)=X e Var(X)=A\

Pela definicdao de Esperanca, temos

E(X)=> kP(X =k)
k=0
L e M
- Z k k!
k=0
0 e~ M\l
=Dk k(k— 1)1
k=1

e portanto
X ~ Poisson(A\) = E(X) =\
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Analogamente vamos calcular F(X?).

E(X?) =E[X(X — 1)+ X]

k=0
> e Mk
=> k(k—1) A
k=0
) )\00 )\k—Z
A2 S k(k—1 A
e DK e D=2
k=2
2 2 e A2
B(X?) =\ A
(X7) =X"e ;(k—z)!+

Tomandoy =k — 2,k =2 =y = 0. Logo

€ portanto

ou seja,

2y _y2 -\ AT
E(X?) =X% Zy!+/\
=0
=X\t + A
E(X?) =\2+ A

Var(X) =BE(X?) — E*(X)
=274+ X =\
Var(X) =\

X ~ Poisson(\) = Var(X) = A

Exemplo 4.4.7. O CRH de uma firma entrevista 150 candidatos a emprego por hora. Qual a

probabilidade de entrevistar:

a) no mdximo 3 candidatos em 2 minutos?

b) exatamente 8 candidatos em 4 minutos

Solucao:

Sabemos que o CRH de uma firma entrevista 150 candidatos a uma vaga de emprego por hora (1

hora equivale a 60 minutos). E dito que a CRH entrevista em média 2,5 candidatos por minuto.
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Entdo, dizemos que X € v.a que d4 o ndmero de entrevistados por minuto, e podemos considerar

, X(t) ~ Poisson(2,5t). Com isso, calcularemos a probabilidade de que:

a) 2 minutos — A =5

P(X(2)<3)=P(X(2)=0)+P(X(2)=1)+P(X(2) =2)+ P(X(2) =3)

e P50 P25l e 252 .53

0! 1! 2! 3!
=0.2650259.
b) 4 minutos — A = 10
e 19,108
P(X(4) = 8) ="
= 0.112599.

Exemplo 4.4.8. Suponha que em um determinado final de semana o niimero de acidentes em
uma determinada intersegdo tenha a distribui¢do de Poisson com média 0,7. Qual é a probabi-

lidade de que haverd pelo menos trés acidentes no cruzamento durante o fim de semana?

Solucao:
Seja X a v.a que fornece nos nimero de acidentes em um determinado cruzamento, tem-se
X ~ Poisson(0,7). Agora calcularemos a probabilidade de haver pelo menos trés acidentes

no cruzamento, durante o fim de semana. Assim, temos

P(X >3)=1-P(X <3)
=1 —{P(X =0)+P(X =1)+ P(X =2)}
4 e 07.(0,7)° e 07 (0,7)t  e97.(0,7)2
T { 0! 1! 2! }
=1 — 0.9658584

=(.0341416.

4.4.6 Variavel Aleatoria Geométrica e sua distribuicao

Consideremos uma sequéncia infinita de ensaios independentes de Bernoulli, onde pro-
babilidade de sucesso em cada ensaio é p € (0, 1). Definimos a fun¢ao X como o nimero de fra-
cassos antes de se obter o primeiro sucesso. Esta funcdo X € dita varidvel aleatéria geométrica de
parimetro p e denota-se X ~ Geo(p) quando os valores que ela assume sdo medidos probabi-

listicamente pela sequéncia de probabilidade (p, p(1 — p),p(1 — p)?,---). Mais precisamente,
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se tem a seguinte defini¢ao

X=k com P(X=Fk =p(l-p* k=01,2---. (4.12)

O dominio desta fungao € conjunto universo do experimento
Q= {w17w27w37 te }
sendo cada w; como a seguir

.
wy: S (zero falhas e sucesso no primeiro ensaio)
wy : F'S (uma falha e um sucesso no segundo ensaio)

w3 : FFS (duas falhas e um sucesso no terceiro ensaio)

"

Para provarmos que a sequéncia acima dada € uma sequéncia de probabilidade, obter-
mos a média e a varidncia de X usaremos a seguinte série Y ., ar™~! conhecida como série

geométrica que € dado pela a seguinte defini¢ao:

Definicao 4.4.4. Uma série geométrica é uma série da forma
[e.e]
2 n+1 o n—1
a+ar+ar”+---+ar —i—~~~—§ ar
n=1

onde a e r sdo niimeros reais fixos e a # 0. A série pode ser ainda escrita como >~ , ar". Se
Ir| <1, asériea+ar+ar*+---+ar"t' 4 ... converge a *. Logo

Yarmt= <L (4.13)
o 1—r

Se |r| > 1 a série diverge. Note que o valor 1~ se obtém quando o indice do somatdrio comega

comn = 1 na expressdo y - ar™ "

Verifiquemos agora que a série 4.12 é uma sequéncia de probabilidade, isto é, cada
elemento da sequéncia é ndo negativo e >, P(X = k) = 1. Eclaro que P(X = k) > 0e

temos

Y P(X=k) Iip(l —-p) = pi(l —p)*.

k

(e 9]

0 k=0 k=0
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Tomandok=y—1,k=0=y=1ek =00 =y = 00, logo
d P(X=k)=p) (1—p"
= y=1

k=0
Usando a expressao 4.13, fazendoa = 1 e r = 1 — p, obtemos

> 1 1
2 PX =0 =g =, =t

Portanto a sequéncia 4.12 ¢ uma sequéncia de probabilidade.

4.4.7 Esperanca e Variancia

Seja a varidvel aleatéria X ~ Geo(p). Entdo

EX)=—— e Var(X)=
Para calcular a média e a variancia da distribuicdo geométrica, iremos usar os seguintes recursos

l.p+qg=1,poisqg=1—1p;
2. L(2") = na""! (Regra da Poténcia),

3. %{ >y fj(xJ)} = >0 2{f;(x;)} nos pontos onde a fungdo ¢ derivavel.

Vamos calcular £(X), pela defini¢ao temos

E(X)= Z kEP(X =k) = Z kpgt = Z kpg* 1t =
k=0 k=0 k=1
=pq§:qu ! ZPQii(qk) =pqi{ iq’“} —

k=1 =1 dq dq k=1
d { } 1 pq
=pg—T— =Pq == =
dg\1—gq (1—-¢q)? p?
_1-p
p
portanto
l—p

X ~ Geo(p) = E(X) = —

Note que a expressdo Y .-, ¢* pode ser escrito desta maneira:

qu:quz—l—i—l :qzqk—l :qqu _ Tq
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Analogamente, calculemos a £'(X?)

E(X?) =E[X(X - 1)+ X] = B[X(X - 1)| + E(X) = ik(k:— 1)P(X = k) +§:kp(x = k) =

k=0
:Z k(k = 1)pg* + kaqk = Zk‘(k’ Dpg"=22 + q_
k=0 k=0 k=1 p
2N k-2, 4 o A2 4 ¢
=p* > (k- D2+ =23 T+ L =
=t p £~ dg p
@ [ 4 o & q q
_pQW{;CJ}‘FZ—j—p(]?{—l_q}—f——_
2 q_2p¢° ¢
2
=pq +2 4
1-g¢?® p p* p
_2¢* ¢
P p
logo
2¢> ¢ g\2 1-—p
Var(X) =E(X?) — B*(X :_+__<_) _
(0 =B - B = 24 L (1)
e portanto )
— P
X ~ Geo(p) = Var(X) = o

Exemplo 4.4.9. Um atirador acerta no alvo, 15% dos tiros. Qual a probabilidade de ele acertar

no alvo pela primeira vez no oitavo tiro?
Solucao:
Seja X a v.a que d4 o nimero de tentativas necessarias que o atirador acerte no alvo, X tem

distribui¢do geométrica com p = 0, 15. Agora, calculemos a probabilidade do atirador acertar

pela primeira vez no alvo no oitavo tiro, logo

P(X =17)=0,15.(1 -0, 15)"
=0, 15.0, 857
—0.04808656.

Exemplo 4.4.10. Numa sequéncia de lancamento de um dado regular, se quer saber a proba-

bilidade de se observe a face 4 pela primeira vez no décimo lancamento?
Solucao:
Denotamos X a v.a que indica o nimero de lancamentos necessarios ao aparecimento da pri-

meira face 4. X tem distribui¢do geométrica com parametro %, istoé, X ~ Geo(%). Calculemos
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a probabilidade que no décimo lancamento ocorra a face 4 pela primeira vez, logo
1 1\
P(X =9 :(-).(1 . —)
( ) =5 5

-6

=0.03230112.

A distribuicao geométrica possui uma propriedade que se diferencia das outras distribuicdes

discretas: a perda da memoria. Que pode ser expressada no seguinte lema

Lema 2. Seja X uma varidvel aleatoria discreta com distribuicdo geométrica dada na expressdo

4.12, entdo para todo jk = 1,2,3,---, tem-se:
PIX > j+ kX > j] = P[X > k] (4.14)

Demonstracdo

PIX>j+kX>j PX>j+k
P[X2j+k:|X2j]:[ >j+kX>j]  PIX>j+k _

PIX =] PIX > j]
) i 1—p)itk
_Zz‘:j-l—k‘(l —p)'p _ ( ];) —
> e, (1=p)ip (-p)

p

=(1—-p)* = P[X > k].

Essa propriedade ¢ denominada como a perda da memoria ou de desgate da distribuicao
geométrica. Podemos definir essa propriedade mais precisamente assim: Vamos considerar um
objeto com que o tempo de duragcdo de vida seja uma varidvel aleatoria X com distribuicdo
geométrica com parametro p. Suponhamos que tempo de duragcdo desse objeto seja medido em
unidades discretas, isto €, observa-se o objeto ao final de cada unidade de tempo e reparamos
se 0 objeto estd em funcionamento ou se deixou de funcionar. A expressao 4.14 nos concede a
informacao que esse objeto teve seu tempo de funcionamento até o determinado instante j, logo
a probabilidade de que esse objeto voltasse a funcionar por mais k£ unidades de tempo seria a

mesma a probabilidade de que um objeto novo funcionasse por k unidades de tempo.

4.4.8 Variavel Aleatoria Binomial Negativa e sua distribuicao

Suponha que se tem uma sequéncia infinita de experimentos independentes Bernoulli
sendo que em cada ensaio a probabilidade de sucesso é p € (0, 1) e seja r um ndmero natural
fixo. Definindo como X o numero de fracassos antes de obter o r sucessos, fica definda a

varidvel aleatdria binomial negativa como
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Definicao 4.4.5. Para repeticoes independentes de um experimento de Bernoulli com pardametro

p defina a varidvel aleatoria
“« - .~ 2 A . sz . i)
X=0 niimero de repeticdes até a ocorréncia de r-ésimo sucesso

cuja imagem X é X = X (Q) ={0,1,2,--- ,00} e a medida de probabilidade de que aconteca
a avaliagdo X = k, para k = 0,1,2,---, é dada pela sequéncia de probabilidade binomial

negativa de pardmetros (r, p) definida pela regra

f(k:) _ (r+§71)pr(1 - p)k se 7=0,1,2,---

0 , €aso contrdrio.

-1
P(X:k):(TjLZ )pr(l—p)k,pam r>2 e k=0,1,2,---. (4.15)

Neste caso diz-se que X € uma varidvel aleatéria com a distribuicdo binomial negativa
e escrevemos X ~ BinNeg(r,p). Reiteramos que r indica o nimero de sucessos esperado e
k indica a k-ésima realizacdo do experimento de Bernoulli até obter-mos o k-ésimo sucesso.
No exemplo que segue vamos observar o dominio de X binomial negativa na qual » = 7.
O dominio de X € o conjunto universo do experimento 2 constituido por sequéncias como a
seguir. Para k = 0, k = 1, k = 2, respectivamente, se em
1111111,01111111,10111111, 11011111, 11101111,11110111, 11111011, 11111101, 001111111,
100111111, 110011111,111001111,111100111, 111110011, 111111001, 010111111, 101011111,
110101111,111010111,111101011, 111110101, 111111001, 011011111, 101101111, 110110111,
111011011,111101101,011101111, 101110111, 110111011, 111011101,011110111, 101111011,

110111101, 101111101, 011111101; e assim por diante, para k = 3, k = 4, etc. Observe que

7+0—-1
0

sequéncias de comprimento oito; para k£ = 2 temos (

para k = 0 temos ( ) = 1 sequéncias de comprimento sete; para £ = 1 temos (7“’1) =7

1
™271) = 28 sequéncias de comprimento
nove, e assim por diante continuam os elementos de 2.

Observacao: No exemplo anterior, representamos “0”para fracassos e ”’1”’para o su-
cesso, assim poderiamos escrever por exemplo SSSSSSS, FSSSSSSSS, -, FSSSSSSFS.

Com isso, podemos generalizar que para cada k > 0 de k zeros teremos que as sequéncias
de tamanhos 4+ k nas quais se tenham £ zeros se obterdo de um conjunto de » + k — 1 ele-
mentos, pois o ultimo 1 dos r que se devem ter ndo conta ja que o penultimo 1 se deve ter os
k zeros, como por exemplo 11111101,111111001,111101101,1110111001. Segue que, para

cada k£ > 0, o nimeros de sequéncias ¢
r+k—1
k
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alternativamente, uma variavel aleatéria binomial negativa X ~ BinNeg(r,p) fica definida

assim

Para provarmos que a equacdo (4.4.5) é uma sequéncia de probabilidade , provaremos

que f(k)>0ed 7o, f(k)=1.
Para tanto, usaremos a generalizacdo do bindmio de Newton que consiste considerar

n = —k,comr >0ek > 0em Z, e entdo, para a,b se tem
> —Tr

a+b) " =0b+a)" = bEaF,
i =trar =3 ()

Agora se tem que

(—r) :—rx(—r—l)x~~~><(—r—k:+1)
k!
_ (r+k—1)x(r}—€|—!k—2)><~~-><l<:(_1)k

()= (T e

Logo, considerando a = 1 e b = p — 1, usando férmula do bindmio se tem

pr=(0+p-1)"= i (7;)(1 -p)

- i () era-
Portanto
SUESUED S (M MR o] (R (LB ETAE

Concluimos, entdo que equagado 4.4.5 € uma sequéncia de distribui¢do de probabilidade.
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4.4.9 Esperanca e Variancia

Seja X uma variavel aleatéria X ~ BinNeg(r, p), entdo

T(l—p)_

E(X) = 5 e Var(X) = 5

Vamos calcular a F(X). Pela definicdo de esperanca, temos

= k-1
- g - +(k1—+ 1()]T<; i)ﬁrll)!r -
:r(lp—p) g (r + 1(4]; (_kl—)|i') SEIRI—.
B(X) :r(lp— p) g (r +1 +k(ﬁ; 1) - 1>pr+1(1 e

Tomandoy = —1,t=r+1lek=1=9y =0,k =00 =y = oo. Logo

p

B(x) =" ) (t ’ Z_ 1)pt(1 —p)"

-~

1

Logo

T(l—p)‘

X ~ BinNeg(r,p) = E(X) =
p
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Analogamente, calcularemos F(X?)

E(X?) =F

E

—~

X(X —1)+X)
X(X —1)) + E(X)

-0 (" g 2

T

i

0

r+k—1 &
1)———p'(1 —
)k!(r_l)!p( p)" + p

M)

k(k —

e
Il

0

(r+2+(k-=2)=Dlr(r+1) k22, T(1—p)
G T Ty o L Gt A

M

e
[|

2

)1 —p (24 (k=2 = 1) ., L, r(1-p)

- P2 : kz_; -2+ =)+ pp

2 r(r+1)(1—p)? = r+2+(k—2)-1 r+2 ko, T(1—p)
. o M (R i SRR

k=2

Tomandos =k —2ez2=r+2;k=2=s=0ek =00 = s =o00. Logo

p p
portanto
Var(X) =E(X?) — E*(X)
(r+)d—-p3*  rl-p) (T(l —p)>2
p? p p
- 1= p) (1)
r(1—p)
Var(X) e
ou seja

1—
X ~ BinNeg(r,p) = Var(X) = r( e p).

Exemplo 4.4.11. Deseja-se produzir 5 pecas boas, em uma mdquina que dd 15% de pecas
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defeituosas. Qual é a probabilidade de ser necessdrio fabricar 9 pecas para se conseguir as 5

pecas boas?

Solucio:
Seja X a v.a que quantifica pecas boas. X tem distribuicao binomial negativa com p = 0, 15
er = b, ouseja, X ~ BinN(0,15;5). Calculemos a probabilidade de se obter 5 pecas boas

dentre as 9 pecas fabricadas, logo

P(X =9) = (5 * 3 a 1) (0,15)°.(0,85)°

=0.01257571.

Exemplo 4.4.12. Suponha que um jogador de basquete acerte 3 bolas a cada 5 lances livres.
Seja X o niimero de erros antes do quarto acerto. Determine a probabilidade de que ele precise
fazer 7 lances, isto é, P(X =T).

Solucao:
Neste caso, tem-se: p = g =0,5er=4.
X: nimero de tentativas antes do quarto acerto, entdo X ~ BinN(4,0.6)
onde X =4,56,7,---.

O R (R
P(X =7) :(4 * ; a 1) (0,6)%.(0,4)7

P(X =17) =0,0254804.

4.4.10 Variavel Aleatéria Hipergeométrica e sua distribuicao

Suponha uma populacdo de tamanho N constituida de duas classes de objetos, onde a
primeira classe é composta de M “sucessos” e a outra por N-M “fracassos”. Dessa populagdo,
extraimos uma amostra de tamanho »n sem reposicao

O espago amostral deste experimento estard formado pelo conjunto de amostras nao
ordenadas de tamanho n obtidas dos N objetos, ou seja, pelo conjunto das combinagdes de
tamanho n, sem elementos repetidos, obtidas de entre os /N objetos da populagdo. O total destas
amostras é (7).

Por outro lado, ha (Alf ) combinagdes de tamanho k retiradas de entre os M elementos da

N—-M
n—k

da segunda classe. Assim, o nimero de combinacdes de tamanho n extraidas dos /N elementos

primeira classe e ( ) combinagdes de tamanho n — k retiradas de entre os N — M elementos

sendo k£ dos M elementos e n — k dos N — M elementos é, pela regra do produto o produto,

() Cd):
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O experimento induz a defini¢do da seguinte sequéncia finita
Py = —— k:O)1727"'7n
()

onde)0 < k<nek<M.

Agora definiremos uma varidvel aleatéria hipergeométrica.

Definicao 4.4.6. Varidvel Aleatoria Hipergeométrica
De uma populacdo de tamanho N, formada por M sucessos e N-M fracassos, extrai-se

uma amostra de tamanho n sem reposicdo. Definimos a fungdo
“X= niimero de sucessos na amostra”

onde sua imagem X ¢ X = X(Q) = {0,1,--- ,n}, com a medida de probabilidade de que
aconteca X = k é dada por

M\ (N—M
P(X:k:):M k=0,1,2,--- ,n. (4.16)

N
()
Assim, X hipergeométrica fica definida da seguinte maneira

(

0, com P(X =0)= (©)(0)

1, com P(X=1) :w

( B ()

Notacao: X ~ H(N, M,n) de pardmetros (N, M, n).
Vamos verificar agora que a sequéncia pj, acima definida € uma sequéncia de probabili-
dade, ou sejaque P(X = k) >0e ) ,_, P(X = k) = 1. De fato, usando a identidade,

sz%@ (mb_j) - (a;b>

se tem
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4.4.11 Esperanca e Variancia

Seja X uma variavel aleatéria X ~ H (N, M, n), entdo

Bx) ="M yarx) = ”%[(N ]_VZ)V(]X;)M)]

Vamos calcular a E(X). Pela definicdo de Esperanca, temos

:ikP(X:
:ik(f)(%:f)
e ()

= nl(N— n)'

_Zk ' nl(N=n)l [N —m
N k:!M—k! N! n—k

-1 nn—1(N—=n)l [N —m
Zk M N NN —1)! (n—k)

(M—l)! (n— DN —n)l (N —m
(k—DI(M—k)! (N - 1) (n—k)

(M—1)!

G-k (N —m
(N_1)! n—k

(n=1)[(N—n)!
(i) )

= O

Eond bl
S |l S|
— —

nM
N
_nM
N
nM
B(X) ="5

Tomandoy =k —1,poisk=y+lek=1=y=0,k=n=y=n—1. Logo

po -1 3 CEUS
E(X) —%.

Onde usamos a seguinte identidade

S0,

Y
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Assim
n—1 (M—l) ( N—M)
P(X =y)=) Ll =1
y=0 (n—l)
¢ a soma de todas probabilidades de distribuicao hipergeométrica com parametro N — 1, M —
I,n—1.Istoé H(N —1,M — 1,n —1). Logo

M
X ~ H(N,M,n) = E(X) = "T

Analogamente, vamos calcular £/(X?). Temos

E(X?) =E[X(X — 1)+ X]
=BE(X(X - 1)+ E(X)

(YY)
oy N

n

n M!
woi—r! (N —m nM
= k(k—1) (N!)(n—k>+T

0 n!(N—n)!

& M! n!(N —n)l (N —m nM
=2k =V —m (N! ) <n—k)+T

MM —-1)(M-2)! n(n—1)(n—2)(N —n)! (N—m) nM
k(k—1)(k—=2)!(M —k)!  N(N—=1)(N —2)! n—k N
(M —2)!  (n—2)!(N —n)! (N—m> nM

(k—2)(M — k) (N —2)! n—k) N

(M—2)!
(E—2)I(M—F)! (N — m) N nM

_ (N2t \p—k N
2 (n—2)I(N—n)!

M-1) = () G | n
N (N—Q) N

n—2

Tomandoy =k —2,poisk=y+2ek=2=y=0,k=n=y=n—2. Logo
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“””)(NMQ)
Ny J\n—y-2/

Assim

=1
y=0 n 2)

¢ a soma e todas probabilidades de uma distribui¢do hipergeométrica com parametro N —2, M —
2,n—2.Istoé, HIN —2,M —2,n—2).

Portanto

Var(X) =E(X?) — E*(X)

NN-1) TN W
nM (N—M)(N—n)}
N L NN-D

Var(X) =

logo
X ~H(N,M,n)= Var(X) =

nM[(N—M)(N—n)]
N N(N -1)

Exemplo 4.4.13. Suponha que uma caixa contenha cinco bolas vermelhas e dez bolas azuis.
Se sete bolas sdo selecionadas aleatoriamente sem reposicdo, qual é a probabilidade de que

pelo menos trés bolas vermelhas serdo obtidas?

Solucao:
Seja X a v.a que dd o nimero de extragdo de bolas vermelhas na amostrade 7, X ~ H(N, M, n),
com N = 15,M = 5en = 7. Calculemos a probabilidade de que pelo menos 3 bolas vermelhas

seja obtida, logo

P(X >3)=1-P(X <3)
=1 - {P(X=0)+P(X =1)+ P(X =2)}
O® O O
B G R L R
=1 — {0.01864802 +0.1631702 + 0.3916084}
=1 — 0.5734266
=0.4265734.

_|_

+



CAPITULO 4. VARIAVEIS ALEATORIAS E DISTRIB UICOES DE PROBABILIDADE 64

Exemplo 4.4.14. Com a finalidade de aumentar a arrecadagdo do seu sistema de loterias, a
Caixa Econdémica implantou um novo jogo denominado Loto II, no qual o apostador esco-
lhe seis dezenas do conjunto {01,02,---  50}.Toda semana a caixa sorteia seis dezenas desse
mesmo conjunto e atribui prémios aos seus acertadores da:(a) Sena - as seis dezenas sorteadas,
(b) Quina - cinco das dezenas sorteadas, (c¢) Quadra - quatro das dezenas sorteadas. Determine

a probabilidade de que uma pessoa que aposta na Loto Il ganhe algum dos prémios oferecidos.

Solucao:
Seja X a v.a que d4 o nimero de prémios aos acertadores. Dizemos que X tem distribuicao
hipergeométrica com N = 50, M = 6,n = 6, isto €, X ~ H(50,6,6). Calculemos a probabi-
lidade de que uma pessoa aposta na Loto II ganhe algum prémios dos oferecidos, logo

a) Sena - as seis dezenas sorteadas:

P(X = 6) :%

=0, 00000006292989.

b) Quina - cinco das dezenas sorteadas:

P(X =5)= (525(0;14)

=0,00001661349.

¢) Quadra - quatro das dezenas sorteadas:

P(X =4) = (4()553)2)
=0.0008929751.

Uma pessoa que aposta na Loto II tem a probabilidade de ganhar na sena ou quina ou quadra,

isto é, ganhar um dos prémios oferecidos. Logo:

P(ganhar um dos prémios)=P(Sena ou Quina ou Quadra)
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+ 06 O6) ) sag00es15

) )

P(ganhar um dos prémios) =




Capitulo 5
Consideracoes Finais

A Teoria das Probabilidades € o ramo da Matemdtica como bem sabemos que cria,
desenvolve e em geral pesquisa determinados modelos que podem ser utilizados para estudar
experimentos ou fendmenos aleatdrios. Os temas abordados nesta monografia sdo dos mais co-
muns e mais estudados e sua apresentacdo procura iniciar ao estudante nesta area ou a continuar
nela. O estudo dos modelos probabilisticos discretos bdsicos, que sdo o objeto de nosso estudo
exige contudo alguns conhecimentos iniciais tais como: a teoria dos conjuntos, fungdes reais,

sequéncias, permutacdes, arranjos, combinagdes e outros e uma dose de intuicao probabilistica.
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