UNIVERSIDADE FEDERAL DO TOCANTINS
CAMPUS DE ARAGUAINA
CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

ROSALINA NETA VIANA DA SILVA

APROXIMA COES DE FUNCOES VIA POLINOMIOS: METODO DE LAGRANGE

ARAGUAINA
2018



ROSALINA NETA VIANA DA SILVA

APROXIMACOES DE FUNCOES VIA POLINOMIOS: METODO DE LAGRANGE

Monografia apresentada ao curso de Licenci-
atura em Matemadtica da Universidade Fede-
ral do Tocantins, como requisito parcial para
a obtencdo de titulo de Licenciado em Ma-
tematica.

Orientador: Prof. Dr. José Carlos de Oliveira

Junior.

ARAGUAINA
2018



ROSALINA NETA VIANA DA SILVA

APROXIMACOES DE FUNCOES VIA POLINOMIOS: METODO DE LAGRANGE

Monografia apresentada ao curso de Licenci-
atura em Matematica da Universidade Fede-
ral do Tocantins, como requisito parcial para
a obtencdo de titulo de Licenciado em Ma-
temadtica.

Orientador: Prof. Dr. José Carlos de Oliveira

Junior .

Aprovada em: / /

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. José Carlos de Oliveira Junior (orientador)

Prof. Dr. Alvaro Julio Yucra Hancco

Prof. Msc. Roblédo Mak’s Miranda Sette



Aos meus tios Roberval Viana e Giselia Ribeiro

(in memorian).



AGRADECIMENTOS

A construgdo deste trabalho foi 0 momento mais esperado da minha graducdo, entretanto
foi também um periodo bastante dificil em minha vida pessoal. Passei por experiéncias com-
plicadas que culminaram numa série de doengas, mas, enfim, estou aqui e quero agradecer
profundamente a cada pessoa que encontrei nesta fase.

Meus colegas de periodo Jodo Marcos, Daniel Alves, Luan Alves, Maria Karaja, Eduardo
Dias, meu irmdo Alberth Felipe e as demais nobres almas que me fizeram uma pessoa melhor.
Saio desta universidade, além de uma profissional, um ser humano melhor. Ao meu amigo
Marcos Rodrigues, que esteve comigo em dias bem tumultuosos.

Aos meus mestres Sinval de Oliveira, Odair, Renata Alves, Samara Leandro, André, Rai-
mundo, Roblédo, Alvaro e todos os outros. Em especial, meu orientador José Carlos por aceitar
construir este trabalho e ter sido tdo compreensivo nas inlimeras auséncias.

Quero deixar bem claro que tudo é mérito da mulher mais corajosa, de alma mais pura que
conheco, minha mae. O amor da minha vida, a razao pela qual eu levanto todo dia, querendo ser
alguém melhor. Essa mulher € o ser humano mais lindo que esse mundo ja viu, e eu agradeco
todos os dias pela honra de ser filha de Maria do P. Socorro Viana.

A Deus, apesar de ter levado aqueles que ameli, trouxe as almas mais corajosas, entusias-
madas, bondosas, puras e inspiradoras para junto e ajudaram-me tanto que algumas delas nem
sabem da importancia que tiveram.

Imensamente grata por todos os encontros de espiritos que tive. A voc€s, meu muito obri-

gada!



Amo a matemadtica justamente por aquilo que ela € te-

mida.

Rosalina Viana



RESUMO

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo sobre o método de Lagrange para as interpo-
lagdes polinomiais. Para compreender este método, serd necessaria uma discussao sobre concei-
tos da andlise acerca de func¢des continuas, uniformemente continuas e diferencidveis e acerca
do que seriam fun¢des proximas. Traremos o Teorema de aproximacao de Weierstrass como um
motivador para introduzirmos o principal método deste trabalho, o da interpolagcao de Lagrange.
O Teorema de Taylor, também sobre aproximacdes de fungdes, serd apresentado neste trabalho

e comparado com o método de Lagrange.

Palavras-chave: Interpolacdo. Teorema de aproximacao Weierstrass. método de Lagrange.



ABSTRACT

This work has as main objective the study on the Lagrange method for the polynomial interpo-
lations. To understand this method, it will be necessary to discuss concepts of analysis about
continuous, uniformly continuous and differentiable functions, and about what would be near
functions. We will introduce the Weierstrass approximation theorem as a motive for introducing
the special method of this work, and the Lagrange interpolation. The Taylor Theorem, also on
approximations of functions, will be presented in this work and compared with the Lagrange
method

Keywords: Interpolation. Weierstrass’s approximation theorem. Lagrange method.
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Capitulo 1

Introducao

Dissertar sobre interpolacdes €, em outras palavras, falar a respeito de aproximacgdes de
fungdes. Entre os séculos XV e XVI, a humanidade vivenciava a exploragao de novos mundos
com o periodo das grandes navegagdes. Com isto, a necessidade premente de cdlculos cada vez
mais precisos e rapidos surgia. A mobiliza¢do para a constru¢ao de modelos matematicos que
atendessem estas necessidades era intensa, contudo os dados conhecidos naquela época eram
limitados e, desta forma, as aproximagdes de resultados por meio de funcdes ganhavam grande
destaque.

Como a maioria dos problemas matematicos que surgiam no decorrer das expedicoes mari-
timas eram desconhecidos, os estudiosos foram realizando aproximagdes com os resultados de
fungdes ja conhecidas. Estas aproximacgdes eram realizadas a partir de métodos, e este trabalho
tem como objetivo apresentar um deles, conhecido como método de interpolacdo polinomial
sob a perpectiva do matemdtico Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).

As interpolagcdes polinomiais permeiam entre a matemaética pura e aplicada, tendo destaque
nesta dltima. Ajudaram tanto nas expang¢des maritimas (com uma precisdo incrivel quando se
diz respeito a localizacdo, por exemplo) quanto na corrida espacial do século X X, por exemplo,
ao fornecer cdlculos da area de aterrissagem das sondas americanas.

O método de interpolag@o nos permite contruir um novo conjunto de dados com o conjunto
discreto de dados previamente conhecidos. Através das interpolacdes, construimos funcdes que
se “encaixam’’nesses dados, realizando um certo tipo de continuidade nos dados, antes discretos.

Além da aplicac@o nas engenharias, as interpolagdes sao comumente aplicadas para apro-
ximar fun¢des com um grau de complexidade maior por fungdes mais simples. Basta escolher
alguns dados pontuais da fun¢dao complicada e interpola-los com fun¢des mais simples. Em ge-
ral, a classe escolhida € a dos polindmios em virtude do facil manuseio matematico (integragao,
derivagdo, etc). Aplicamos também as interpolacdes quando possuimos os valores numéricos de
uma funcdo para um conjunto de pontos e precisamos calcular o valor da fun¢do em um ponto

ndo tabelado, diferente dos primeiros. Neste trabalho, sdo apresentadas as duas formas. Com
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o método de Lagrange, convertemos fun¢des complicadas em polindmios e, posteriormente,
calculamos o valor em um ponto desejado com uma boa aproximacao.

O primeiro capitulo apresenta conceitos necessarios para o desenvolvimento dos teoremas
essenciais do trabalho. Buscamos apresentar todos os conceitos desta primeira parte sobre a
perspectiva da andlise. Trouxemos as definicdes de fungdes continuas, uniformente continuas
e diferencidveis. Os polindmios de Bernstein também ganham destaque neste capitulo, pois é
parte fundamental para a demostracdo do principal teorema do capitulo, a saber, o Teorema de
Weiestrass. E, por fim, o Teorema de Taylor o qual vém com a finalidade comparativa ao Te-
orema de Lagrange. Apesar dos dois teoremas serem semelhantes, apresentaremos a diferenca
entre eles.

No segundo capitulo, expomos um pouco de quem foi Joseph-Louis Lagrange e suas princi-
pais contribui¢des para a matemadtica. Posteriormente, enunciamos € demonstramos o principal
teorema deste trabalho, o Teorema de Lagrange, com duas abordagens demonstrativas: uma
pela vertente da andlise e a outra com um olhar da dlgebra. Em seguida, o estudo do erro de
trucamento € feito. Nesta parte do trabalho, ressaltamos que os cdlculos precisam de muita
concentracao, sobretudo em arredodamentos.

O estudo do erro € onde a magica acontece. Além de muito interessante de se estudar, o
leitor também verd na sec¢ao de “Aplicagdes”’, mais precisamente, nas aplicacdes em integrais,
0 quao boa € a interpolacdo pelo método de Lagrange.

Preocupamo-nos bastante em deixar o trabalho bem ilustrativo, convidativo a continuar a
leitura com as plotagdes gréficas das interpolacdes realizadas. A linguagem utilizada também

foi pensada a facilitar a compreensdo dos expectadores.



Capitulo 2
Conceitos Fundamentais

A principio, vamos enunciar conceitos da andlise a respeito de funcdes continuas, funcdes
uniformemente continuas, fungdes limitadas e diferencidveis, bem como os Teoremas de Wei-
erstrass e de Taylor, que tratam de aproximacodes de fungdes.

Apesar de fazermos um estudo sobre continuidade e diferenciabilidade, ndo daremos tanta
€nfase a estes assuntos. Para o leitor que queira se aprofundar nestes temas, veja [10] e [11].

Para o desenvolvimento deste capitulo, tomamos como base as referéncias [15], [20], [21],
[24] e [25].

2.1 Funcoes Continuas e Uniformemente Continuas

O conceito de funcdo permeia os mais diversos ramos das ciéncias e surge na iniciativa
de entender e traduzir os fend6menos naturais a partir de métodos que descrevem os mesmos.
Na construgdo histdrica, destacam-se os matematicos Leibniz, com a denomina¢dao do nome
funcoes, e Euler que traz a representagcao de fungao por f(x).

Essa ideia primitiva vai de situagdes mais simples como ir ao supermercado e relacionar o
total a pagar com o somatério do produto dos itens escolhidos pelos seus respectivos precos
a situagcdes mais complexas como lancamento de sondas fora da 6rbita da Terra. Pensar em
fungdes €, em outras palavras, estabelecer uma relacdo de dependéncia com no minimo duas
variaveis.

Neste cendrio, existe a classe das funcdes continuas, tema central por exemplo, da Topologia
e objeto de estudo desta secdo. Continuidade, no diciondrio, é “persisténcia das caracteristicas
inerentes a um determinado contexto”. Intuitivamente, dizemos que fun¢des continuas sao
aquelas que ndo possuem interrupgdes ou saltos em seus graficos. Uma linguagem mais fina

desse conceito encontramos em andlise, de acordo com a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.1. Dada uma funcdo f : X C R — R, dizemos que f é continua no ponto a € X

quando, para todo niimero € > 0 dado arbitrariamente, podemos encontrar 6 > 0 de modo que

9
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r € Xel|r—al <dimplica|f(x)— f(a)] <e.

A grosso modo, estamos dizendo que os pontos J-proximos ao ponto a possuem imagem
e-préxima do ponto f(a). Em outras palavras, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que, para todo

r € X, vale
a—d<z<a+d0= fla)—e< f(z) < fla) +e.

Veja que esta defini¢do é exatamente a mesma de dizermos que lim f(z) = f(a).
Tr—a
Dizemos também que a aplicagdo f : X C R — R é continua quando f for continua em

todos os pontos de X.

Exemplo 2.2. Seja a fun¢ao

2?2 —1
1
g(x) = 1 "7
0, z=1
N3ao € uma funcao continua, pois
.2 =1 . (z—=1)(z+1)
ly ST ~ I SN 24 0=l

O que comprova a descontinuidade de g.

E possivel mostrar que os polindmios, as funcdes trigonométricas, logaritmicas, exponenci-
ais, radicais e racionais sao continuas em seus dominios.

Uma observagao interessante a ser feita é que, se f : X C R — R é continua no ponto
a € X, os pontos do intervalo (a — J, a + ) possuem imagem no intervalo (f(a) —¢, f(a)+¢),
mas, se considerarmos um ponto b fora desse intervalo, ndo podemos dizer nada a respeito da
sua imagem. Em anélise, para que ndo haja esse problema, define-se a continuidade uniforme

de uma funcgao.

Definicao 2.3. Dizemos que uma funcdo f : X C R — R é uniformemente continua se, para

cada € > 0, existe 6 > 0 tal que x,y € X vale

[z —y| <= [f(x) - fly)l <e

Em palavras, uma funcio € uniformemente continua se, para cada nimero positivo &, existe
um correspondente 6 > 0 com a propriedade de que, se dois nimeros z,y € X estdo d-proximos
(|x —y| < d), entdo suas imagens estdo e-proximas (| f(z) — f(y)| < €). No préximo exemplo,
mostraremos que nem sempre € possivel encontrar § > 0 que satisfaca esta definicdo. Mais do

que isso, o exemplo mostra que nem toda fun¢do continua é uniformemente continua.

1 . .
Exemplo 2.4. Vamos mostar que a fung¢@o continua f(z) = — nao é uniformente continua,
T

quando z € (0,00). Dado € > 0, para todo ¢ > 0, tomamos um nimero a € (0, co) tal que
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0
0<a<1c0m0<a<%.

Seja, entdo, x = a + T Segue que

r—al=|a+2 o s
r—al=|la+-—a|l=- )
4 4
Porém,
1 1 4 1 4a — (4a + 9) )
[flw) = fla)l = a+§_5 " l4a+0  a|l | a(da+0) ‘_ a(4a+5)’_
4
) 1
(da+9) a
Not d >1 is & > 4a. Enta
ote que —, pois a. Entdo
q 4a + 0 2,p ’
) 1 1
- > == —,
a(4a + 9) 2 a 2a
Sabendo que 0 < a < 2—,temos
€
1 1
I<a<— = —-—>2 = — >c¢.
2e a 2a

Logo,
(@) = f(@)] > — >
xr) — a —_— E.
2a
1 L.
—, quando = € (0,00), ndo é uniformemente

Concluimos, entio, que a fungido f(z)
continua. Entretanto, se considerarmos f no intervalo (a,c0) com a > 0, a fun¢do serd unifor-
mente continua, pois dado £ > 0 para quaisquer =,y € (a, o), tem-se que

rT—Y
roy |

[f(z) = f(y)l =

1
Como x > aey > a, temos — > — bem como — > —. Segue que
a x a vy

v —y| 1
|z —y|.

allyl  a?

Assim, para cada € > 0, escolhemos § = a?c > 0 para que |z — y| < § = a’c implique

— 1
_lz—yl < =a’e ==
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Isso mostra que a fun¢do f com x € (a, 00) é uniformemente continua. |

E simples perceber as duas situagdes, pois quando z € (0, 00), quanto mais préximos de
zero dois pontos estiverem, mais as distancias de suas imagens tornam-se maiores, 0 que nao
acontece no intervalo (a, 00), isto é, pontos proximos sempre possuem imagens proximas.

Vale ressaltar que toda funcdo uniformemente continua é também continua. Para ver isso,
basta tomar arbitrariamente a € X e escolher na definicdo de funcdo uniformemente continua

y=ac€ X.

Definicao 2.5. Dizemos que uma funcdo real f é limitada superiormente se existe M € R tal

que, para todo x no dominio de f, tem-se
f(z) < M.

Uma fungdo real f é limitada inferiormente se existe m € R tal que, para todo x no dominio
de f, tem-se
m < f(x).

Exemplo 2.6. Considere a fungdo f(x) = |z| com x € R. Temos que f é limitada inferi-
ormente, pois 0 < f(z) para todo x € R. Contudo, nao existe M € R tal que, para todo
xR, f(x) < M. Por outro lado, a fun¢io g(z) = —e” com = € R é limitada superiormente,
pois, para todo z € R, g(x) < 0. Entretanto, g ndo € limitada inferiormente ji que ndo ocorre

m < f(x) comm € R para todo z € R.

Definicao 2.7. Dizemos que a funcdo f : X — R ¢é limitada quando existir as constantes

m, M € R, comm < M, tais que
m < f(z) < MVx e X.

Portanto, uma funcao € limitada quando for simultaneamente limitada inferiomente e supe-

riormente.

2

Exemplo 2.8. Veja que f(z) = %, com z,c € R e ¢ constante ndo nula, € uma fungdo
2 +c
limitada, pois 0 < f(z) < 1, bastando tomar m = 0 e M = 1 na Defini¢do 2.7.

Algumas fungdes podem ser limitadas apenas superiormente ou inferiormente, o que nao

2

as tornam fungdes limitadas. A funcdo f(z) = z* com x € R é um exemplo, pois é limitada

inferiormente pelo valor 0, mas nao existe M € R que satisfaga f(z) < M paratodo x € R.

Definicao 2.9. Os intervalos da forma [a,b], em que a < b, (—00,b], [a,00) e (—00,00) sdo
chamados de intervalos fechados. Jd os intervalos da forma (a,b), com a < b, (—o0,b), (a,c0)
e (—00,00) sdo chamados de intervalos abertos. O tinico intervalo que é fechado e aberto ao
mesmo tempo é (—oo,00) = R. Os intervalos que ndo possuem o simbolo de infinito (c0) na

sua defini¢do sdo chamados de intervalos limitados.
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O Exemplo 2.4 mostra que nem toda funcdo continua € uniformemente continua. Podemos
acrescentar uma hipdtese extra sobre a fungdo para garantir isso. O resultado seguinte, cuja

demonstracao deixamos a cargo do leitor, mostra que hipétese € essa.
Lema 2.10. Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua. Entdo, f é uniformemente continua.

Demonstracdo: Veja [20], Teorema 17, pagina 243. |

E intuitivo que uma fungio f continua num intervalo fechado e limitado [a, b] seja limitada.
Isso se deve ao fato de que o grafico de f ndo possui interrup¢des, uma vez que f € continua.
Essa intuicdo estd correta. Entretanto, em termos matematicos, quem nos traz uma colocagao
formal dessa ideia € o famoso Teorema de Weierstrass. Como sua demonstragdo foge ao escopo
deste trabalho, decidimos ndo colocé-la aqui. Para o leitor que tenha interesse nela, veja [20],

Corolério 2, pagina 235, e Teorema 14, pagina 238.

Teorema 2.11 (Teorema de Weierstrass). Sejam a,b € R tais que a < b. Dada uma funcdo f

continua de [a,b] em R, existem x,,, x); € |a, b] tais que

flam) < fz) < floum) Vo € a,b].

Este teorema garante que f € limitada e, além disso, possui maximo e minimo, ou seja, a
funcdo f é limitada por valores que ela assume.

O Teorema de Weierstrass serd essencial para a demonstra¢do de um dos teoremas principais
deste trabalho.

2.2 Funcgoes Diferenciaveis

O conceito de derivadas surge como uma ferramenta poderosa na area do célculo, tra-
zendo consigo uma andlise mais agucada das func¢des. As primeiras ideias surgem com Fermat,
quando ele percebe as limitagdes do conceito cldssico de reta tangente a uma curva.

Buscou-se, entdo, reformular esta ideia, conhecida como problema da reta tangente, mas
apenas no século XVII, com Leibniz, este conceito tornou-se forte em notacdes e resultados.
Com isto, surge o nome do ramo matematico conhecido hoje como Célculo Diferencial, um

passo importantissimo para o desenvolvimento da anélise.

Definicao 2.12. Sejam I um intervalo aberto e f : I — R uma funcdo. Dizemos que f é

derivadvel ou diferencidvel num ponto a € I se existir o limite

f/(a) = %(G) = lim M

r—a Tr — a

Uma representacdo equivalente é dada por

f'(a) = lim

h—0

fla+h) = fla)
- :
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f(z) = f(@o)
T — X9
serd o coeficiente angular da reta secante ao gréfico de f que passa pelos pontos (xg, f(zo)) €

Geometricamente, fixamos o ponto xy € tomamos x com xy < x. Assim, o valor

(z, f(x)). Quando fazemos x tender a x, vemos que f'(z) € o limite dos coeficientes das retas
secantes ao grafico de f que passam por (o, f(zo)) e (z, f(x)). Quando esse limite existe,
chamamos o nimero f’(xy) de derivada de f no ponto zy. Neste caso, define-se também reta

tangente ao gréafico de f no ponto xy como a reta que possui inclinagdo f’(x() e passa pelo

ponto (zo, f(0)).

Figura 2.1: Reta secante ao gréfico de f
¥ 1\

flx+h) |-——=—————————————2

reta secanie

flx) -

L' 4

X x+h x

Fonte: Arquivo pessoal

Figura 2.2: Reta tangente ao grafico de f no ponto x

¥ 1\

‘\5 reta tangente

=N

Fonte: Arquivo pessoal

As fungdes derivdveis sdo importantes para o entendimento do Teorema de Taylor, pois, a
partir delas, construiremos os polindmios de Taylor, que se aproximarao da fun¢ao estudada.
Para dar exemplos nesta secdo, decidimos colocar aqui um tipico caso em que uma funcio €
continua, mas nao € derivavel. Em seguida, provaremos que toda funcao derivavel € também

continua.
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Exemplo 2.13. A fun¢do f(x) = |x| é continua em todos os pontos, no entanto, ndo é derivavel

oo z) — f(0 N P
no ponto x = 0, uma vez que o limite lim M = lim u nao existe.
T—a z—0 T—=a I

Lema 2.14. Se f uma fungdo derivdvel em a, entdo [ é continua em a.

Demonstragdo: Pela definicdo de derivada, sabemos que f'(a) = lim M existe.

T—ra Tr— a
Segue que

lim(f(x) — /(@) = lim (<f<:c> ) a))

r—a r—a (CL’ — CL)
= lim J@) = fla) lim (z — a)
T—ra r — a T—ra
= J(@)0=0

Dai,

lim f(x) = lim (f(z) = f(a) + f(a))

= lim(f(x) — f(a)) + lim f(a)
= f(a). N

2.3 Polinomio de Bernstein

O objetivo principal desta secdo € a demonstracdo do Teorema de aproximacao de Weiers-
trass. Para isto, falaremos sobre os polindmios de Bernstein, comumente utilizado na demonstra-
cao deste teorema pelo fato de serem polindmios que possuem propriedades interessantes quando
restritos ao intervalo [0, 1].

Sergey Natanovich Bernstein (1880-1968), ou simplesmente Bernstein, foi um matematico
de familia judaica, graduado em matematica e doutor em matematica. Em sua tese de doutorado
intitulada “la natureza analytique des solucées Sur des équations aux dérivées partielles du
segunda ordre”, Bernstein resolveu o décimo nomo problema de Hilbert.

Era um estudioso da matematica aplicada, e suas maiores contibui¢des estdo na Teoria das
Probabilidades e Aproximagdes de funcdes por polindmios. Nas primeiras paginas de sua tese,
estava a seguinte frase: “Hoje, todos os matemaéticos e fisicos concordam que o campo de
aplicacdes para matematica nao conhece limites, exceto os do préprio conhecimento”, o que
comprova a devogao que ele possuia para matematica aplicada.

Para definir o polindmio de Bernstein, usaremos o Teorema Binomial de Newton, demons-
trado em [9], pagina 7, Teorema 4.1, que grante que, dados quaisquer nimeros =,y € R e

n € N, tem-se
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Se considerarmos y = 1 — x, obteremos
n n '
1= 1 — )"t
> (i)

A partir daqui, para cada ¢ e n nimeros naturais, considere o polindmio

Bi(z) = (n) 2i(1— )",

(4

Deste modo, ja fica claro uma propriedade dos B};L(x), a saber,

1= ZB;(x).

Polindmios de Bernstein sdo polindmios que possuem a forma de BY. Suponha, agora, que
uma fun¢io f esteja definida no intervalo [0, 1]. Se dividirmos [0, 1] em n subintervalos de
mesmo comprimento —, digamos [z;, z;41] com z; = — parai = 0,--- ,n — 1, definimos o

n n

polindmio de Bernstein de grau n associado a funcdo f da seguinte maneira:
- i - ny i n—i
Bul)a) = 3 Banf () = 3 1) (o'l - 1 2
i=0 i=0

A titulo de curiosidade, os polindmios de Bernstein formam uma base para o espaco vetorial

real dos polindmios, isto €, se p € um polindmio de grau n, entdo existem constantes reais

Bo, B1 - - - By, tais que

P@zgmmm:gm@quwa

Para maiores detalhes sobre este fato, veja [22]. A seguir, um dos resultados mais relevantes

sobre aproximacao de fun¢des continuas por meio de polindmios.

Teorema 2.15 (Teorema de aproximacao de Weierstrass). Seja f uma funcdo continua em

[a,b]. Para cada € > 0, existe um polinomio P(x) tal que, para todo = € [a,b],
[f(z) = P(a)| <e.

Demonstragcd@o: Vamos considerar, sem perder a generalidade, o caso em que [a, b] = [0, 1]. O
caso geral recai neste caso particular. Inicialmente, vamos utilizar convenientemente o bindmio

de Newton. Derivando de ambos os lados em relacdo a x, obtemos

d n d - n i, n—1
%(ery) = %ZQ)??Q =

=0

n(z+y)" 't = Z (7;) ir Ty (2.2)

1=0
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Deixamos o dltimo somatdério comegando em ¢ = 0, pois este termo € exatamente zero, o que

nao muda o valor da soma. Multiplicando por  ambos os lados, tem-se
an(z +y)" "t = i " iiyni, (2.3)
prd\
Derivando novamente a equagio (2.2), segue que
nin—1)(x+y)"? = Z (n)z(z — 1) 2y

- 1
=0

Multiplicando por z? em ambos os lados desta igualdade, obtemos

z'n(n —1)(z +y)"* = zn: (n) 2i(i — 1)~y

- 1
=0

-y (Z‘) i(i — 1)aiy™. (2.4)

=0

Definiremos um valor adequado para y. Seja y = 1 — . Substituindo esse valor em (2.2),

obtemos o que ja tinhamos feito no inicio da secdo, a saber,

l=(z+(1-2)" = Y (:‘) 2(1 — 2)" . (2.5)

=0
Substituindo também em (2.3), segue que
en(r+(1—2)" ' =an = ( >2x1(1 — )"t (2.6)
=0

Substituindo em (2.4) e usando (2.6), vem que

?*nn—D(z+ (1—-2)" 2 =2’n(n-1) =

Note que

n

> (i —nx)® (7) (1 —z)" = 'n (?)z%iu — )" — 2na Zn: (?) ir'(1 — z)"

=0
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Portanto, de (2.5), (2.6) e (2.7), segue que

E (i — nx)? <n) 7' (1—2)"" = [nz+n(n—1)2%] - 2nz.nw + n’s?
i
=0

= nx +n®2® —nz® — 2n*2? + n’a?

= nr+2°(n® —n—2n? +n?)
= nx+ 2%(2n* —n — 2n?)

= nx(l—x).

Assim,

i(i — nax)? (n) ' (1 —2)" " = nz(l — ). (2.8)

(4

Por f ser continua e definida em [0, 1], segue do Teorema 2.11 que f € limitada, isto é, existe
M > 0tal que |f(z)] < M para todo = € [0, 1] e, mais, pelo Lema 2.10, f é uniformemente

continua, ou seja, dado € > 0, existe 9 > 0 de modo que
|f(z) = fx)] < % sempre que z,xz; € [0,1] e |x —x;] <, (2.9)

onde x; = — paratz = 0,--- ,n — 1 e para algum n € N ainda a ser determinado. Usando os
n

polindmios de Bernstein associados a f, segue de (2.5) que
f@) = BD) = =307 (2) (F)a' -
=0

- s () (oo

Vamos escrever o somatdrio acima em duas somas: uma, quando |i —nx| < dn e, outra, quando

|i — nz| > on. Entdo,

f@ -0 = X |- (2)] (7)ra-ar

|i—nxz|<dn

SN R0 [GR

|i—nx|>dn

Utilizando a desigualdade triangular, ficamos com a seguinte expressao:

(TZ) 21— )"
(TZ) 21— 2)"|.

@ -BN@l < | 3 [rw-s (‘)

li—nz|<dn -

t | X - ()]

li—nx|>én -
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Logo, novamente de (2.5),

> [f(af) —f (%)} (:L) (1 — g)

li—nz|<dn

Note que, para [i — nx| < dn, temos |z — £| < § e, de (2.9), segue que |f(z) — f (i) | < g
n

5 oD ()0

<5 X (?)xi(l—x)”_i

li—nz|<dn

< [Z (") _xyz—i] .

1=0

IN

Por outro lado, quando |i — nx| > dn, segue da limita¢ao da fungdo f que

“_gzén [f(:c) ~f (%)} (?) T ] i_;@ﬂ flz) - f (%) <7Z)x(1 o
< ¥ (17 (D)) (7)o
< oM Y (’Z>x(1 — )" (2.10)

|i—nx|>dn
Utilizaremos (2.8). Para isso, organizando convenientemente, temos que

na(l —z) = En:(i_nxy(?)xi(l—x)"_i

i=0

> 522 W\ i \n—i
>t % (D)en-a)

|i—nx|>dn

Entao,

na(l — x) LA n—i
mllon) Ly (i)xa_x) .

|i—nx|>dn

Substituindo na equagédo (2.10), ficamos com a seguinte expressao:

s s (@))0-or] < 0 (oo

|i—nx|>dn
nx(l — x)
02n?

IN

2M (2.11)

SM )
Note que (1 — z) < 2, para z € [0, 1]. Tomemos n > =N de tal maneira que
€

nr(l—z) 2Mz(l—x) < AM
§2n2 ’n ~ 0%n

2M

<

DO ™
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Com isto, segue de (2.11) que

2 Unw'_f(%)](?)Iﬁl—ﬂ@ni <

|i—nx|>dn

DO ™

Concluimos que, para todo z € [0, 1], tem-se

@) - BN = 3 {f@;) y (;ﬂ (?)xi“ oy

|i—nxz|<dn
B b ]
|i—nx|>dn
< € €
>~ 5 + 5 =g,

como queriamos demonstrar. Para completar a prova do teorema, precisamos apenas generalizar
para o caso onde o intervalo em que a fungdo f estd definida é [a, b]. Para tanto, consideremos
uma fungdo f : [a,b] — R continua com a < b. Seja g : [0,1] — R a funcao definida por
g(x) = f(a+ (b — a)x). Veja que g estd bem definida e é continua por ser composi¢do de

funcdes continuas. Segue do que mostramos que existe um polindmio () tal que
l9(y) — Q)| <&, Yy €0, 1].
T—a .
Para cada x € [a, b, definay = o Entdo, y € [0,1] e
—a
T—a r—a
= = b —
o) =9 (5=2) = rat 0-0) (5=2))

=fla+z—a)
= f(z).

Assim, g(y) = f(z) e, portanto,

r—a

‘f(x)—@(b_a)‘ <e, V€ lab

Para concluir a demonstragdo, basta tomar o polindbmio P definido em [a, b] por

P(x)=Q @:Z)

O Teorema de aproximacao de Weierstrass tem inimeras aplicagdes. Caso o leitor esteja

interessado em saber um pouco mais a respeito disso, pode consultar [21], Capitulo 3.
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2.4 Polinémio de Taylor

O polindmio de Taylor permite aproximar fun¢des, que possuam n derivadas, numa vizinhanca
de um determinado ponto, conseguindo uma aproximacao relativamente precisa. O polindmio
de Taylor de grau n de uma funcio f que possui n derivadas ao redor do ponto zy no dominio
de f é dado por

f//(l,o)
2!

k)
=D ! k(l%) (z = )",
k=0 '

onde f¥) significa a k-ésima derivada de f (para k = 0, tomamos f©) = f).

P(e) = f(@0) + f(zo) @ = x0) + 7% (@ =z + -+

Perceba que, se considerarmos n = 1, ou seja, o polindmio de grau 1 de uma fungao f,

teremos que P serd a reta tangente ao grafico de f no ponto xg, ou seja,

Pi(x) = f(zo) + f'(20)(x — o),

que, sabemos do Cilculo, aproxima-se de f ao redor de x,. Eis aqui a ideia principal do
Teorema de Taylor: aproximar funcdes por seus polindmios de Taylor.

Brook Taylor foi um matematico britanico, nascido em Londres, de familia nobre com fortes
contribui¢des para a matematica. Em 1712, iniciou suas contribui¢cdes fornecendo uma solug@o
para um problema em relagdo a segunda lei do movimento planetario de Kepler.

Em seu livro “Methodus incrementorum directa et inversa e Perspectiva Linea”, ele apre-
senta o que agora € conhecido como a série de Taylor. Adicionou a matemdtica um novo ramo
agora chamado de “cdlculo das diferencas finitas” inventou a integracdo por partes e desco-
briu as séries conhecidas hoje como expansio de Taylor. Foi um matemético influente para o

desenvolvimento do célculo e dos estudos das aproximacoes.

Exemplo 2.16. Seja f(x) = /z com z > 0 e xy = 4. Calcule o polindmio de Taylor de f de

grau 1 ao redor de x.

1 1
Temos que f(4) =4 =2e f/(4) = — = —.
que /(4 fW=57=1
Segue que
r—4
4
Consideremos o ponto z = 4,3, numa vizinhanga de xy. Com 10 casas decimais, o valor de

f(4,3)¢é

Pu(x) = f(x0) + f'(x0)(a — x0) = Pola) =2 +

£(4,3) = /4,3 = 2,0736441353.

Agora, veja que

(4,3) — 4

Pi(4,3) =2+ = 2,075,
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Figura 2.3: Gréfico do polindmio de Taylor de grau um de f(z) = \/z

¥ A

Py (x)

Flx)

W

Fonte: Arquivo pessoal

que € uma boa aproximacao do valor real da fungao.

22

Vamos ver o que ocorre com essa aproximacao quando o polindmio de Taylor tiver grau 2.

Temos que
Po(e) = flao) + Fao)(w — o) + L0 (0 2
Como
F@) =5 = 507
temos
@)= Jo¥ = === W= 5= 5

Assim, o polindmio de grau dois procurado é

r—4 (z—4)?

P. =2 —
(v) =2+ = 64
Portanto, para z = 4, 3, a aproxiamagao é
0,3 (0,3)?
Py(4,3) =2=— — =2
2(4,3) 1 o , 0735975,

que € uma aproximac¢ao ainda melhor do que a anterior. Perceba que, ao aumentarmos o grau

do polindmio de Taylor, mais precisdo conseguimos na aproximacao. Na primeria (polindmio

de grau 1), tivemos uma precisdo de duas casas decimais, enquanto que, na segunda, tivemos

trés casas decimais de precisdo. Analise o grafico a seguir e perceba nitidamente que o gréfico

de P, esta mais “proximo” do grafico de f.

Exemplo 2.17. Seja a func@o f(x) = e”, e vamos calcular o polindmio de Taylor de f de grau

dois na vizinhanca de xy = 0.
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Como f'(x) = f"(x) = €, os polindmios associados sio
.ZUQ
P(z)=142z e P(x)= 1—|—:1:+?.

Para x = 0, 3, temos

f(x)=e" = f(0,3) = "3 = 1,34985880.
Pi(0,3) =1,3 e P5(0,3) = 1,345.

Figura 2.4: Gréfico do polindmio de Taylor de grau dois de f(x) = e®

v

Fonte: Arquivo pessoal

Seja f uma funcdo tal que seja possivel calcular seu polindmio de Taylor de grau n ao redor

do ponto x. Se conseguirmos dois valores € > 0 e > 0 que satisfazem
|f(z) — P.(z)| <e Va € (xg— 0,29+ 9).

Ao valor €, damos 0 nome de estimativa do erro ou erro de trucamento. Ele diz o qudo préximo
o polindomio P, estd de f. Em termos de precisdo, é evidente que, quanto menor for o valor de

¢ encontrado, melhor serd a aproximacao.

Teorema 2.18. (Teorema de Taylor) Sejam f : [a,b] — R com n derivadas continuas e que

exista f"Y) em [a,b] e zy € [a,b]. Para todo x € [a,b], existe um niimero M (z) entre xq e =

tal que .
Definiremos R, (z) := %(w — 29)"*! e 0 denominaremos como resto de La-
grange. Desde que P, () = i %(w — 20)¥, tem-se

k=0

f(z) = P.(x) + R, (z).
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Exemplo 2.19. Consideremos a fun¢do f(x) = In(z) e vamos calcular o polindmio de Taylor
de grau um associado a f na vizinhanca do ponto zy = 1 para, em seguida, estimarmos o valor

de f(1,003), calculando o erro de truncamento.

f#) = In(z) = f(1) =In(1) =0
Fla) = T =1=1
@) = -

Assim, o polindmio de Taylor procurado é

Pi(z) = f)+f(1)(z—1)
P(x) = x—1.

O resto de Lagrange é dado por

Rl(«??) = f//(]g'(f)) (x - 1)2 = 2(]\4_21(1,)) (l‘ - 1)2-

Nas proximidades do ponto z(, = 1, temos que

£(1,003) = In(1,003) ~ Py(1,003) = 1,003 — 1
— 0,003

Enquanto o resto de Lagrange é dado por, para algum M tal que 1 < M < 1,003,

—(1,003 — 1)?
R1(1,003) =
1( Y ) 2M
1
Para determinarmos o erro de truncamento, veja que M > 1 = e < 1. Entao,
(=1 2 1 2
1 pu— =
m1003) =[S 0,008 = 510,003
(0,003) 1 (0,003)?
= Y <Y = 4
5 2 S 5 0,0000045
= 0,45-107°.

O valor do erro € consideravelmente bom, mas nas aproximacdes € sempre indicado aumentar
o grau dos polindmios de Taylor, ja que, desta forma, dinimuimos a margem de erro e, por
conseguinte, consegue-se uma aproximacao ainda melhor. Calcularemos os polindmios de grau
dois e trés, entretanto, a partir daqui, pressupde-se que o leitor ja esteja familiarizado com os
calculos, que serdo feitos de uma maneira mais direta. Para o polindmio de grau dois com

rg=1lex =1,003, como f”(1) = —1, tem-se
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(-1

Py () :f(x)—i-f’(:v)(x—l)—i-w(x—l)z:>P2(ac):x—1— 5

2!

2
Para algum 1 < M < 1,003, jé que f"(z) = —, o resto de Lagrange ¢ dado por
x

Row) = T gy
B (x —1)3
- 3MB
Assim,
(1,003—1)2

£(1,003)In(1,003) ~ P5(1,003) = 1,003 — 1 —
= In(1,003) ~ 0,0029955.

= 0,0029955

A andlise do erro de trucamento € andloga aquela feita anteriormente, mas aqui o expoente

de M sera 3, pois estamos calculando o polindmio de grau dois. Desta forma,

(0,003)3
1 = |
(0,003 1 _ (0,003)3
— DY) - < ) o
5 T 3 0,000000009
— 0,9-10°%.

O erro de trucamento quando consideramos P, € menor do que quando consideramos P;. Vamos

determinar o erro para o caso P3. Para isso, temos que f4(x) = — ©, assim, o polindmio de
x

Taylor associado € dado por

(z—-1)* (z—1)

Py(z) =2 —1—
3(x) = 5 + 5

e o resto de Lagrange, para algum 1 < M < 1,003, é dado por

-1

Bs(e) = —hm

Logo,
In(1,003) =~ P;(1,003) = 0,002995509.

Para o erro, tem-se

—(0,003)*
1 = _
(0,003)* 1 _ (0,003)*
L« AT ] = 202
= 1 7S 1 0, 00000000002025

= |R3(1,003)| <0,2520- 1071
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Na primeira aproximagao, obtivemos apenas duas casas decimais corretas. Ja nas aproximacoes
de segundo e terceiro graus, chegamos, repectivamente, em 6 e 7 casas decimais corretas, o que
implica em uma aproximag¢do ainda melhor e relativamente satisfatoria.

Uma observagdo a ser feita sobre os polindomios de Taylor € que eles consistem numa
aproximacdo (quando possivel) local. Portanto, ndo é incomum que tais polindmios fornecam
valores muito diferentes a medida em que nos afastamos do ponto z, fixado. Desta forma, ao
utilizar este recurso, ficamos limitados, em geral, a aproximac¢oes numa vizinhanca de zy. De-
safiamos o leitor a determinar os polindmios de Taylor de graus 1, 2, 3,4 e 5, ao redor do ponto
zo = 1, da fungdo f(x) = i, para estimar o valor de f(3) = 3 Faca uma tabela desses valores
e logo vera o quio diferentes eles sdo de f(3) = %

Visto isto, estudaremos no préximo capitulo o método de Lagrange para aproximagdes de

fungdes quando fixados n pontos de um intervalo.



Capitulo 3

Interpolacao Polinomial: Método de

Lagrange

Matematicamente, interpolar consiste em determinar, em um conjunto de dados discretos,
uma funcao que possa servir para obtencao de qualquer valor do dominio definido. Em outras
palavras, a interpolacdo é um processo numérico que mapeia uma fungdo discreta para uma
fun¢do continua e possui vastas aplicacdes. Neste processo, as fungdes polinomias sao comu-
mente utilizadas, e este capitulo tratara do principal método de aproximacgdo deste trabalho, a
saber, o de Lagrange.

O método de Lagrange afirma que, dada uma fun¢do definida em n+-1 pontos num intervalo,
existe um unico polindmio de grau no maximo n que coincide com a fun¢@o nos n + 1 pontos.
Lagrange abrange o intervalo em diversos pontos, dependendo do grau do polindmio. Quando
possuimos a fun¢do, somos capazes de determinar o quao bom é o método, a partir do cdlculo
do erro ou, se prefirir, do erro de trucamento.

E necessdrio que tenhamos a funcio para determinar o erro, pois precisamos das derivadas
de ordem n + 1 da f, entretanto conseguimos interpolar apenas com os pontos e a partir de
comparacdes e variacdes do xy em meio aos pontos dados realizamos estimativas do erro que
em sua maioria nao coincidem muito bem.

Também neste capitulo, serd apresentado o método conhecido como “Método de Neville”,
que utiliza o Teorema de Lagrange, mostrando o erro de truncamento quando ndo temos a
funcdo f definida expressamente. Serdo apresentadas também algumas aplica¢des destes métodos,
e mostraremos a versatilidade dos conceitos de aproximacodes e cdlculo numérico.

Este capitulo basea-se nas referéncias [6], [26] e [27].

27
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3.1 Um pouco de Historia

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), mais conhecido como Lagrange, foi um matematico
de nacionalidade italiana, natural de Turim, onde passou boa parte de sua vida. Lagrange nao se
dedicou inicialmente a matematica. Na realidade, ndo tinha muita afinidade com a disciplina.
Tomou gosto pela drea quando leu uma cépia do trabalho de Halley em 1693 sobre o uso da
algebra na Optica. A partir dai, ele ndo parou mais. Ele afirmava que, se sua condi¢do financeira
fosse diferente, provavelmente, ndo teria se dedicado a matematica.

Seu primeiro trabalho, em 1754, foi um artigo enviado a Giulio Fagnano, onde faz uma
analogia entre o teorema binomial e as derivadas sucessivas do produto das fun¢des. Um traba-
lho bom, mas, pelo fato de Lagrange ndo possuir instru¢des matematicas necessarias, 0 mesmo
continha muitas falhas. Em 1755, ele apresenta seus trabalhos a Euler, que mais tarde vem a ser
seu grande amigo e orientador.

Ap0s este encontro de mentes, Lagrange torna-se bastante produtivo e, aos vinte e trés anos,
aplicou o célculo diferencial a teoria da probabilidade. Dentre os problemas que dedicou-se,
destaca-e o problema da libra¢do da Lua, que é o movimento da Lua que faz com que o rosto que
apresenta a Terra oscile, causando pequenas mudancas na posicdo das caracteristicas lunares.
Este lhe garantiu o Grande Prémio da Academia Francesa de Ciéncias.

Os papéis de Lagrange se distribuem em diversas dreas da matematica como Célculo, Algebra,
Probabilidade e muitas outras. E muito lembrado pelo famoso Teorema do Ponto Médio e

contribui¢cdes na teoria das Probabilidades e aproximacdes de funcdes, buscando sempre aplicacoes.

3.2 Polinomios de Lagrange

Estudamos no capitulo anterior os polindmios de Taylor cuja aproximagao restringe-se a
uma vizinhanca de um dado ponto fixo. Agora, estudaremos um método em que podemos
considerar varios pontos, e a dependénica das derivadas € minima, diferente dos polindmios de

Taylor.

Teorema 3.1 (Polinomio Interpolador de Lagrange). Se zq,x1,---x, sdo n + 1 nimeros
distintos e [ ¢ uma fungdo cujos valores sdo dados nesses niimeros, entdo existe um unico

polinémio P(x) de grau no mdximo n com
f(zx) = P(xg), paracadak =0,1,---n.

Esse Polinomio é dado por

P(z) = Z f(@r) L i (),
k=0
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onde, para cada, k = 0,1,---n,

Lox(z) =[] %

K

<. S

L, ;(x) é denominado o n-ésimo polinémio interpolador de Lagrange.

Abaixo vamos demonstrar o teorema e explicar melhor o indice k, pois, diferente da re-
feréncia base do trabalho [6], julgamos necessario manter os indices n e £ na notagdo L, ;
esclarecé-los, bem como a demonstra¢do da unicidade de P(z) que ndo é demonstrada no livro
[6].

Demonstragdo: Vamos iniciar determinando P(x) de grau um. Considere as fungdes:

LL()(I) =

r — T r — Xy

(& Ll,l(ZL’) = .
To— X1 T — 2o

E facil perceber que Ly o(xo) = 1, L1o(x1) = 0, L11(20) = 0, e L11(x1) = 1. Definiremos

entdo o polindmio P como

P(z) = L1o(w) f(xo) + Ly () f(21).

Aplicando em x4 e em 1, temos

P(xg) =1 f(zo) + 0 f(x1) = f(w0)

P(x1) =0 f(zo) + 1 f(x1) = f(x1).

Figura 3.1: Grafico de P que passa pelos pontos (xg, f(xq)) e (z1, f(z1))

f(x)
yi=Ffx) 1

yo=flxe) 1 P(x)

Fonte: Arquivo pessoal

Mas € necessario que encontremos um polindmio de grau no maximo 7, que passa por 1+ 1

pontos, a saber,

(wo, f(20)), (w1, f(21)), -+, (@0, f(2n)).
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Figura 3.2: Gréfico do polindmio que passa pelos n + 1 pontos
¥ 1\

flx) P(x)

Xg X1 Xg Xn x

Fonte: Arquivo pessoal

Considere o polindmio P(z) = Z f(xg)Lnk(x). Perceba que, pela definicdo de L, (z),
k=0
temos

P(xg) = f(wg)

para todo k = 0,1,--- ,n. Resta-nos mostrar a unicidade. Vamos supor, entdo, que existam

dois polindmios, digamos P, e P, tais que

Pl(mk):f(xk)7 szovla ,

Pg(ﬁk):f(l'k), szovla ,

Dito isto, vale entdo
Pi(zy) = f(xy) = Py(x), VE=0,1,--- n.

Uma vez que P, e P, t€ém grau no maximo n e coicidem em n pontos, necessariamente P, = Ps.
Mais detalhadamente, considere o polindmio Q(z) = P;(z) — P»(x) e note que () tem grau no
maximo n e possui n raizes. Entdo, () precisa ser o polindmio nulo, isto é, P, = P,. Isto mostra
a unicidade do polindmio P e conclui a demonstracao do teorema. |

Com conceitos da algebra, também € possivel demonstrar este resultado. Como ele € o

principal deste trabalho, decidimos fazer esta demonstracdo. Com efeito, escreva

n
Po(z) = ag + a17 + agx® + - - - @ = E a;x’.
i—0

Sabemos que P(x) tem no méaximo grau n. Para derterminé-lo, basta conhecer os valores
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dos coeficientes. Perceba que P,(x;) = f(x;) por hipitese. Assim,

i

ap + arzo + asxt ...+ a,xlh = f(0)
ap + ayzy + asx? ..+ a,xl = f(21)
S =
| a0+ a1w, + asz? ...+ apx” = f(z,)
Veja que temos n incégnitas (ag, aq, - - - , a,) € n equagdes. A matriz dos coeficientes é dada
por
Ty @l i
2 n
A= )
T, 2 ),

que € uma matriz de Vandermonde, onde o valor do determinante € dado por

det(A) = [ [(xi — 2x).
i>k

Note que, por hipétese, r; # xj para todo ¢ # k e, assim, garantimos que o determinante
¢ diferente de zero. Isto implica que P(x) existe e é a unica fung@o polinomial de grau no
mdaximo n que satisfaz o teorema. |

Assim como Taylor, Lagrange desenvolveu uma maneira para se ter ideia do quao bom € o
seu método, de outra forma, uma maneira de sabermos o quanto estamos perto do conjunto de
dados em questao.

O teorema a seguir possui outras formas de ser expresso, entretanto a apresentada neste
trabalho € considerada mais vantajosa e também a mais préxima do Teorema de Taylor. Como
a todo tempo estamos realizando um pararelo entre as ideias de Lagrange e as de Taylor, €

bastante plausivel definir o erro da forma encontrada no teorema a seguir.

Teorema 3.2 (Teorema do erro absoluto de Lagrange). Suponha que xy,x1,- - -z, sejam

niimeros distintos no intervalo [a,b] e que f € C"[a,b] (isto é possua n + 1 derivadas

continuas). Entdo, para cada v € [a, b, existe um niimero 6(x) entre xo, x1, - ,x, tal que
@) = Pla) + SO0 )= ) (0 - ) G
2)=Plx)+——(x—20)(x —21) - (T — 1), :
(n+ 1>‘ 0 1

onde P é o polinomio interpolador de Lagrange.

Demonstracdo: O caso em que x = 1z, para algum k € trivial. Analizaremos, entdo, o caso

x # xy, paratodo k = 0,1, ---n. Para cada x € [a, b], considere a fungdo g definida em [a, b]
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por

(t—zo)(t —x1) - (t — 2p)
(x—xo)(x—xl)--~(x—a:n)

Logo, para t = xy, vale

o) = f(z2) — Plag) - [f(@) - Play) 2ol o) (e =)

E parat = z, tem-se

ola) = ()= P@) = [f@) = Pla)] = o s e
= f(@) = Pa) - [f(z) = P@)] = .

Pelas hip6teses sobre f € sobre P, temos que g € C""*([a,b]). Com isto, chegamos que g é
zero nos n + 2 numeros distintos xz, xg, z1, - - - ,,. Pelo Teorema de Rolle generalizado (que é
demonstrado usando [31], Secdo 4.2, Teorema de Rolle juntamente com principio da indugdo

finita), existe d(z) entre os pontos xg, T1, - - , T, para o qual g" ™ (§(x)) = 0. Assim, temos

0=g"(3(x)) = f"(6(x)) — PUU(G(w)) — [f(2) = Pla)] 57;1 [H (;: j)) ] (3-2)
i=0 Y i=5(x)
(z — ;)

Como P tem no maximo grau n, sua (n + 1)-ésima derivada é nula. Ja [, tem grau

(n+ 1). Escrevendo

Mo (o) = [H;;o@ -

segue que

)} t"*1 + (termos de grau menor ou igual a n),
Ty

dntlt | £ (t —x;) B (n+1)!
e [H (w- )] M-

Substituindo na equagdo (3.2), ficamos com

(n+1)!

0 = f(”+1)(5($))—0—[f(x)—P(x)]m:

f(n+1 n
D -

=0

flx) = Plx)+

No caso do Teorema 3.2, definimos o erro de truncamento por

F ()

Eu(@) = (¢ —zo)(@ —m)(w — ) =
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Observe que este erro € bastante similar ao erro dado pelos polindmios de Taylor. Porém,
nestes ultimos, o erro se concentra em um unico ponto zy. J4 o erro dado por Lagrange esta
concentrado nos n + 1 pontos xg, 1, - - , Tp.

Para se determinar o erro de truncamento, na pratica, € algo limitado, dado que os casos em
que conhecemos ") (x), bem como o ponto §(z), sio raros.

Em geral, a importancia da férmula exata de F,(x) é teérica. Na maioria das vezes, aplica-
mos o0 que chamamos de estimativa do erro ou limitante para o erro. O resultado seguinte fala

sobre isso. Se tivermos algumas hipéteses sobre f("*1), podemos estimar o erro de truncamento.

Coroldrio 3.3. Se ") for continua em I = [a, b), entdo a seguinte relagdo é vdlida:

M)

|En(2)| = [f(2) = P(2)] < (& — xo) (2 — 21) - (2 = xn)m,

onde M, 1 := max | ().
Te

De fato, como (") ¢ continua em [a, b], pelo Teorema 2.11, pode-se dizer que

My

| En(2)] < [(z = z0)(z — 21)(2 — xn)\m,

para algum M, > 0. Chamamos este calculo de “estimativa do erro”. Note que o majorante

depende de .

Corolario 3.4. Sob as hipdteses do coroldrio anterior, se os pontos forem igualmente espacados,
ou seja, se

Ty —Tog =Ty — T =T33 —Tg="+++=1Ty, — Ty_1 = h,

entdo fpn
M(n+1)
_P I )

Desta forma, o majorante ndo depende do ponto = considerado tal que = € [xq, ;).

Demonstracdo: Veja [27], Corolario, pagina 234. |

Exemplo 3.5. Seja a funcdo f(x) = e + x — 1. Munidos com os dados da tabela a abaixo,
vamos realizar a interpolagdo linear (polindmio de grau 1) para estimar f(0,7) e realizar, em

seguida, uma andlise do erro cometido.

Tabela 3.1: Pontos e valores de f

x f(z)
29 =0,5 1,1487
ri=1 27183
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Temos que

P(x) = f(xo)Lio(x) + f(z1)Lig(x) = —1,1487 - % +2,7183 - &=0,5) g g 5).

Entao,
P(0,7) = 1,7765.

Para o calculo do erro absoluto (supondo que conhecemos o valor de f(0,7) = 1, 7137), ficamos

com a expressao
|E1(0,7)] = |f(0,7) — P(0,7)] = |1,7137 — 1,7765| = | — 0,0628| = 0, 0628. (3.3)

Vamos calcular agora uma estimativa para o erro (como se ndo conhecéssemos o valor de
£(0,7)). Segue que

M.
[E:(0,7)] < (0.7 - 0,5)(0,7 = )| 77,
onde
My = max |f"(x)] =e' =2,7183.
x€[0,5;1]
Assim,

|E1(0,7)] <0,0815.

Note que de fato a estimativa é verdadeira, ja que | E4(0,7)| = 0,0628 < 0,0815. Pelos pontos
serem igualmente espagados, pois = € [0, 5; 1] tem-se
h? (0,5)?

|E1(0,7)| < g . M2 =

-(2,7183) = 0, 0850.
Este resultado, bem como o anterior, estd de acordo com o valor da equacao (3.3).

Exemplo 3.6. Sejam a fun¢do f(z) = cos(x) e os pontos xy = 0, 1 = 0,4, 5 = 0,6 ¢
x3 = 0,9. Vamos contruir o polindmio interpolador de grau trés e determinar a aproximagao de
£(0,45) pelo método de Lagrange, considerando cinco casas decimais. Em seguida, calcular o

erro absoluto e a estimativa.

Pelo Teorema 3.1, o polindmio de grau trés é dado por

P(x) = f(xo)Lso(x) + f(z1)Lsa(x) + f(x2)Lsi(x) + f(xs)Lss(x).

Temos, por defini¢do, que

(x — 1) (x — z2)(x — x3)
(20 — 1) (20 — T2) (W0 — 3)

L370 (ZE) =
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Seguindo, temos

(x — 1) (x — z2)(x — x3)

Fool® = Gy =) (w0 = 22) (w0 — 25)
_ (x —0,4)(x —0,6)(x —0,9)
(=0,4)(—0.6)(~0,9)
_ (r—0,4)(z —0,6)(x —0,9)
B —0,216 '
(z — @) (@ — @) (x — 23)
Laal) (w1 = o) (21 — 32) (21 — 73)
_ z(x—0,6)(z—0,9)
a (074)<_072)(_07 5)
~ w(x—0,6)(x —0,9)
N —0,216
(x — @) (@ — @1)(x — 23)
Laal) (w2 — o) (w2 — m1) (22 — 73)
_ z(r—0,4)(z—-0,9)
N (076)(0’2)(_073)
~ 2(x—0,6)(x —0,9)
B —0, 036
Lss(z) = (x — o) (x — 1) (x — 22)

(w3 — xo) (w3 — m1) (23 — 22)
z(x —0,4)(x — 0,6)
(0,9)(0,5)(0,3)
z(z —0,6)(x —0,9)
0,135 '

Como
f(xg) = cos(0) =1, f(x1) = cos(0,4) = 0,92106, f(z2) = cos(0,6) = 0, 82533

f(z3) = cos(0,9) = 0,62160.

Temos que f(0,45) = cos(0,45) ~ P(0,45). Assim,

P(O, 45) = f(.’Eo)L&o(O, 45) + f(.’l?l)LgJ(O, 45) —+ f(l'g)LgQ(O, 45) —+ f(l'g)Lg’g(O, 45)
(0,45 — 0,4)(0,45 — 0,6)(0,45 — 0,9) 0,45(0, 45 — 0,6)(0,45 — 0, 9)

= ! 2106 -
—0,216 +0,92106 —0,216
0,45(0,45 — 0,6)(0,45 — 0,9) 0,45(0,45 — 0,6)(0,45 — 0,9)
0, 82533 - 0, 62160 -
I (—0,036) M 0,135

= —0,015625 + 0,69942 + 0,2312 — 0, 01554
= 0,89923.
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Logo,
£(0,45) ~ 0,89923.

Calculemos o erro e sua estimativa agora. Para o erro absoluto, como cos(0,45) = 0,90044

(com 5 casas decimais), temos
|Es(z)| = |f(x) — P(x)| = ]0,90044 — 0,89923| = 0,00120 = 1,21 X 1073,

Para a estimativa do erro, segue do Corolério 3.3 que

M.
|E5(0,45)] < ]0,45(0,45 — 0,4)(0,45 — 0,6)(0,45 — 0, 9)|4—‘4

Ny !
< 0,45(0,005)(—0, 15)(—0, 45) 4—(‘

M
< |0,00151875|4—'4.

Como

M, = 4 — <1
4 xglma;gfg}lf ()] w$?§9]|cos(x)\ <

Entao,
|E3(0,45)] < 6,33 x 107°.

Veja que, comparando com o erro absoluto,
|Es(z)] = 1,21 x 107% > 6,33 x 107°.

Nossa estimativa excede o limitante do erro absoluto em aproximadamente 0, 001137. Esta
contradi¢ao ocorre devido ao calculo com nimero finito de algarismos para as casas decimais. A
formula do erro de Lagrange pressupde uma aritmética com um nimero infinito de algarismos.
Tal fato leva a esta contradi¢do. Nada que considerar mais casas decimais ndo resolva!

Uma observacdo a ser feita é que, para se determinar os polindmios de Lagrange, é ne-
cessario o conhecimento prévio da fungdo em questdao. Alids, o conhecimento de suas deriva-
das também. E se tivéssemos apenas um conjunto discreto de pontos € o conhecimento, ndo
da expressdo da fungdo completamente, mas dela apenas aplicada nestes pontos? O método de
Lagrange nao é recomendado para estes casos.

Em 1932, surge entdo um método para aprimorar o de Lagrange, chamado método de Ne-
ville, que visa reduzir os calculos relacionados aos polindmios ja conhecidos de forma intera-

tiva, para gerar os demais.

Definicao 3.7. Seja f uma funcdo definida em xo, x1, xo, - - - , T, € suponha que my, ma, - - - , My,
sejam k niimeros inteiros distintos, com 0 < m; < n para cada i. O polinémio de Lagrange

que coincide com f nos k pontos T, , Ty, - -+, T, € denotado por P, my ... m, (T).
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Exemplo 3.8. Sejam z1 = 2,29 = 3,23 = 4 e x4 = 6. Considerando f(x) = e”, por defini¢do,

o polindmio de Lagrange que coincide com f(z) em x3 = 3,23 = 4 e x4 = 6 é dado por;
(z — x5)(z — 4) (z — 1) (z — 24) (z — 1) (2 — )
P = €x +
B T T L e [y LA T ey
(r=3)(x—=6) , (@—-2)(x=6) 3 ((@-2)(x=3 g

= e’ + e+ —— Q€.

(2-3)(2—-6) (3—-2)(3—6) (6 —2)(6—3)

T2) + f(x4)

O teorema a seguir apresenta uma forma para gerar recursivamente as aproximagodes pelos

polindmos de Lagrange.

Teorema 3.9 (Método de Neville). Seja f uma funcdo definida em xy,x1,--- ,xk, € sejam

xj, x; dois niimeros distintos nesse conjunto. Entdo,

(fE - xj)PO,l,---,jfl,j+1,---,k<x) - (fE - l’i)Po,l,---,i71,1+1,---,k(9€)

Ple) = (zi — x)

€ 0 k-ésimo polinémio de Lagrange que interpola f nos k + 1 pontos xq, 1, - , Tp.

Demonstragd@o: Para ndo ficarmos com expressoes grandes, tome Q = Py, j—1j41,k ©
Q= Py1..itis1.- - Vejaque Q(z) e Q(x) possuem grau no maximo k — 1 e, entdo, P(z) é
de grau no maximo k. Como, por defini¢ao, Q(z;) = f(z;), segue que

Plx;) = (i — 2;)Q(@;) — (w1 — ) Q(;) _ (i — ;) f (i) = f(xy).

(zi — z5) (z;i — ;)

Temos também que Q(z;) = f(z;). Logo,

Play) - (z; = 2;)Qx;) = (x; — ) Q) (wi — ;) f(x;) fay).

(i — x5) (zi — z5)

Contudo, por defini¢do, Py ... x(z) é o tnico polindmio de grau k& que coincide com f em
xo, T1, -, T Ouseja, P = Py .. j. [ |

Para simplificar a notagc@o e nao termos multiplos indices, para 0 < j < ¢, vamos escrever

Qi,j = Pi*j,i*jJrl,---,ifl,ia
o polindmio interpolador de grau j nos (j + 1) ndmeros z;_;, Ti—j41,- - , Ti—1, T;.

Exemplo 3.10. A Tabela 3.2 abaixo fornece valores de uma fun¢do em varios pontos. Utili-
zando o Método de Neville, vamos interpolar estes pontos para encontrar um valor aproximado

desta funcdo (desconhecida) em x = 1, 5 tal que a tolerancia seja menor do que 1 x 1072,
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Tabela 3.2: Pontos e suas imagens por uma fungdo f

1,0 0.7651977
1,3 0.6200860
1,6 0.4554022
1,9 0.2818186
2,2 0.1103623
2,5 -0.0438383

Vamos mostrar que |P;(z) — P;(z)] < 1 x 107% Como 1 x 107* < 1 x 1072, chegamos na

tolerancia desejada. Pela Tabela 3.2 e por defini¢do, temos

Tabela 3.3: Base recursiva de polindOmios

ro=1,0 f(z9)=0@Q
r1=1,3 f(z1) = Q1o
ro=1,6 f(z2) =0Q
r3=1,9 f(z3)= Q3,0
rs=2,2  f(r4) = Qup
xr5 =2,5 f(flfs) = Qs

Calculando os préximos a partir destes, temos

(x —20)Q10 — (v — 71)Qop
1 — X
(1,5 —1,0)(0,6200860) — (1,5 — 1,3)(0, 7651977)
1,3—-1,0

Poi=@Q11(1,5) =

= 0,5233449

( —21)Q20 — (v — $2)Q1,0

P1,2 = Q2,1(1; 5) =

T — Iy
_ (1, 5—1, 3)(0,4554022) — (1, 5—1, 6)(0, 6200860)
N 1,6 —1,3
= 0,51022968
Py = Q371(1, 5) _ (93 - $2)Q3,0 - (ZU - 353)@2,0
To — X3
- (1, 5—1, 6)(0, 2818186) — (17 5—1, 9)(0,4554022)
1,9—-1,6

= 0,5132634
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(z — 903)@4,0 — (v — $4)Q3,0

P3,4 = Q4,1(1>5) =

T4 — T3
~ (1,5-1,9)(0,1103623) — (1,5 — 2,2)(0, 0,2818186)
N 2,2—-1,9
= 0,5104270
P5,4 _ Q5,1(1, 5) _ ($ - $4)Q5,0 - (x - -’E5)Q4,0
Ty — Ty
(1,5 -2,2)(—0.04383838) — (1,5 —2,5)(0, 1103623)
B 2,5—2,2
= 0,4807699.

Da mesma forma,

(l“ - $0)Q2,1 - (f - 1’2)@1,1
To — Xy
(1, 5 — 1,0)(0, 5102968) — (1, 5 — 1,6)(0, 5233449)
1,6 —1,0

Poio=Q22(1,5) =

= 0,5124715

(. —21)Q31 — (x — 23)Q21

P1,2,3 = QS,Q(L 5) =

Ty — X2
- (1,5 —1,3)(0,5132634) — (1,5 — 1,9)(0,5102968)
N 2,2—-1,6
= 0,5112857
P2’374 _ Q4,2(1, 5) _ (x - $2)Q4,1 - (x - 96‘4)@3,1
Ty — T2
B (1,5—1,6)(0,5104270) — (1,5 — 2,2)(0,5132634)
N 1,9—-1,6
= 0,5137361
P37475 _ Q5,2(17 5) _ (fl? - 335)@5,1 - (ZE - 334)@4,1
Ts — T3
B (1,5 —2,5)(0,4807699) — (1,5 — 2,2)(0,5104270)
B 2,5—1,9
= 0,5301984.

O processo para os demais calculos € analogo. Mostraremos o resultado final pressupondo que
o leitor ja tenha se familiarizado. Segue que 123 = Q33 = 0,5118127, P34 = Qa3 =
0,5118302, Pogas = Q53 = 0,519070 € 1234 = Qa4 = 0,5118200, Pi2345 = Q54 =
0, 5118430.

Com todos estes dados, montamos a seguinte tabela:



CAPITULO 3. INTERPOLACAO POLINOMIAL: METODO DE LAGRANGE 40

Tabela 3.4: Sequéncia recursivas dos valares da f

1,0 0,761977

1,3 0,6200860 0,5233449

1,6 0,4554022  0,5102968 0,5124715

1,9 0,2818186 0,5132634 0,5112857 0,5118127

2,2 0,1103623  0,5104270 0,5137361 0,5118302 0,5118200

2,5 —0,0483838 0,4807699 0,5301984 0,5119070 0,5118430 0,5118277

onde seguimos a ordem da tabela abaixo.

Tabela 3.5: Ordem recursiva dos polindmios

g R

T P Po,l

Te Py P1,2 PO,LQ

x3 Py Pz Pias Foias

vy Py P3y Przs Piass o234

Is P5 P4,5 P3,4,5 P2,3,4,5 P1,2,3,4,5 P0,1,2,3,4,5

Como ndo podemos calcular o erro pela formula de Lagrange, determina-se uma margem
na qual se queira ficar abaixo com a aproximacgdo. Neste caso, determinamos a margem de
1 x 1072, Lembrando que escolhemos convenientemente 1 x 10~%, este niimero prévio ajuda a

mostrar quando paramos de aplicar o método de Neville. Veja que
|Piosas — Poi2sal =0,000023 =2,3 x 107° <1 x107* <1 x 1072

Entdo, concluimos que a aproximacdo 0,5118277 estd boa, com exatidao até a sétima casa
decimal, ja que o valor real desta funcdo € de 0,5118277. Ela € conhecida como “funcdo de

Bessel de primeira espécie e ordem zero™.

3.3 Aplicacoes

Para finalizar este capitulo, separamos esta secdo com algumas situacdes problemas nas
quais podemos realizar aproximagdes utilizando os polindmios de Lagrange.
Esta secdo foi baseada nas referéncias [6] e [3], onde selecionamos execicios e apresentamos

as solugdes a seguir.
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Exemplo 3.11. (Exercicio 4.6.6.2 da referéncia [3]) A velocidade v (em m/s) de um foguete
lancado do solo foi medida quatro vezes, ¢t segundos apds o langamento, e os dados foram regis-
trados na Tabela 3.6. Calcular usando um polindmio de grau quatro, a velocidade aproximada

do foguete apds 25 segundos do langamento.

Tabela 3.6: Relacdo entre tempo e velocidade

tempo (s) velocidade (m/s)

0 0,000
8 52,032
20 160, 450
30 275,951
45 370, 276

Solugdo: Sejam os pontos z; os valores do tempo e as velocidades a imagem de cada x; pela

fun¢do, digamos, f. Queremos a aproximagio de grau quatro de f(25). Temos que

Py(x) = f(xo)Lao + f(x1)Lay + f(w2) Lo + f(23)Las + f(24)Laa. 3.4)

Realizando os célculos andlogo aos do capitulo anterior, segue que
Lyo = 0,204629

Ly = —0,159961

Ly =0,708333

Lys =0,429292

Ly, =—0,017017.

Substituindo esses valores na equagdo (3.4), ficamos com

P,(25)

0,204629 - 0,0 — 0,159961 - 52,032 4 0, 708333 - 160, 450
+ 0,429292 - 275,951 — 0,017017 - 370, 276

—8,32309 + 113, 65203 + 118, 46785 — 6, 30098
217,5m/s.

Q

Entao,
f(25) = 217,5m/s.

Neste exercicio, ndo podemos realizar a estimativa do erro, uma vez que nao conhecemos a

funcdo.

Exemplo 3.12. (Exercicio 4.9.15 da referéncia [3]) Utilize a Tabela 3.7 para determinar a que

temperatura a dgua entra em ebulicdo no Pico da Bandeira (altitude = 2.890m).
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Tabela 3.7: Variacdo da ebuli¢do em relacdo a altitude

Altitude (m) Ponto de Ebulicao

da 4gua (C)
2.600 91, 34
2.700 91, 34
2.800 90,67
2.900 90, 34
3.000 90,00

Solugdo: Veja que ndo estd claro o grau do polindmio a ser considerado, mas aplicaremos a

aproximacao de grau quatro para obter a melhor possivel com os dados que temos. Temos que

Py(x) = f(wo)Lapo + f(21)Lag + f(x2)Lao + f(23)Las + f(24)Laa. (3.5)

Calculando, obtemos

Lyo=0,0078375

Ly = —0,04785

Lyo =0,151525

L3 =0,90915

Ly4 = —0,0206625.

Basta, entdo, substituir estes valores e os valores de f(x;) contidos na Tabela 3.7 na equag@o
3.5, a fim de obter

P,(2.890) 0,0078375 - (2.600) — 0, 04785 - (2.700) + 0, 151525 - (2.800)
+ 0,90915 - (2.900) — 0, 0206625 - (3.000)
= 0,717 — 4,369 + 13,74 + 82, 109852 — 1,863

90, 35.

Q

Exemplo 3.13. (Exemplo 4.8.1 da referéncia [3]) Um fazendeiro, verificando a necessidade de
construir um novo estabulo, escolheu um local préximo a uma nascente, de forma que, perto
do estdbulo, pudesse ter também um reservatério de 4gua. Junto a nascente, ele construiu uma
barragem e instalou um carneiro, para que a dgua pudesse chegar ao reservatério e notou os
seguintes pontos:

(I) A vazdo da fonte de alimentacdo era aproximadamente de 30 litros por minuto (quanti-
dade de dgua que aflui ao carneiro);

(IT) A altura de queda era de 6 metros (altura entre o carneiro e o nivel de d4gua da fonte de

alimentagao);
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(IIT) O reservatdrio se encontrava a uma altura de recalque de 46 metros (altura entre o
carneiro e o nivel da 4gua no reservatorio).

Munido desses dados, o fazendeiro gostaria de saber quantas vacas leiteiras poderiam ocupar
o estdbulo, sabendo que o consumo diério de cada uma, incluindo o asseio do estabulo, é de 120

litros.

Solugdo: Para resolver este problema usaremos o cdlculo da vazao de recalque (aquela que flui

do carneiro para o reservatorio), que é dada pela férmula:

h
q= QER, (3.6)

onde

q = vazao de recalque

() = vazio da fonte de alimentacdo
h = altura de queda

H = altura do recalque

R = rendimento do carneiro.

Figura 3.3: Ilustra¢do do reservatdrio

nivel da dgua

reservatério
fonte de alimentacio

l

7N

carneiro

nivel da agua

Fonte: Arquivo pessoal

Veja que precisamos saber o rendimento do carneiro para solucionar. Para tal, segue a tabela.
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Tabela 3.8: Relacdo entre altura e redimento do carneiro

H/h  Rend.
6,0 0,6728
6,5 0,6476
7,0 0,6214
7,5 0,5940
8,0 0,5653
8,5 0,5350
9,0 0,5029

Solugdo: O exercicio nos diz que H = 46 metros e h = 6 metros. Temos, entdo,
H 46
—=—=17,067.
h 6 ’
Portanto, devemos realizar a aproximagdo de f(7,67). Para isso, ultizando todos os pontos da

Tabela 3.8, temos um polindmio de grau seis dado por

Ps(x) = f(xo)Leo + f(x1)Ley + f(w2)Le2 + f(x3)Les+ f(va)Lea+ f(w5)Les + f(26)Les

Calculando, temos que
L¢o = —0,0043152
L¢1 = 0,036956

Leo = —0,16134

L¢z = 0,84781

L¢ s = 0,3275628
L¢s = —0,05209432

Les = 0,00542.

Assim,

Ps(7,67) = —0,0043152-0,6728 4+ 0,036956 - 0,6476 — 0, 16134 - 0,6214 + 0,84781 - 0, 5940
+ 0,84781-0,5940 + 0, 3275628 - 0, 5653 — 0, 0520943 - 0, 5350 + 0,00542 - 0, 5029

—0,0029033 + 0, 023933 — 0, 1002567 + 0, 50359914
0,185171251 — 0,00278705 + 0,00272572
0,5844.

_|_

Q

Portanto,
R = f(7, 67) ~ P6(7, 67) =0, 5844.

Substituindo na equag@o (3.6), obtemos

6
—30- —-0,5844 = 2.291/m.
q Y ,291/m
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Logo, em um dia, entram no reservatério a quantidade de
2,29 x 60 x 24 = 3.297,60 [.

Ora, como uma vaca leiteira consome 120 litros de dgua por dia, incluindo o asseio do estébulo,
, . 3.297,60
concluimos que o estabulo comporta o0 27,48 ~ 27 vacas.
Para o leitor que buscar o exercicio na referéncia [3], verd que o autor calcula por um método
mais rapido que ultiliza menos opera¢des com a probabilidade de erro menor, chamado método

de Gregory-Newton, e chega no mesmo resultado.

Exemplo 3.14. (Exercicio 4.9.6 da referéncia [3]) Este € o problema de interpolagdo inversa e,
para resolvé-lo, basta fazer uma troca de varidveis. O que era vériavel independente passara a
ser dependente e vice-versa.

Com base nesta explicac¢@o, determine o valor aproximado de x sabendo que f(x) = 0, 9500,

usando os valores da fungdo f(z) = sen(z), x em radianos, registrados na tabela a seguir.

Tabela 3.9: Base dos valores da fungdo em alguns pontos

1,75 0,9840
1,80 0,9738
1,85 0,9613
1,9 0,9463

Solugcdo: Como f(z) = 0,9500 € [0,9463;0,9613], usaremos a aproximagdo linear, ou seja,
de primeiro grau. Tem-se

Pi(z) = f(zo)L1o + f(x1) L1
Calculando as fun¢des L e substituindo na equacdo acima, temos

0,9613 0,9463
P = -1 ’ -1 .

= 0,37+ 1,5163.

Mas
Pl(:c) =0,9500 & —0,3x 4+ 1,5163 = 0,9500 = x = 1, 8876.

Veja que apesar de se tratar do polindmio de grau 1, temos uma aproximagao relativamente boa,
pois
sen(1,8876) = 0,950225

Neste exemplo, podemos calcular o erro absoluto, dado por

Ey(z) = |f(1,8876) — P;(1,8876)| = 0,00022 = 2,2 x 10~
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Com os dados da Tabela 3.9, desafiamos o leitor a realizar a aproximacdo de grau trés.
Os cdlculos o levardo para equagdes cubicas e, utilizando artificios de resolucdo para estas

equagoes, o leitor notard quao boas sdo as aproximacdes com polindmios de grau mais alto.

Exemplo 3.15. Uma aplicacio comum do método de interpolacdo polinomial de Lagrange
encontra-se em integrais. Podemos aplicar em diversas integrais, mas o interessante sao naque-

las cujas solugdes sdo encontradas, por exemplo, com o recursos computacionais € nao com
1
técnicas do Calculo Integral, como no caso de / V1+ zidx.
0

Realizaremos aproximagdes de grau dois da funcdo g(z) = /1 + x* nos seguintes pontos

2o =0,z; =0,5e 29 = 1. Temos

(x—0,5)(z —1) z(z —1) x(x —0,5)
Py(z) = 1,038 g B0
»(z) 0.5 gy T 0.5

Integrar polindmio é muito mais simples que integrar a funcao g. Calculando, obtemos
1
/ Py(z)dr = 1,08833.
0

Com o auxilio do site WolframAlpha, encontrado na reférencia [32], o valor melhor aproximado

(pois, 14, utiliza-se o computador para aproximar) é

1
/ V1 + ztdz ~ 1,08943.
0

Veja na figura a seguir o quao boa foi a aproximagdo que obtivemos. Uma exatiddo de
duas casas decimais utilizando uma aproximacgao de grau dois. Convertemos a fung¢do para um

polindmio e integramos, facilitando todo o processo.

Figura 3.4: Aproximacao de grau dois da funcdo g

A 4

Fonte: Arquivo pessoal
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O método de Lagrange, como varios outros métodos de interpolagdo, € bastante utilizado
para integrais no Calcilo Numérico e destaca-se por utilizar polindmios pela facilidade na

intregracao.

1
Exemplo 3.16. Vejamos agora a integral / dx. Nao ha técnicas do Célculo para
0

1
V142t
resolvé-la. Consideremos, entdo, os pontos xo = 0, z; = 0,5, 9 = 0,7 e x3 = 1. O polindmio

s

— ¢
V142t

de grau trés associado a fungdo h(x) =

(x—0,5)(x —0,7)(x — 1) z(xr—0,7)(z—1)
P. = — 14
() G 40,970 NG
x(x —0,5)(x —1) x(x —0,5)(x —0,7)
0,898 0,70711 .
’ 0,042 +9 0,15
Enquanto
1
/ h(z)dz =~ 0,927037,
0

temos que

1
/ Py(z)dz = 0,931279.
0

Desafiamos o leitor mais curioso a realizar o cédlculo com os pontos sendo igualmente
espacados. A escolha do grau € livre, mas lembre que, quanto maior o grau, melhor a aproximagao.

Deixaremos também a cargo do leitor realizar a interpolacao de grau dois para aproximar o

T 1
valor da integral / _—_
0o 4/1+sen*(x)

alizarem o grafico das fun¢des encontradas, recomendamos o programa matematico Geogebra

s .
dz, usando os pontos ¢ = 0, r; = 5 e ro = 7. Para vizu-

e, para compararem os resultados, acesse o site da reférencia [32].



Capitulo 4
Consideracoes Finais

A construgdo histérica da matematica nos mostra que todo desenvolvimento humano, como
resultado das exploracdes matemadticas, ascendeu com o uso dos conhecimentos de geragdes an-
teriores de estudiosos na drea, como, por exemplo, o periodo das exploracdes maritimas. Neste
periodo, o estudo de aproximacdes de func¢des se tornou essencial para o sucesso das expedicoes
e, consequentemente, surgiu a necessidade de existirem métodos que proporcionassem calculos
mais simples. Neste cendrio, surgiram as interpolagdes polinomiais.

Visto a importancia e contribuicdes deste estudo, tanto para a matematica pura quanto para
a aplicada, construimos este trabalho com o objetivo de apresentar uma das formas de se apro-
ximar funcdes por meio de interpolacdes polinomiais, o método de Joseph-Louis Lagrange.
Muitos matemadticos, como Newton e Hermite, construiram suas maneiras de interpolar, mas
Lagrange foi um dos pioneiros na drea. Apesar de ser um dos métodos considerado mais traba-
lhoso devido a quantidade de cdlculos, € tao preciso quanto os demais.

Com uma abordagem relativamente simples, apresentamos e definimos conceitos da ma-
tematica pura como funcdes continuas e uniformemente continuas e derivadas, essenciais para
uma boa compreensdo do trabalho. Em particular, o conceito de derivadas sdo fundamentais
para a existéncia dos polindmios de Taylor, usados algumas vezes para aproximar funcdes. O
Teorema de Weierstrass, que nos garante que, dada uma fungéo continua f em [a, b], existe um
polindmio P que satisfaz |f(x) — P(z)| < ¢, Vo € [a,b] foi apresentado inicialmente como
motivador para os demais resultados de aproximacdo. A distancia entre P e f pode ser tao
pequema quanto se queira ou até, em alguns casos, zero, quando f(x) = P(z) (o trabalho
apresenta casos de func¢des diferentes de P).

Vimos dois exemplos praticos do uso da interpolacdes e formas distintas de se calcular o
erro. Uma das situacdes apresentadas € a aplicacdo em integrais. Consideramos integrais cujos
resultados obtemos por meio de recursos computacionais €, nestes exemplos, mostramos o quao
bom pode ser o método de Lagrange. A segunda situacdo € apresentada quando nao possuimos

a fungdo expressamente, mas apenas nos pontos tabelados. Nos dois casos, podemos determinar

48
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o erro ou um limitante para o erro. Na primeira situacdo, aplicamos o Teorema do Polindmio
Interpolador de Lagrange com o grau pré-determinado e, em seguida, aplicamos o valor de x
na fun¢do e calculamos o erro absoluto. Aqui, ndo é comum determinar um limitante. J& no
segundo caso, a andlise ¢ um pouco mais trabalhosa, pois ndo possuimos a fun¢do. Entdo,
apresentamos o método de Neville, que gera uma série recurssiva de polindmios utilizando os
valores dos polindmios de Lagrange, o que dimimui os cdlculos. Em exemplos assim, ¢ comum
que seja determinado um limitante de erro para saber quando encerrar 0 processo recurssivo.
Este trabalho me proporcionou uma visdao mais real de como a matemadtica se comporta e
auxilia o ser humano em seu desenvolvimento. Foi uma excelente experiéncia. Vi o quanto
temos que ser cautelosos nos cdlculos e na escolha da modelagem mais apropriada. Percebi
que, apesar de a matematica ser exata, as aproximacodes sao suficientes. Podemos ficar sobre
uma margem de erro muito pequena em aproximar as funcdes f e g, de modo que, na pratica, é
imperceptivel a diferenca, embora no rigor matematico conseguimos ver a distancia entre elas.
Os teoremas apresentados possuem indmeras aplicacdes e, particularmente, gostaria muito
que este trabalho despertasse nos meus colegas o interesse pelo estudo sobre matematica apli-
cada, pois, com certeza, amariam ainda mais esta ciéncia. Deixo duas sugestdes de tema para
trabalhos futuros, a saber, Aplicacdes do Teorema de Aproximagao de Weiestrass, e Métodos

de Newton e de Hermite para Interpolacdes, todos encontrados nas referéncias deste trabalho.
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