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RESUMO

Esta monografia visita a Teoria dos Grafos para apresentar os denominados grafos de Euler ou
eulerianos. O estudo objetiva identificar as condi¢des necessarias e/ou suficientes para que um
grafo seja dito euleriano e mostrar como se calcula caminhos minimos neste grafo peculiar. Para
tal fim, apresenta os conceitos fundamentais da Teoria dos Grafos, expde a teoria necessdria
para a identificacdo de um grafo euleriano e indica o algoritmo de Fleury para deteccdo ou
constru¢do de um ciclo de Euler em grafos eulerianos e, com o auxilio do algoritmo de Dijkstra,
em semieulerianos. Quanto ao método, a pesquisa tem cardter exploratorio, bibliografico, a
obtencdo dos dados, e qualitativo, quanto a abordagem do problema. Os resultados apontam
que um grafo € euleriano se todos os seus vértices sdo pares e semieulerianos se possui no
méaximo dois vértices impares. Se qualquer uma destas condicdes for verificada em um grafo,
o algoritmo de Fleury pode ser implementado e o problema do menor caminho em um grafo

euleriano solucionado.

Palavras-chave: Grafos. Euler. Menor caminho. Algoritmo de Fleury. Algoritmo de Dijkstra.



ABSTRACT

This monograph visits the Theory of Graphs to present the so-called Euler or Eulerian graphs.
The study aims to identify the necessary and / or sufficient conditions for a graph to be said
to be Eulerian and to show how to calculate minimum paths in this peculiar graph. To this
end, it presents the fundamental concepts of the Theory of Graphs, exposes the necessary
theory for the identification of an Eulerian graph and indicates the Fleury algorithm for the
detection or construction of an Euler cycle in Eulerian graphs and, with the aid of the algorithm
of Dijkstra, in semieulerianos. As for the method, the research has an exploratory, bibliographic,
data acquisition, and qualitative approach to the problem. The results indicate that a graph is
Eulerian if all its vertices are pairs and semieulerians if it has at most two odd vertices. If any
of these conditions are verified in a graph, the Fleury algorithm can be implemented and the

problem of the smallest path in an Eulerian graph solved.

Keywords: Graphs. Euler. Shortest Path. Fleury’s Algorithm. Dijkstra’s Algorithm.
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Capitulo 1

Introducao

Um carteiro entrega correspondéncias todos os dias. Para tornar seu trabalho mais
eficiente, precisa pensar quais caminhos tomar para que o maximo de entregas seja feita sem que
se gaste energia percorrendo distancias desnecessdrias como, por exemplo, transitar pela mesma
rua duas ou mais vezes ou mesmo tomar um caminho mais longo quando se tem melhores
alternativas de percurso. Mas como fazé-lo?

A abordagem para este problema de caminho minimo pode ser feita com o uso de objetos
matematicos simples a sua representacdo. Se considerarmos as ruas como arestas, interpondo
vértices entre as que se encontram, teremos um diagrama detalhado da situagdo e, deste modo,
podemos encontrar uma resposta satisfatoria a este tipo de problema. O diagrama construido €
um modo de representar grafos.

Os grafos sao objetos matematicos combinatorios que servem para representar as relacoes
entre o conjunto dos vértices e o conjunto das arestas. Isso significa que, sabendo quais
objetos do problema tomar como vértices € como e quais se relacionam, podemos construir
um grafo para sua representacio. A partir desta representacao, utilizamos os conceitos do ramo
matematico denominado Teoria dos Grafos para estudar e, se possivel, resolver a situacdo dada.

E conveniente que informemos ao leitor que a Teoria dos Grafos, além de trazer solucdes
para tragar trajetorias mais eficientes, pode ser uma ferramenta aplicada em diferentes questdes
presentes em diversos campos das ciéncias, servindo como base matemdtica para a modelagem
de situacdes reais.

Dentre as diversas aplicagoes de grafos, ha aquelas que sdo aparentemente simples e de
carater ludico como colorir totalmente um mapa, dividido em n regides, com exatamente quatro
cores distintas sem que regides vizinhas tenham a mesma cor ou, ainda, verificar se uma peca
do jogo de xadrez pode ficar em determinada casa, do tabuleiro no decorrer do jogo.

Ademais, ha aplica¢des nao necessariamente recreativas como: seu uso na atribuicao
de frequéncia na engenharia da comunicagdo e a canaliza¢do de gas bem como na modelagdo

de comunidades na web para verificar interesses comuns ou, ainda, na descricao de objetos da
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bioinformética (veja [1] e [2], por exemplo). Desse modo, a Teoria dos Grafos oferece respaldo
as diversas ciéncias ao representar, de forma compacta, diferentes objetos e as relacdes entre
eles.

Mediante a vasta aplicabilidade desta teoria, optamos por tratar do caminho minimo em
grafos eulerianos em virtude deste ser o problema propulsor para a estruturacao inicial da Teoria
dos Grafos, como veremos adiante.

Delimitada a tematica, propomo-nos pesquisar como encontrar um caminho de baixo
custo em um grafo euleriano. Tal proposta foi transformada na pergunta-diretriz deste trabalho,
a saber: Quais sdo as condicdes necessarias e/ou suficientes para que um grafo seja euleriano e
como encontrar um caminho minimo em grafos com estas condicoes?

Para perseguir a resolu¢do do que propomos, estabelecemos como objetivo geral: en-
contrar o caminho minimo em um grafo euleriano. Para isto, objetivamos, especificamente,
apresentar os conceitos fundamentais da teoria dos grafos bem como os caracteristicos aos
grafos eulerianos e expor algoritmos pertinentes para a resolucdo do problema do menor
caminho em grafos eulerianos.

Em vista dos objetivos tracados, nossa pesquisa se caracteriza como exploratoria, visto
que apresentaremos uma delimitacdo prépria do tema da pesquisa para informar o leitor a
respeito do mesmo (veja [3]). Para a obtencdo dos dados, utilizamos a pesquisa bibliografica
no intuito de entrarmos em contato com o que foi publicado a respeito (veja [4]). Quanto a
abordagem da questdo, adotamos a pesquisa qualitativa, visto que ndo nos preocupamos em
quantificar os dados, representando-os numericamente, ao contrdrio, buscamos o aprofunda-
mento da apreensdo do objeto de estudo por meio da anélise de dados nao métricos e que t€m
diferentes abordagens, por exemplo (veja [3] e [5]). Com a metodologia definida, passemos a
estruturagdo organizacional da investigagao.

Em Nota histérica, realizaremos um breve histdrico sobre o nascimento e desenvolvi-
mento da Teoria dos Grafos. O leitor encontrara ainda alguns resultados a serem discutidos ao
longo do trabalho e algumas dreas de conhecimento que utilizam seus produtos.

Em Nogoes preliminares, apresentaremos os conceitos basicos da teoria, relacionados
ao nosso objeto de estudo, para o leitor ndo familiarizado a eles apropriar-se e ter uma leitura a
partir de um texto mais acessivel.

Em Grafos eulerianos, traremos os conceitos fundamentais e as condi¢des para que um
grafo seja dito de Euler sob a forma de teoremas e revisitaremos o problema génese da Teoria
para resolvé-lo.

Por fim, em O problema do menor caminho, caracterizaremos o nosso objeto de estudo
com base nos capitulos anteriores, exporemos algoritmos pertinentes para a sua resolu¢ao bem
como exemplos ilustrativos do problema do menor caminho em grafos eulerianos.

Desse modo, esperamos que este texto exploratdrio leve o leitor a reconhecer os concei-



CAPITULO 1. INTRODUCAO 11

tos basicos da Teoria dos Grafos, sobretudo, os referentes a grafos eulerianos, além de valer-se
destes e dos algoritmos expostos para modelar e resolver problemas de custo minimo, nos quais

estes se apliquem.



Capitulo 2
Nota Historica

Neste capitulo, apresentaremos ao leitor o contexto historico de nascimento da intitulada

Teoria dos Grafos. Embasamo-nos em [2], [6], [7], [8], [9] e [10] para a sua estruturacgao.

2.1 Um Pouco de Historia

O pontapé inicial para a criagdo da Teoria dos Grafos (como é chamada hoje) foi um
problema recreativo com certa popularidade na cidade de Konigsberg, Prussia (atual Kalinin-
grado, Russia), do século XVIII. Na cidade, ha uma ilha rodeada pelo rio Pregel que se divide
em dois ramos, e estes ramos eram atravessaveis por sete pontes (Figura 01) que interligavam

os quatro distritos que formam a cidade.

Figura 01 - As Sete Pontes de Konigsberg

Fonte: Arquivo pessoal.

O problema, a saber: € possivel realizar um tour pela cidade de Konigsberg que atravesse
cada uma das sete pontes uma Unica vez, no qual se parte de um distrito e, ao final do
passeio, volta-se a ele? era um dos entretenimento dos prussianos, que dividiam-se entre os

que acreditavam e os que ndo acreditavam na possibilidade de o percurso ser realizado.

12
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A questdo foi definitivamente solucionada quando o problema foi apresentado ao ma-
tematico suico Leonhard Euler '(1707-1783) que, em 1736, publicou em um artigo a impossi-
bilidade do trajeto ser realizado, mais que isso, deu inicio ao estudo dos chamados problemas
de rotas, dos quais, o Problema das Sete Pontes de Konigsberg € o primeiro. 2

Euler estabeleceu os conceitos elementares da Teoria dos Grafos bem como os teoremas
abaixo:

i) Em qualquer grafo, ha um nimero par de vértices de grau impar. *

i1) Um grafo com todos os vértices pares pode ser percorrido sem que se repita as arestas
e volte-se ao ponto de partida.

iii) Um grafo que possui exatamente dois vértices impares pode ser percorrido sem que
se repita as arestas, mas nao se pode voltar ao ponto de partida.

iv) Um grafo com mais de dois vértices impares ndo pode ser percorrido sem que se
repita as arestas. *

Os grafos que atendem a dois destes teoremas sao denominados de Euler (Capitulo 4).

Infelizmente, os resultados acima ndo impulsionaram um desenvolvimento consistente
do estudo da Teoria dos Grafos, que foi quase que totalmente deixado de lado por mais de um
século, a excecdo de alguns raros casos isolados que trouxeram resultados de carater pratico,
em areas disjuntas.

Considera-se que, somente a partir da segunda metade do século XX, o desenvolvimento
da Teoria dos Grafos veio a ocorrer, de fato, sob o impulso de problemas de otimizagdo e da
invencdo do computador, essencial para a maior parte das aplicacdes dela.

Este “redescobrimento” da Teoria dos Grafos, em sua génese euleriana, mudou os rumos
da ciéncia por sua aplicabilidade em muitos campos desta, a exemplo, na Biologia, Fisica,
Quimica, Economia, Informatica, entre muitas outras. Apesar disto, ainda é possivel sentir
os efeitos da nao linearidade dos estudos acerca da Teoria dos Grafos, sobretudo, quando se
pretende reunir seus resultados em um trabalho. Mas este fato nao prejudica o que pode ser o

aspecto mais fascinante para quem a estuda: ha grafos em tudo (ou quase)!

"Leonhard Euler (1707-1783) nasceu na cidade suica Basiléia. Considerado o maior matemético do século
XVIII, ndo apenas contribuiu a todas as dreas da Matemdtica de sua época, como também iniciou teorias
originalmente suas, como no caso dos grafos.

2Exploraremos mais este problema no Capitulo 4.

3Na Secio 3 do Capitulo 3, este resultado é enunciado como um corol4rio.

*Voltaremos a ii), iii) e iv) no Capitulo 4.



Capitulo 3
Nocoes Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos bésicos da Teoria dos Grafos, necessarios
para que o leitor estude os demais capitulos com propriedade no assunto. Para a sua construgao,

utilizamos [1], [11], [12], [13], [14] e [15] como referéncias basicas.

3.1 Grafos

A defini¢do de um grafo GG esta vinculada a unido de dois conjuntos, o conjunto de
vértices ' e o conjunto de arestas A. O conjunto V', necessariamente, é ndo vazio e finito. O
conjunto A, por sua vez, pode ser vazio, mas deve ser finito e disjunto de V. Os elementos de
A s@o subconjuntos de V' que tém cardinalidade dois, formados por elementos distintos de V.
O Exemplo 3.1 traz esses conceitos de maneira clara.

Assim, um grafo pode ser entendido como um conjunto C' finito e ndo vazio que possui
uma relacdo R nao reflexiva e simétrica entre seus elementos. Isto significa que todo elemento
de C ndo se relaciona consigo mesmo e que, dados dois de seus elementos, ¢; € co, se ¢; estd
relacionado com ¢y, entdo ¢y esta relacionado com c¢;.

Por conveng@o, adotaremos V' (G) ou V' para fazermos a nota¢do do conjunto de vértices
e A(G) ou A, ao conjunto de arestas de um grafo G. Uma aresta {u, v}, isto é, um elemento
do conjunto A, por exemplo, serd denotada por uv ou vu. Note que estas arestas sdo iguais, em
outras palavras, o par € ndo ordenado. Para denotar o niimero de vértices e de arestas de um
grafo G, utilizaremos |V | = p e |A| = ¢, respectivamente.

Em alguns casos, utilizaremos sindnimos para designar os elementos de GG. Por ele-
mentos, entenda vértices e arestas. Aos primeiros, chamaremos nds ou pontos e, as ultimas,
segmentos.

Dados os elementos de um grafo (G, os conceitos de adjacéncia e incidéncia estdo
presentes. Se uv € aresta de um grafo (G, dizemos que u e v sdo vértices adjacentes e que

uv incide em u e v. Caso duas arestas distintas de um grafo G incidam em um mesmo vértice,

14
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dizemos que sdo arestas adjacentes.

Segue um exemplo do que foi visto até aqui.

Exemplo 3.1. Em uma certa cidade, cada quadra contém seis lotes. Em uma dessas quadras,
o conjunto de moradores é V = {vy, v, v3, 04,05, 06}. Para instalar uma rede de coleta de
esgoto, a prefeitura local quer saber quais moradores sdo vizinhos, isto é, aqueles que dividem
diretamente a demarcagdo dos lotes. Vejamos a relagdo R, de vizinhanga, entre eles: v é
vizinho de vy e vy4; vy € vizinho de vq, v3 e vs; v3 € vizinho de vy e vg; vy € vizinho de vy e vUs; s
é vizinho de v,, vy € Vg, Vg € vizinho de vs e vs.

Neste exemplo, perceba que A = {v1vy, V104, VU3, VaUs, V3Vg, V4Us, UsUg } € O conjunto

de arestas e que |V | =6 e |A| = 7. O grafo G, neste caso, é a unido de AeV.

3.1.1 Representacao geométrica

Embora grafos possam ser representados de outros modos, seu aspecto geométrico
ganhara destaque neste trabalho.

Desse modo, dado um grafo G, podemos representa-lo como um diagrama onde cada
elemento de V' € representado por um ponto e cada aresta por um segmento de reta ou um arco.

A descri¢io geométrica de GG deve respeitar a relagio entre seus elementos. !

Exemplo 3.2. Voltemos ao Exemplo 3.1. Podemos representd-lo, geometricamente, tal como

segue.

Figura 02 - Grafo

v,

12

V3

Ve

Vs

Vs

Fonte: Arquivo pessoal.

O leitor pode ter pensado em um outro diagrama para representar a situacao acima. De

fato, outros diagramas existem, e a existéncia deles € devida ao conceito de isomorfismo.

'0s diagramas deste trabalho foram construidos no processador de texto Microsoft Word e no criador de
grificos NodeXL Basic para o editor de planilhas Microsoft Excel.
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Definicao 3.3. Dois grafos G e H sdao chamados isomorfos se existe uma correspondéncia
biunivoca entre seus vértices que preserve as adjacéncias. Quando isto ocorre, dizemos que hd

um isomorfismo entre G e H e escrevemos G = H.

Exemplo 3.4. O grafo abaixo é isomorfo ao do Exemplo 3.2.

Figura 03 - Grafo Isomorfo

a b €

Fonte: Arquivo pessoal.

Vamos estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os conjuntos de vértices dos
dois diagramas. Considere a fungdo g dada por g(v1) = e, g(vg) = d, g(vs) = ¢, g(vs) = b,
9(vs) = a, g(ve) = f.

Observe que a funcdo é adequada. Se tomarmos dois vértices adjacentes no primeiro
grafo, a exemplo vy e v, a fungdo fard a correspondéncia com e e d, vértices adjacentes no
segundo grafo. Do mesmo modo, se tomarmos vértices ndo adjacentes, digamos v, e v3, seus

correspondentes respectivos, e e ¢, também ndo o sdo neste grafo.

Exemplo 3.5. O grafo abaixo é nao isomorfo ao do Exemplo 3.2.

Figura 04 - Grafo nao Isomorfo

b

Fonte: Arquivo pessoal.

Chamemos de G o grafo do Exemplo 3.2 e de H o grafo acima. De fato, qualquer
correspondéncia que estabelecermos entre G e H ndo preservard as adjacéncias, visto que
IV(G)| =6 = |[V(H)|, mas |A(G)| = 7 # |A(H)|.
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Observacao 3.6. Em geral, determinar se hd isomorfismo ou ndo entre dois grafos ndo é
simples, alids, ndo existe um método eficiente para fazé-lo. Em nosso caso, trouxemos um
grafo (Figura 04) que ndo atende a uma condicdo necessdria, nimero de arestas igual ao da
Figura 02, para exemplificar grafos ndo isoformos. Verificar a existéncia de isomorfismo entre
grafos é um problema curioso por ser bastante divergente de outros da teoria dos grafos e ter
muita familiaridade com a teoria dos grupos em Algebra, ndo sendo nosso foco aqui tratd-lo

com essa perspectiva.

3.2 Subgrafos

Podemos representar as estradas que interligam duas cidades por meio de um grafo G.
Suponha que o fagamos para avaliar a menor distancia entre elas e, apos a constru¢do do grafo
(G, descubramos que uma das estradas € interditada. A exclusdo da aresta que a representa
implica a ndo existéncia de um grafo? Bem, ndo. A sua exclusdo resultard em um subgrafo de

G.
Definicao 3.7. Sejam H e G grafos. H é subgrafo de G se V(H) CV(G) e A(H) C A(G).

Em outras palavras, H é um subgrafo de G se os vértices de H forem vértices de G e as

arestas de H forem arestas de (.

Exemplo 3.8. Na figura abaixo, H, e Hy sdo subgrafos de G. Perceba também que H, é
subgrafo de H,.

Figura 05 - Subgrafo e Supergrafo

G: iy Hy:

Fonte: Arquivo pessoal.

Observacao 3.9. Podemos dizer ainda que G é um supergrafo de H, e Ho.
Observacao 3.10. Um grafo isomorfo a um subgrafo de G também serd dito subgrafo de G.

Portanto, para a obtencdo de um subgrafo de G, basta que excluamos arestas e/ou

vértices dele. E, se quisermos um supergrafo de (G, devemos incluir elementos em G'.
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3.3 Grau de um vértice

A definicdo que segue é fundamental neste trabalho.

Definicao 3.11. Seja v um vértice de um grafo G. O grau ou a valéncia de v é o niimero de

arestas que incidem sobre ele.

Exemplo 3.12. No grafo abaixo, os niimeros mostrados sdo os graus de cada vértice.

Figura 06 - Grau de um Vértice

Fonte: Arquivo pessoal.

Para denotar o grau de um vértice v, € convencional o uso de g (v) ou, simplesmente,
g(v), se G estiver explicito. Se g(v) for um ndmero par, v é dito ser um vértice par; caso

contrério, v € dito ser um vértice impar.

Observe que, no grafo do Exemplo 3.12, |V| = 6 e |A| = 7 e ainda a soma do grau de

todos os vértices € 2 x 7 = 14. Sera coincidéncia? O proximo teorema nos garante que nao.

Teorema 3.13. Seja G um grafo com p vértices e q arestas, onde V- = {vy, va, vs, ..., v, }. Entdo
?:1 g(vi) = 2q.

Demonstracao: Toda aresta de G incide em dois vértices. Quando contamos o grau destes,
cada aresta é contada duas vezes, uma por vértice incidente. Portanto, a soma dos graus dos

vértices de (G € duas vezes o nimero de arestas. d

Este teorema tem uma consequéncia interessante.

Corolario 3.14. Em qualquer grafo G, hd um niimero par de vértices de grau impar.

Demonstracao: Suponhamos que |A(G)| = ¢. Seja x a soma do grau dos vértices pares e y a
soma do grau dos vértices impares, temos que = + y = 2¢q. Como x € a soma de inteiros pares,
x € par. Segue que y = 2q — x e, portanto, y € par. Dai, deve existir um nimero par de parcelas

em y, ou seja, existe um nimero par de vértices de grau impar. O
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3.4 Outras Definicoes em Grafos

Nesta se¢do, apresentaremos outras definigdes fundamentais em grafos, necessdrias a

compreensao integral do nosso objeto de estudo.

Definicao 3.15 (Passeio). Sejam u e v vértices de um grafo G. Um passeio v — v é uma

sequéncia, com inicio em u e término em v, que alterna vértices e arestas incidentes.

Por convengdo, denotaremos um passeio v; — v, que passa pelos vértices vy, Vo, ..., U,
como W : vy, v, ..., v, ou, quando houver necessidade de explicitacdo das suas arestas a;, por

W V141V2G2...An—1,Vp

Observacao 3.16. Um passeio u—v pode ser aberto ou fechado. Se v = v, o passeio é fechado,

caso contrdrio, é aberto.

Definicao 3.17 (Trilha). Seja v —v um passeio. Se u— v ndo repetir arestas, entdo é uma trilha

T:u,..,o0.

Exemplo 3.18. No grafo abaixo, W : vy, vs, V3, Vg, U5 € um passeio v1—uvs el : vy, Vo, V3, V1, Vs,

uma trilha v, — vs.

Figura 07 - Passeios

&1

Vs

Fonte: Arquivo pessoal.

Definicao 3.19 (Caminho). Seja u—v um passeio. Se u— v ndo repetir arestas e vértices, entdo

é um caminho P : u, ..., 0.
Observacao 3.20. Todo caminho é uma trilha.
Definicao 3.21 (Ciclo). Um ciclo C é um caminho em que os vértices inicial e final coincidem.

Exemplo 3.22. Considere o grafo da Figura 07. P : vi,vs,v3, 04, V5 € um caminho vy — vs e,

C : vy, 09,03, V4, Us, V1 € um ciclo.
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Definicao 3.23 (Grafo rotulado). Grafo que possui todos os vértices associado a um rétulo

(veja o Exemplo 3.25 para uma melhor compreensdo).

Definicao 3.24 (Grafo valorado). Grafo no qual a todas as arestas sdo atribuidos valores tais
como distdncia, tempo, custo de percurso, etc. A cada um desses valores, chamamos peso da

aresta.

Se desejarmos saber o peso de um passeio em um grafo, basta somarmos o peso de cada

uma das arestas percorridas.

Exemplo 3.25. Abaixo, um grafo rotulado e valorado no qual as arestas indicam relacdo de

amizade e a distancia, em quilémetros, entre as casas dos amigos.

Figura 08 - Distancias

3
Maria Clara
T

5

o ’ @

Fonte: Arquivo pessoal.

O peso de um caminho da casa de Gabriela até a de Maria Clara que passa pela residéncia de

Jodo Carlos € 7.

Definicao 3.26 (Digrafo). Unido do conjunto de vértices V' com o conjunto de arestas A,
disjunto de V', que contém pares ordenados de elementos distintos de V. O digrafo é também

chamado de grafo dirigido e os elementos de A sdo referidos como arcos.
Exemplo 3.27. No digrafo abaixo, A = {uv, xu, wz, wu}.

Figura 09 - Digrafo

u

Fonte: Arquivo pessoal.

Definicao 3.28 (Laco). Se uma aresta conecta um vértice com ele mesmo, recebe o nome de

laco.
Definicao 3.29 (Multigrafo). Grafo em que mais de uma aresta liga dois vértices.

Exemplo 3.30. Abaixo, um multigrafo com lacos.
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Figura 10 - Multigrafo

Fonte: Arquivo pessoal.

Apesar de termos apresentado digrafos, multigrafos e ’grafos’ com lagos nesta secdo,
esses nao serdo considerados na maior parte deste trabalho e, quando o forem, explicitaremos a
terminologia adequada. Assim, o leitor deve entender o termo grafo conforme a defini¢do dada

na Secdo 3.1.

3.5 Conexidade e Desconexidade em Grafos

Podemos pensar na desconexidade de um grafo como uma rede elétrica de uma cidade
que, apos ser atingida por um temporal, teve alguns fios danificados. Supondo que cada casa
seja um vértice e os fios arestas, as casas afetadas ndo possuem ligagdo com outra que faga parte
da malha, portanto, mesmo pertencendo a rede, estdo desconectadas dela.

Com esta analogia em mente, apresentaremos a definicao formal de conexidade.

Definicao 3.31. Sejam u e v dois vértices de um grafo G. Dizer que eles sdo conexos equivale
a enunciar que existe um caminho u — v em G. Se todos os vértices em GG forem conectados

entre si por um caminho, G é conexo.

Em outras palavras, se hd um caminho entre quaisquer dois nés de um grafo GG, entdo G

é conexo.

Exemplo 3.32. Na figura abaixo, G é um grafo desconexo, pois ndo existe caminho que saia
do vértice u, e termine no vértice us. Por outro lado, H é um grafo conexo, pois entre dois

quaisquer de seus nos, existe um caminho.

Figura 11 - Conexidade

Uz Ug

Uz Uus

v
Uy V3 4

Fonte: Arquivo pessoal.
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Definicao 3.33. Para cada parte conexa de um grafo G, damos o nome de componente conexa

ou componente de G.
Denotamos a quantidade de componentes de um grafo G por ¢(G).

Exemplo 3.34. O grafo G do exemplo anterior tem duas componentes conexas, que estdo

representadas com cores diferentes na figura a seguir.

Figura 12 - Componentes Conexas
[

Us Ug

Us Us

Uy

Fonte: Arquivo pessoal.

E evidente que, se G é conexo, possui apenas uma componente e que cada vértice de um grafo

pertence a uma, € somente uma, componente dele.

Definicao 3.35. Se vw for uma aresta de G que, ao ser excluida, aumenta o niimero de

componentes de G, entdo vw é uma ponte.

Exemplo 3.36. No grafo abaixo, cd é uma ponte.

Figura 13 - Ponte

a d e

Fonte: Arquivo pessoal.



Capitulo 4
Grafos Eulerianos

Ja familiarizados com os conceitos bésicos da Teoria dos Grafos, propomos ao leitor que
tente percorrer todas as arestas do grafo abaixo sem tirar o l4pis do papel e percorrendo uma

Unica vez cada aresta. E possivel?

Figura 14 - Casinha Invertida

Fonte: Arquivo pessoal.

Como vocé deve ter descoberto, € possivel fazer este percurso com algumas condicoes.
Voce pode ter se perguntado como este problema, aparentemente simples, se relaciona
com o tema deste capitulo. Convidamo-lo a percorrer as se¢des que o compdem e descobrir
a relacdo intriseca que tém. Para a sua construgdo, utilizamos [1], [9], [11] e [14] como

referéncias basicas.

4.1 Conceitos Fundamentais

A defini¢do de grafo euleriano esta relacionada as duas primeiras definicdes que seguem

e foi sugerida a partir do problema das sete pontes de Konigsberg (Capitulo 2).

Definicao 4.1 (Caminho euleriano). Seja G um grafo conexo. Um caminho euleriano é um

caminho aberto que contém todas as arestas de G.

23
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Exemplo 4.2. Na Figura 15, P, : e,a,b,d, a,c,e,d, c éum caminho euleriano.

Figura 15 - Caminho Euleriano

d

Fonte: Arquivo pessoal.

Definicao 4.3 (Ciclo euleriano). Seja G um grafo conexo. Um ciclo euleriano é um caminho

fechado que contém todas as arestas de G.
Exemplo 4.4. Na Figura 16, C : 1,4,5,3,4,6,3,2,1 é um ciclo euleriano.

Figura 16 - Ciclo Euleriano

1 4

Fonte: Arquivo pessoal.

O leitor deve ter notado que, nos caminhos e ciclos eulerianos, permite-se que haja
repeticdo de vértices, o que contraria a Defini¢do 3.19 e a 3.21, no entanto, é convencional a
ado¢ao dos mesmos para designar os objetos tratados.

Vejamos agora a defini¢do formal de grafo euleriano.

Definicao 4.5 (Grafo euleriano). Seja G um grafo conexo. Se G contém um ciclo euleriano, G

é um grafo euleriano.
Exemplo 4.6. O grafo da Figura 16 é um grafo euleriano.

Comumente, podemos encontrar na literatura referente a Teoria dos Grafos o termo
semieuleriano para designar os grafos que possuem um caminho euleriano. Nesta monografia,
comumente, chamaremos de grafos eulerianos tanto caminhos quanto ciclos eulerianos. Entre-
tanto, quando houver necessidade da observacdo da singularidade das terminologias, o faremos.

Voltemos a Figura 14. Trata-se de um grafo conexo que contém um caminho euleriano.
Com a inserc¢do de alguns elementos, podemos transforméa-lo em um ciclo euleriano (Figura
17).
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Figura 17 - Casinha Expandida

Fonte: Arquivo pessoal.

Observe que, neste grafo, todos os vértices sdo pares, enquanto, no primeiro (Figura 14),
ha dois vértices impares. Perceba ainda que estes vértices impares sempre permutam o inicio e
o fim do trajeto solicitado, isto €, o percurso sé pode ser feito com inicio em um e término no
outro.

Note ainda que, no caso da Figura 17, pode-se fazer um percurso nas mesmas condi¢oes
dadas no inicio do capitulo, porém com inicio e término em um unico vértice, o que € impossivel
no grafo da Figura 14.

Estas observacdes ndo sdo coincidéncias em grafos eulerianos, ao contrario, sdo funda-

mentais a sua existéncia, como veremos na sec¢ao seguinte.

4.2 Condicoes a Existéncia de Grafos Eulerianos

No término da secdo anterior, fizemos algumas observacdes a respeito dos caminhos e
ciclos eulerianos. Nelas, apontamos que a existéncia de grafos eulerianos esta condicionada as
caracteristicas dos vértices.

O lema e os teoremas apresentados abaixo tratam destas condi¢des e nos auxiliardo a

identificar que grafos sao ou nao eulerianos, a partir desta se¢ao.

Lema 4.7. Seja G um grafo. Se g(v) > 2 para todo né v em G, entdo G contém um ciclo.

Demonstracao: Tomemos um vértice v qualquer em G e iniciemos um caminho, escolhendo
um vértice de G adjacente a v, digamos v;. Isso é possivel, pois, por hipétese, g(v) > 2.
Escolhemos, entdo, um outro vértice de G adjacente a v, e diferente de v, digamos vy, e
formamos o caminho v, v;,v,. Novamente por hipdtese, isso € possivel. Agora, se ndo ha
vértices adjacentes a vo que sejam diferentes de v (e como g(ve) > 2), 0 caminho v, vy, Vg, v é
um ciclo e o teorema estd demonstrado. Caso contrario, tomamos um outro vértice adjacente a

vy que seja diferente de v, digamos vs. Se ndo ha vértices adjacentes a v3 que sejam diferentes
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de v, entdo o caminho v, v, v9,v3,v € um ciclo e o teorema estd provado. Caso contrdrio,
prosseguimos da mesma forma. Como o grafo G contém finitos vértices, esse processo,
necessariamente, deve terminar em v num nimero n de passos, € o caminho v, vy, ..., U, v €

um ciclo, o que conclui a demonstragao. O

O teorema a seguir é o mais importante deste trabalho, pois estabelece as condi¢cdes
necessdrias e suficientes para que um grafo seja euleriano, por definicdo, e responde parte da
nossa questao-diretriz. O nome atribuido a ele € justificavel, pois foi Euler quem estabeleceu as
condicdes necessdrias e suficientes para que um grafo contenha um ciclo euleriano.

Embora tenha demonstrado somente a necessidade da paridade dos vértices, Euler
afirmou que esta condi¢do associada a conexidade do grafo era suficiente para garantir a
existéncia de um ciclo euleriano. A demonstra¢do desta afirmacdo foi feita anos mais tarde,
em 1873, pelo matematico alemdo Carl Hierholzer (1840-1871).

Vejamos o teorema.

Teorema 4.8 (Teorema de Euler). Um grafo conexo G é euleriano se, e somente se, todo vértice

em G é par.

Demonstracao: (=) Se G é um grafo euleriano, ele contém um ciclo euleriano. Tomemos em
G um vértice v, diferente do vértice inicial deste ciclo. Todas as vezes em que o caminho passa
por v, ele utiliza duas arestas distintas, uma para chegada e outra para saida. Portanto, cada
ocorréncia de v representa a adi¢do de duas arestas ao seu grau. Logo, v tem grau par. Se v é
o vértice inicial, v é o vértice final, o que adiciona duas arestas ao seu grau. Nas demais vezes
em que ocorre, hd adi¢do de um par de arestas. Portanto, todo vértice v em G tem grau par.
(<) Suponhamos agora que todo vértice de um grafo conexo tem grau par. Utilizaremos
inducdo no nimero de arestas ¢ de G. Notemos que ¢ = 3 é o menor valor possivel para a
construcdo de um grafo conexo com todos os vértices pares. Assumamos, entao, que todo grafo
conexo com vértices pares e nimero de arestas menor que ¢, ¢ > 4, é euleriano e que G possui
q arestas. Nosso objetivo € mostrar que GG € euleriano. Seja v um vértice de G. Construamos
um ciclo C : u — u em G. Este ciclo existe em G pois, se C’ : © — v é um caminho dentro de
G, u # v, havera um nimero impar de arestas incidentes a v em C’ e, portanto, C’ pode ser
extendido a um caminho com mais arestas, um caminho fechado, consequentemente, um ciclo
C : u—wu. Se C contém todas as arestas de (G, G € euleriano. Caso contrario, removamos de
G todas as arestas de C' e eventuais vértices isolados. O grafo G’ resultante tem vértices pares.
Observemos que cada uma das componentes H' de G’ t€ém menos que ¢ arestas e sdo eulerianas,
por hipétese de indu¢ao. Como G é conexo, cada uma das componentes de G’ tem um vértice
comum a C'. A unido dos ciclos eulerianos de cada componente H' de G’ com o ciclo C' resulta

em um ciclo euleriano em G. Logo, GG € euleriano. ]
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Observe que, se um grafo conexo tem todos os seus nés pares, podemos tomar arbitrari-
amente um de seus vértices para ser vértice inicial e, portanto, final, de um ciclo euleriano.
Quando nem todos os vértices de um grafo conexo sdo pares, o teorema a seguir nos

auxilia a identificar se este contém, ao menos, um caminho euleriano.

Teorema 4.9. Um grafo conexo contém um caminho euleriano se, e somente se, tem exatamente

dois vértices impares.

Demonstracao: (=) Suponhamos que G contém um caminho euleriano. Sejam u e v seus
vértices inicial e final, respectivamente. Todo vértice em G, a exce¢ao do inicial e do final, tem
grau par. E imediata a imparidade de u e v.

(«<=) Suponhamos agora que um grafo conexo GG tem exatamente dois vértices, u e v,
impares. Se u e v sdo ndo adjacentes, a insercdo de uma aresta uv torna o supergrafo de G
euleriano (Teorema 4.8). Se uwv for excluida, resta em G um caminho euleriano. Podemos,
ainda, adicionar a G um vértice w adjacente a u e a v, 0 que torna o supergrafo de GG euleriano.
Um caminho P neste supergrafo tem uw e vw como arestas consecutivas que, quando excluidas,

produzem em GG um caminho euleriano. o

O teorema a seguir € uma extensio do Teorema 4.8.

Teorema 4.10. Seja G é um grafo conexo com 2n > 2 vértices impares. Entdo G tem n

caminhos abertos, dois a dois disjuntos.

Demonstracao: Sejam u; e v;, 1 < ¢ < n, os vértices impares de G. Agora, seja H o
supergrafo de G obtido com o acréscimo de n vértices w;, 1 < ¢ < n, adjacentes as arestas u;
e v;. H é euleriano e contém um ciclo C. Para cada 7, u;w; € v;w; sdo arestas consecutivas em
C'. Portanto, se todas estas arestas forem excluidas, restam n caminhos abertos em G. Note que
todos estes caminhos se iniciam e terminam em nds de grau impar de GG e ainda que sdo dois a

dois disjuntos, isto €, ndo t€ém segmentos comuns. ]

Desse modo, para que um grafo possa ser desenhado sem tirar o 1dpis do papel ou,
equivalentemente, ser euleriano, € necessario que possua todos os seus vértices pares ou, no
maximo, dois vértices impares.

Em posse destes teoremas, podemos resolver o Problema das Sete Pontes de Konigsberg.

4.3 O Problema das Sete Pontes de Konigsberg

No Capitulo 2, trouxemos a seguinte questao: € possivel realizar um tour pela cidade de
Konigsberg (Figura 18) que atravesse cada uma das sete pontes uma tnica vez, no qual se parte

de um distrito e, ao final do passeio, volta-se a ele?
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Figura 18 - As Sete Pontes de Konigsberg

Fonte: Arquivo pessoal.

Com os resultados deste capitulo, podemos facilmente resolver esta questdao. Vejamos o

grafo associado ao problema (Figura 19). Fizemos das pontes as arestas e dos distritos os nos.

Figura 19 - Grafo Sete Pontes

Fonte: Arquivo pessoal.

O Teorema de Euler nos diz que podemos fazer um passeio em um grafo que contenha
todas as suas arestas, sem que estas se repitam, partindo de um vértice e voltando a ele ao final
do percurso, se todos os seus vértices forem pares. Como todo vértice do grafo associado ao

problema das sete pontes de Konigsberg tem grau impar, o passeio € impossivel de ser realizado.



Capitulo 5
O Problema do Menor Caminho

Neste capitulo, apresentaremos o &mago do nosso trabalho: o problema do menor cami-
nho em grafos eulerianos. Aqui, caracterizaremos o problema e mostraremos dois algoritmos

para a sua resolucdo. Para a sua construcgdo, utilizamos [6], [7], [14], [16], [17], [18] e [19].

5.1 Caracterizacao

Aplicacdes frequentes da teoria dos grafos estdo relacionadas a grafos valorados. Seja
para verificacdo de custos em uma rede (de transportes, telefonia e outras) ou, em casos mais
corriqueiros, como o de verificar a menor distancia entre dois ou mais lugares que se quer ir,
o fato € que os grafos valorados podem representar diferentes situacdes para anélise e possivel
resolucdao de um problema de custo.

Como sugerimos no titulo deste capitulo, um destes problemas é o problema do menor
caminho (ou menor custo). Considerado o mais importante problema relacionado a caminhos
em grafos por sua ampla aplicabilidade em situacOes reais, em geral, ele caracteriza-se por
encontrar, entre elementos especificos de uma rede, uma rota de custo minimo. Claramente,
trata-se de um problema de otimizagao.

Uma rota de custo minimo € utilizada: por uma transportadora para verificacdo da menor
distancia entre cidades por desejar diminuir o dispéndio, sem deixar de oferecer o servico; por
uma empresa de Onibus que quer atender o maximo de bairros com uma tnica linha no menor
tempo possivel; ou, ainda, por um mochileiro que quer conhecer o maximo de cidades com
a menor quantidade de dinheiro. Enfim, quaisquer situagdes de rede, com custo de caminho
acumulével, pode ser interpretada sob a Gtica da teoria dos grafos como aplicagdo do problema
do menor caminho.

Neste trabalho, porém, trataremos de um caso especial deste problema: desejamos, nao
apenas encontrar um caminho de custo minimo entre os vértices de grafo, mas um caminho de

custo minimo que percorra todas as suas arestas.

29
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A vertente do problema ao qual nos referimos € associada ao Problema do Carteiro
Chinés (PCC) proposto pelo matemdtico chinés Kwan Mei-Ko, em 1962. O PCC consiste em
encontrar um percurso 6timo para a entrega de correspondéncias, isto é, obter um caminho
que se inicia e termina na estacdo de correios, depois que todas as ruas de uma cidade sejam
percorridas uma tnica vez ou o menor nimero de vezes possivel.

Em termos da Teoria dos Grafos, a resolu¢ao do Problema do Carteiro Chinés € um ciclo
fechado de peso minimo que abrange todas as arestas do grafo valorado que o contém.

Certamente, a caracterizagdo do problema do menor caminho realizada até aqui fez o
leitor lembrar-se de grafos eulerianos. No entanto, salientamos que, para que o problema tenha
resolucao, ndo, necessariamente, o grafo deve ser euleriano. Porém, consideramos esta condi¢ao
para apresentar os algoritmos de resolucgdo.

E indiscutivel que, se um grafo G é euleriano, segundo a Defini¢io 4.5, qualquer ciclo é
uma solug@o 6tima para o problema do menor caminho. Dai, basta que determinemos um ciclo
em G. Para fazé-lo, precisamos de um algoritmo de determinagao de ciclos.

Na secao seguinte, apresentaremos um algoritmo pertinente, considerado bom e simples,
para a resolucdo do problema em grafos eulerianos e algumas aplicagdes. Convém-nos lembrar
que os exemplos criados por nds sdo situagdes ideais, a nossa proposta de estudo, para ilustrar

o problema do menor caminho em grafos eulerianos.

5.2 Algoritmo de Fleury

O algoritmo de Fleury é um dos mais antigos para trilhas eulerianas. Este algoritmo é
atribuido ao francés M. Fleury, de quem se tem poucos dados, que o teria publicado em 1885.

Sua finalidade € encontrar um ciclo euleriano em um grafo euleriano.

5.2.1 Descricao

Passo 0. Verificar se o grafo GG possui todos os vértices pares.

Passo 1. Escolher um vértice arbitrario vy € V' (G) e o conjunto Ty = vy para ser a trilha
inicial.

Passo 2. Supor que T; = wvgaivias...a;v; tenha sido escolhida. Em seguida, escolher
uma aresta a;; de A — {ay, as,...,a;} de modo que: i) a aresta a;, seja incidente ao vértice
v;; 11) @ menos que ndo haja outro modo, a;,1 ndo seja uma ponte.

Em termos mais claros, a descricao geral do passo dois nos diz que, se uma aresta foi
visitada, ela ndo pode ser visitada novamente.

Passo 3. Repetir o passo 2 até que ndo possa ser implementado.
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A trilha construida é euleriana, por definicdo. !

5.2.2 Aplicacao

Exemplo 5.1. A pequena cidade de Alvejanca tem servigo de coleta de lixo semanal. Porém,
algumas de suas ruas ndo sdo visitadas porque, segundo a prefeitura, é necessdrio o corte de
gastos. Os moradores destas ruas sdo obrigados a deslocar-se até a mais proxima atendida
pelo servico. A associag¢do de moradores decidiu fazer um estudo sobre o percurso feito pelo
caminhdo e, assim, verificar se hd um percurso que atenda todas as ruas, mas sem custo

adicional ao cofre municipal.

Para resolver o problema, consideremos, por conveniéncia, as esquinas como vértices
e as arestas como as vias. Como queremos encontrar um percurso que atenda todas as ruas, o
peso de cada uma delas € desprezivel para o problema, por isso, colocamos cada uma com peso
1 (Figura 20). Vejamos agora o percurso que a prefeitura realiza, através do grafo associado ao
problema, com inicio e fim no vértice C' (garagem).

Destacaremos as rotas feitas com as flechas vermelhas, direcionadas, paralelas as arestas

do grafo associado ao problema.

Figura 20 - Passeio da Coleta de Lixo

Fonte: Arquivo pessoal.

O passeio realizado ¢ P, : C, D, G, A, F,A,B,D,E,G, A, B,C com peso 12. Note
que algumas das vias sdo visitadas duas vezes e outras nenhuma vez.

Mas, como o grafo associado ao problema € euleriano, podemos encontrar um ciclo de
custo minimo utilizando o algoritmo de Fleury e, assim, encontrar um percurso que atenda todas

as ruas com (' vértice inicial (Figura 21).

10 leitor interessado deve consultar Bondy e Murty (1979, p. 63) para mais detalhes.
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Figura 21 - Algoritmo de Fleury para a Coleta de Lixo

i) k) 1)

Fonte: Arquivo pessoal.
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Escolhemos a aresta que liga C' a B para ser a aresta inicial do passeio (Figura 20a),
nas implementagdes seguintes (Figura 21b-1), colocamos em prética o passo 2 e encontramos
o ciclo fechado de custo minimo dado por C : C, B, A,G,D,E,G,C, A, F, B, D,C (Figura
211). Observe que este percurso tem peso 12, como o realizado pela prefeitura, porém, atende a

todas as ruas. Logo, é um percurso melhor.

Exemplo 5.2. Marcilia é motorista voluntdria de um caminhdo que faz entrega de cestas
bdsicas a populacdo ribeirinha de diferentes municipios. Porém, nem todos os ribeirinhos
vivem em comunidade, e faz-se necessdrio que ela percorra todas as estradas para atendé-los,
pois ninguém deve ficar sem receber seus mantimentos. Ao fazer a rota, Marcilia percebe que
percorre as mesmas estrada algumas vezes e reflete sobre uma forma de fazer um percurso
melhor, isto é, ela quer encontrar uma rota que percorra todas as estradas em um tempo

minimo.

Marcilia tem que visitar sete municipios, interligados por nove estradas. Por con-
veniéncia, representamos 0s municipios como nds e as estradas como arestas. E, como o intuito
€ percorrer todos as arestas uma tUnica vez, partindo do municipio F', o peso € desprezivel e

colocamos o peso de cada aresta como 1. Agora, vejamos o grafo do problema (Figura 22).

Figura 22 - Municipios e Estradas

.

Fonte: Arquivo pessoal.

N
7

O grafo € euleriano e, portanto, o algoritmo pode ser implementado (Figura 23).
Destacaremos as rotas feitas com as flechas vermelhas, direcionadas, paralelas as arestas do
grafo associado ao problema.

Observe que, neste caso, devemos nos atentar as arestas que sao pontes. Na Figura 23e,
por exemplo, se escolh&ssemos a aresta C'F' como seguinte, o grafo teria duas componentes,

mas ha outras opc¢des de escolha para as arestas, entdo a fizemos.
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Figura 23 - Algoritmo de Fleury para a Entrega de Cestas Basicas.

D /\f
!, o F
& A

d) e) f)

h) g) i)

Fonte: Arquivo pessoal.

Portanto, encontramos um caminho P : F, G, A, B,G,C, D, E, C, I (Figura 23i) 6timo
para a entrega das cestas bdsicas, que atende a todos e tem custo minimo, pois nao ha repeti¢ao
de arestas.

Até o momento, lidamos com problemas que podem ser representados por gratos com
todos os vértices pares. E se nem todos os vértices forem pares?

Na préxima se¢do, veremos um algoritmo auxiliar do algoritmo de Fleury para uso
quando intentamos encontrar um caminho minimo em um grafo semieuleriano, isto €, grafos

com todos os vértices pares, a excecdo de exatamente dois.
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5.3 Algoritmo de Dijkstra

O teorema de Euler (Teorema 4.8) garante que s6 pode haver um ciclo euleriano se
todos os vértices de um grafo forem pares, no entanto, se hd exatamente dois vértices impares,
podemos encontrar um caminho minimo entre eles (Teorema 4.9) e este caminho sera utilizado
para fechar o passeio e, assim, formar um ciclo. Para encontrar esse caminho, utilizaremos o
algoritmo do holandés Edsger Wybe Dijkstra (1930-2002).

Dijkstra foi um cientista da computacao que fez valiosas contribuicdes para a drea de
linguagem da programacgdo, o que lhe rendeu o Prémio Turing, em 1972. Seu algoritmo
foi concebido para encontrar o caminho minimo entre um par especifico de nés de um grafo
valorado com grandezas ndo negativas, digrafo ou ndo. Apresentado em 1959, este algoritmo
¢ considerado até hoje, computacionalmente, o mais eficiente para encontrar o menor caminho
entre um vértice especifico e todos os outros.

Descreveremos agora este algoritmo e, em seguida, traremos mais informacgdes sobre

sua implementacao conciliada ao de Fleury.

5.3.1 Descricao

Passo 0. Verificar se o grafo GG € semieuleriano e identificar os seus dois vértices
impares. Seja vy um destes vértices, vy serd o vértice raiz da busca.

Passo 1. Atribuir a vy a estimativa de custo minimo 0 (custo de v, até ele mesmo) e aos
demais vértices a estimativa oo (para informar que o vértice ndo foi percorrido).

Passo 2. Enquanto houver vértices sobre os quais ndo foi obtido caminho de custo
minimo (chamados de vértices abertos):

1. Se u € um vértice aberto com o menor custo no meio dos abertos restantes, fechar u;

ii. Se w € um vértice aberto, sucessor de u, somar a estimativa de custo com o peso do
aresta que liga v a w. Se esta soma resultar em uma estimativa de custo inferior a vigente para
w, faga a substituicao e coloque © como anterior a w. Se nao houver aresta que ligue w e wu,

coloque a estimativa como oc.

Exemplo 5.3. Considere o grafo valorado abaixo. Vamos encontrar o menor caminho entre os

dois vértices impares.

Figura 24 - Um grafo valorado

Fonte: Arquivo pessoal.
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Utilizaremos uma quadro auxiliar na resolu¢do. Destacaremos em vermelho os vértices
fechados e, em azul, as arestas que compdem as estimativas de custo até 0 momento.

Observe que A e F' sdo os vértices impares deste grafo semieuleriano. Escolhamos A,
vértice de grau impar, para ser o vértice raiz da busca. Queremos encontrar o caminho de custo
minimo de A ao demais nds.

Inicialmente, atribuiamos a A o custo minimo 0 e aos demais vértices co. Como A € o
vértice aberto de menor custo, fechamo-lo e, no passo seguinte, o custo dos vértices adjacentes
a ele serdo analisados.

No passo 2, calculemos a estimativa de custo dos vértices adjacentes a A.

Observe que o vértice C' é o vértice com a menor estimativa de custo, logo deve ser
fechado e a estimativa de custo dos vértices adjacentes a ele, verificada.

D e F tem a mesma estimativa de custo, escolhemos D para ser fechado, mas po-
deriamos escolher F'. Analisemos a estimativa de custo dos vértices adjacentes a D.

Note que a estimativa de custo dos vértices analisados anteriormente, ndo adjacentes ao
vértice fechado por ultimo, continuam as mesmas.

No passo 4, I' € o vértice aberto com a menor estimativa. Fechemos F'. £ adjacente a
F' tem uma estimativa de custo 5, menor que a anterior, quando analisada sua adjacéncia a D.
Substituiamos, entdo, a estimativa de £ pela menor.

Restam dois vértices abertos. B é o aberto de menor custo, portanto, serd fechado.

Como os vértices adjacentes a ele estdo fechados, resta-nos fechar o vértice restante F.
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a)

b)

d)

e)

f)

Figura 25 - Algoritmo de Dijkstra

_ Vértice
A|lB|C|DI|E]|F
1 0 w | oo |oo | oo
o Vértice
AlB|C|DI|E|F
1 Do |oo| oo | oo | oo
4 | 2 |oo|eco| 3
Vértice
Passo
A|lB|C|DI|E|F
1 Do || oo | oo | o
2 4| 2 |oo|oo| 3
3 4 3 |oo| 3
Vértice
Passo
AlB|C|DI|E|F
1 0|0 || o |co| oo
2 4 | 2 |oo|oo| 3
3 4 3 |oo| 3
4 4 8|3
_ Vértice
Passo T8 C|D|E]|F
1 Q| oo | o0 | oo | oo | oo
2 4 | 2 |oo|oo| 3
3 4 3 |oo| 3
4 4 8 |3
5 4 5
Vértice
S0 8 ® |6 |0 [E | E
i O|loco | oo |loo | oo | oo
2 4 | 2 |oo (oo | 3
3 4 3 |oo| 3
4 4 3 | 5
5 4 5
6 5

Fonte: Arquivo pessoal.
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Em azul, temos o subgrafo de custo minimo, via algoritmo de Dijkstra, do vértice A aos
demais vértices.

Agora que encontramos o caminho de custo minimo de A até F', vamos utilizar uma
operacdo denominada duplicagdo de arestas para que, no grafo, possa ser implementado o

algoritmo de Fleury.
Definicao 5.4. Duplicar uma aresta significa repeti-la.

Exemplo 5.5. Abaixo, o grafo resultante da duplicacdo do caminho de custo minimo de A a F

no grafo da Figura 24.

Figura 26 - Duplicacdo de Aresta

Fonte: Arquivo pessoal.

Agora, o grafo tem todos os vértices pares, dai, para encontrar um ciclo nele, basta
utilizar Fleury.
Observe que o que Dijkstra faz € minimizar o custo para que certas arestas, necessarias

para o fechamento do caminho determinado por Fleury, sejam revisitadas.

5.3.2 Aplicacao

Exemplo 5.6. Emerson é mochileiro adepto ao cicloturismo. Depois de viajar diversos paises,
ele resolve conhecer cidades interioranas, mais que isso, visitar todos os pontos turisticos de
cada estrada que transitar. Para economizar dinheiro e energia, o melhor é que andarilhe uma

tinica vez por cada estrada ou o minimo de vezes possiveis.

As cidades que Emerson quer visitar sdao; Arauna (A), Betarana (B), Coratina (C),
Dorarana (D), Eucarina (E). Elas sdo interligadas por sete estradas. Vejamos o grafo associado

ao problema (Figura 27).
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Figura 27 - Cidades e Estradas

Dorarana

Arauna

Fonte: Arquivo pessoal.

Note que o grafo € semieuleriano e as cidades que t€m um nimero impar de arestas
incidentes sdo Arauna e Eucarina. Aplicaremos agora o Algoritmo de Dijkstra para encontrar
o caminho minimo entre elas. Destacaremos em vermelho os vértices fechados e, em azul, as

arestas que compdem as estimativas de custo até o0 momento.

Figura 28 - Algoritmo de Dijkstra nas Cidades e Estradas

a) b) c)
d) e)

Fonte: Arquivo pessoal.
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Duplicaremos agora as arestas que formam o caminho minimo entre Arauna e Eucarina (Figura

29), encontradas acima (Figura 28f).

Figura 29 - Cidades e Estradas com Arestas de Custo Minimo Duplicadas

Dorarana

Arauna

Fonte: Arquivo pessoal.

Com a aplicacdo do algoritmo de Fleury na Figura 29, construimos o passeio fechado
de menor caminho P : A, B,C, E,D,C E, A,C, B, A e o problema esta resolvido.



Capitulo 6
Consideracoes Finais

Ao longo deste trabalho, tencionamos descobrir a quais condi¢des um grafo deve atender
para que seja chamado grafo de Euler igalmente mostrar o modo como o problema de custo
minimo deve ser abordado nestes grafos. Para isto, expomos os conceitos fundamentais da
teoria dos grafos bem como os que caracterizam o nosso objeto de estudo, além de algoritmos
apropriados para a resolucao do problema do menor caminho em grafos eulerianos.

Por nossa pesquisa se caracterizar como exploratoria, servimo-nos da pesquisa bibli-
ografica para a obtencdo dos dados e da qualitativa para abordar a questio-diretriz, explicita-
mente: Quais sdo as condi¢des necessarias e/ou suficientes para que um grafo seja euleriano e
como encontrar um caminho minimo em grafos com estas condicdes?

A principio, verificamos que uma das condi¢des necessarias para que um grafo seja dito
de Euler € a existéncia de um caminho entre quaisquer dois de seus vértices, isto €, que o grafo
seja conexo. Se além de atender a conexidade em grafos, possuir todos os seus nés de grau par
ou, no maximo, dois vértices de grau impar, chamamos este grafo de euleriano.

No caso em que todos os vértices do grafo forem pares, existird uma sequéncia que
alterna vértices e arestas incidentes do grafo, que visita todas as suas arestas, cada uma, uma
Unica vez, cujo vértice inicial do percurso, escolhido arbitrariamente, coincide com o final. Esta
sequéncia recebe o nome de ciclo euleriano.

Se, porém, o grafo possuir exatamente dois vértices impares, ainda se pode visitar cada
uma das arestas do grafo uma unica vez por meio de uma sequéncia que alterna nds e arestas,
no entanto, os vértices inicial e final do percurso serao distintos e o percurso deverd ser iniciado
em um dos vértices impares, caso contrdrio, arestas serdo repetidas. Sequéncias que atendem
estas condi¢des sdo chamadas caminhos eulerianos.

Apesar de, por definicdo, um grafo ser chamado de euleriano somente quando possuir
um ciclo de Euler, admitimos chamar de eulerianos, grafos que contém um caminho euleriano,
pois acreditamos que o abuso de terminologia nao tenha acarretado problemas nem a construg¢ao

deste trabalho ou ao entendimento do leitor, tampouco esteja em contraste com a literatura
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visitada. Assim, assumimos que, para que um grafo conexo seja euleriano é necessario e
suficiente que possua todos os vértices pares ou, no maximo, dois vértices impares.

Quanto ao problema do menor caminho em um grafo euleriano, este se caracteriza por,
nao somente encontrar um caminho de custo minimo entre vértices, como também aquele
que percorra todas as arestas do grafo. Para encontrar este caminho, valemo-nos de dois
algoritmos, a saber o algoritmo de Fleury, utilizado para identificar um ciclo euleriano em um
grafo euleriano com todos os vértices pares e o algoritmo de Dijkstra, como algoritmo auxiliar,
a ser usado no caso em que o grafo de Euler possua exatamente dois vértices impares. O
algoritmo de Dijkstra encontra o caminho de menor custo entre os vértices impares, do qual as
arestas sao duplicadas. Neste processo, obtém-se um supergrafo do grafo inicial, no qual todos
os vértices sdo pares, dai, o algoritmo de Fleury pode ser implementado.

Na busca por responder a pergunta-diretriz que direcionou esta pesquisa, verificamos
que hd poucos trabalhos de cunho matemético que abordam diretamente a questao aqui tratada.
Acreditamos que este fato seja resquicio da heterogeneidade de aplicagdes que a teoria dos
grafos possui, por um lado fascinante, mas que por outro ndo permitiu ainda que se conseguisse
um corpo tedrico convencional a todas as dreas que a utilizam, o que dificulta trabalhos neste
sentido.

Sob este ponto de vista, confiamos que este trabalho pode contribuir significamente para
estudos iniciais sobre a teoria dos grafos e também sobre o problema do menor caminho em
grafos eulerianos por trazer elementos-chave para compreensdo destes. Acreditamos ainda que
esta monografia possa servir como base para a modelagem de alguns problemas aos quais a
teoria aqui tratada se aplique, o que pode provocar o aparecimento de novos trabalhos na érea,
que encorparao os estudos acerca da teoria dos grafos.

Nesta investigacao suscitou-nos dois questionamentos, a saber: Em posse do algoritmo
de Dijkstra posso tornar euleriano qualquer grafo e, posteriormente, implementar o algoritmo
de Fleury para encontrar um caminho minimo que percorra todas as arestas? Quais as condi¢des
necessdrias para que determinar um isomorfismo entre dois grafos? Este ultimo questionamento
nao possui relacao direta com o nosso principal objeto de estudo, no entanto, apds encontrar esta
incognita, estamos a refletir sobre ela.

Quanto as recomendagdes ao leitor que pretende estudar grafos, aconselharemos o que
nos foi ttil no decorrer desta pesquisa. Primeiro: ndo se apegar a geometria de representacao
de grafos. Embora facilite a compreensdo dos problemas, a principio, a medida que vocé
se aprofundar na teoria, descobrird que este ndo ¢ um bom caminho. Segundo: Busque
diferentes autores para se embasar, mas nio se perca nas notacdes. De fato, existem notacdes
convencionais, mas muitos autores ndo as seguem fielmente, o que pode dificultar o estudo.
N3ao desanime por isto. Terceiro: Escreva suas proprias defini¢cdes - devidamente embasadas,

¢ claro! - dos termos da teoria dos grafos, isto facilita a compreensao delas e te dar uma fonte
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acessivel para esclarecer eventuais dividas. Por fim: conheca, ainda que superficialmente,
a vasta aplicacdo de grafos, isto vai ajudar a desenhar novos questionamentos € modos de
soluciona-los com os conceitos da teoria.

Ou talvez estes questionamentos ndo obtenham resposta, ou melhor, induzam a novos

questionamentos. Mas quem sabe esta incerteza seja, de fato, a beleza de se estudar Matematica.
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