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Resumo

Neste trabalho, apresenta-se um dos resultados mais relevantes da Álgebra Linear, o
Teorema Espectral. Este teorema nos diz que existe uma base de V , em que V é um
espaço vetorial real de dimensão �nita, tal que certos operadores lineares T : V → V
possuem a matriz em relação a esta base da forma mais simples possível, a matriz
diagonal. Existem casos dos operadores unitários, operadores normais e operadores
compactos auto-adjuntos em espaços de Hilbert, que possuem esta propriedade, mas
daremos ênfase apenas aos operadores auto-adjuntos. Quando é possível determinar
essa base, dizemos que o operador linear T é diagonalizável. Assim, o Teorema
Espectral nos diz que todo operador linear auto-adjunto é diagonalizável, ou seja,
a matriz que o representa é uma matriz diagonal e ainda mais, os elementos da
diagonal principal são os autovalores associados ao operador. O principal objetivo
desse trabalho é apresentar e demonstrar o Teorema Espectral e trazer exemplos
e aplicações dele. Para isso, abordaremos os seguintes assuntos: operadores auto-
adjuntos, autovalores e autovetores e operadores diagonalizáveis.

Palavras-chaves: Autovetores e Autovalores. Operadores Diagonalizá-

veis. Operadores Auto-adjuntos. Teorema Espectral.



Abstract

In this work, we present one of the most relevant results of Linear Algebra, the
Spectral Theorem. This Theorem tells us that there exists a basis of V , where V is
a real vector space of �nite dimension such that certain linear operators T : V → V
have that matrix with respect to this base of the simplest possible form, the dia-
gonal matrix. There are cases of unit operators, normal operators and self-adjoint
compact operators in Hilbert spaces, which have this property, but we will empha-
size only the self-adjoint operators. When it's possible to determine this basis, we
say that the linear operator T is diagonalizable. Thus, the Spectral theorem tells
us that every self-adjoint linear operator is diagonalizable, that is, the matrix that
represents it is a diagonal matrix and still more, the elements of the main diagonal
are the eigenvalues associated with the operator. The main objective of this work
is to present and demonstrate the Spectral Theorem and to bring examples and ap-
plications of it. For this, we will cover the following subjects: self-adjoint operators,
eigenvalues and eigenvectors and diagonalizable operators.

Keywords: Eigenvectors and Eigenvalues, Diagonalizable Operators, Self-

Adjoint Operators, Spectral Theorem.
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1
Introdução

A Álgebra Linear é uma teoria cujo principal objeto de estudo são os espaços
vetoriais de dimensão �nita. Encontrar uma base adequada de um espaço vetorial
para solucionar determinados problemas nem sempre é algo simples. O Teorema
Espectral vem nesta direção e é um resultado de grande importância por garan-
tir a existência de uma base ortonormal de autovetores para operadores unitários,
operadores normais e operadores compactos auto-adjuntos em espaços de Hilbert.
Equivalentemente, o operador linear é diagonalizável, o que facilita bastante os cál-
culos.

Este trabalho tem como principal objetivo enunciar e demonstrar o Teorema
Espectral e apresentar sua aplicabilidade na teoria de operadores diagonalizáveis.
A importância desse resultado está no fato de se poder encontrar uma base de au-
tovetores, apresentando com isso uma melhor forma de representa esses operadores
matricialmente.

Para cumprir com este objetivo, vamos desenvolver o aparato teórico, explorando
alguns resultados sobre operadores lineares, autovalores e autovetores, espaços ve-
toriais com produto interno e base ortonormal.

O trabalho se baseou em pesquisas bibliográ�cas, buscando trabalhos acadêmi-
cos e livros que abordam esse assunto. A metodologia usada foi dada por estudos
técnicos desses trabalhos, onde desmembramos demonstrações, contas e exemplos
que foram de suma importância para o entendimento do tema, a �m de deixar
simples tal estudo.



2
Espaço com Produto Interno

Neste capítulo, apresentaremos a teoria de espaços vetoriais com produto interno,
trazendo suas principais propriedades e resultados. Essa noção de produto interno
nos permite de�nir e generalizar vários conceitos de caráter geométrico vistos em
R2 e em R3, como por exemplo: ângulos entre vetores, distância e ortogonalidade.
Veremos que todo espaço vetorial real de dimensão �nita admite uma base ortor-
normal, este resultado é bastante importante quando aprofundarmos nossos estudos
em operadores lineares.

Daqui em diante, trabalharemos apenas com espaços vetoriais de dimensão �nita
sobre o corpo dos números reais, salvo menção contrária.

É importante que nesse capítulo o leitor tenha cohecimentos de espaços vetoriais
e suas propriedades como também noções de dependência e independência linear en-
tre vetores. Uma bibliogra�a que pode ser consultada para lembrar desses conceitos
é [1], capítulo 4.

De�nição 2.1 Seja V um espaço vetorial. Um produto interno em V é uma função
que, a cada par de vetores v1, v2 ∈ V , associa um número real, denotado por 〈v1, v2〉,
satisfazendo as seguintes propriedades:

i) 〈v, v〉 ≥ 0 para todo vetor v ∈ V e 〈v, v〉 = 0 se, e somente se, v = 0;

ii) 〈αv1, v2〉 = α〈v1, v2〉 para todo real α;

iii) 〈v1 + v2, v3〉 = 〈v1, v3〉+ 〈v2, v3〉 para todos os vetores v1, v2, v3 ∈ V ;

iv) 〈v1, v2〉 = 〈v2, v1〉 para todos v1, v2 ∈ V .

Veja a seguir alguns exemplos de espaços vetoriais com produto interno.

Exemplo 2.2 Considere V = Rn. Para v = (x1, x2, . . . , xn) e u = (y1, y2, . . . , yn),
de�nimos a função 〈 , 〉 como

〈v, u〉 = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.
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A�rmamos que a função 〈 , 〉 é um produto interno em Rn. De fato, note que

〈v, v〉 = x21 + x22 + · · ·+ x2n ≥ 0,

〈v, v〉 = x21 + x2 + · · ·+ x2n = 0⇐⇒ x1 = · · · = xn = 0⇐⇒ v = 0

e que

〈v, u〉 = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn = y1x1 + y2x2 + · · ·+ ynxn = 〈u, v〉.

Com isso, as condições i) e iv) são satisfeitas. Seja w = (z1, z2, · · · , zn), então

〈v + u,w〉 = (x1 + y1)z1 + (x2 + y2)z2 + · · ·+ (xn + yn)zn
= (x1z1 + x2z2 + · · ·+ xnzn) + (y1z1 + y2z2 + · · ·+ ynzn)
= 〈v, w〉+ 〈u,w〉.

Agora, tomando um número real α qualquer, temos

〈αv, u〉 = (αx1)y1 + (αx2)y2 + · · ·+ (αxn)yn = α(x1y1 + x2y2 · · ·+ xnyn) = α〈v, u〉.

Com isso, mostramos que as condições ii) e iii) também são satisfeitas. Portanto,
〈 , 〉 de�ne um produto interno em Rn. Esta função é chamada de produto interno
(ou escalar) usual em Rn, generalizando o produto escalar de R2 e de R3.

Exemplo 2.3 Sejam p1(x) e p2(x) vetores em P2(R), conjunto dos polinômios reais
de grau menor ou igual a 2, de�nidos por p1(x) = b1 + b2x + b3x

2 e p2(x) = c1 +
c2x+ c3x

2. A função de�nida por

〈p1, p2〉 = b1c1 + b2c2 + b3c3,

de�ne um produto interno em P2(R), pois se trata de um isomor�smo de espaços
vetoriais

T : P2(R)→ R3

b1 + b2x+ b3x
2 7→ (b1, b2, b3).

Exemplo 2.4 Seja V o conjunto das funções contínuas no intervalo [0, 1]. Dados
f1, f2 ∈ V , de�nimos

〈f1, f2〉 =

∫ 1

0

f1(x)f2(x)dx.

É possível mostrar(provar) que 〈 , 〉 de�ne um produto interno em V .

A seguir, de�niremos a ortogonalidade entre dois vetores.

De�nição 2.5 Seja V um espaço vetorial com produto interno 〈 , 〉. Diz-se que dois
vetores v e w de V são ortogonais (em relação a este produto interno) se 〈v, w〉 = 0.
No caso em que v e w são ortogonais, escrevemos v ⊥ w.
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Lema 2.6 As seguintes propriedades são satisfeita:

i) 0 ⊥ v para todo v ∈ V ;

ii) v ⊥ w implica que w ⊥ v;

iii) Se v ⊥ w para todo w ∈ V , então v = 0;

iv) Se v1 ⊥ w e v2 ⊥ w, então (v1 + v2) ⊥ w;

v) Se v ⊥ w e λ é um escalar, λv ⊥ w.

Demonstração: i) Como vetor nulo = 0 · v, então 〈0, v〉 = 〈0 · v, v〉 = 0〈v, v〉 = 0.
ii) Segue do fato de 〈v, w〉 = 〈w, v〉. iii) Se v ⊥ w para todo w ∈ V , em particular
para w = v ∈ V , então 0 = 〈v, v〉, e pela primeira condição de produto interno (veja
a De�nição 2.1), temos que v = 0. iv) O fato de 〈v1 + v2, w〉 = 〈v1, w〉 + 〈v2, w〉
mostra essa propriedade. v) Como 〈λv, w〉 = λ〈v, w〉, a propriedade �ca provada. �

Exemplo 2.7 Seja V o espaço das funções contínuas no intervalo [0, 1], munido
do produto interno 〈 , 〉 conforme Exemplo 2.4. Temos que os polinômios f1(x) =
4ux3 + 3vx2 + t e f2(x) = 1 para todo x ∈ [0, 1] são ortogonais em V , quando
u+ v + t = 0. De fato,∫ 1

0

f1(x)f2(x)dx =

∫ 1

0

(4ux3 + 3vx2 + t)dx = u+ v + t = 0.

Portanto, f1 e f2 são ortogonais em V . �

A proposição a seguir estabelece uma relação entre ortogonalidade e indepen-
dência linear.

Proposição 2.8 Seja {v1, v2, . . . , vn} ⊂ V um conjunto de vetores não nulos e dois
a dois ortogonais num espaço vetorial V , isto é, 〈vi, vj〉 = 0 para i 6= j. Então, o
conjunto {v1, v2, . . . , vn} é linearmente independente.

Demonstração: Suponha que a1v1 + a2v2 + · · · + anvn = 0, com ai′s ∈ R. Vamos
mostrar que ai = 0 para i = 1, 2, · · · , n. Para isso, temos que

〈a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn, vi〉 = 〈0, vi〉 = 0.

Como os ai′s são constantes, pela de�nição de produto interno, tem-se

a1〈v1, vi〉+ a2〈v2, vi〉+ · · ·+ ai〈vi, vi〉+ · · ·+ an〈vn, vi〉 = 0.

Como por hipótese, 〈vi, vj〉 = 0 quando i 6= j, temos que ai〈vi, vi〉 = 0. Desde que
〈vi, vi〉 6= 0, dado que vi 6= 0, tem-se ai = 0 para i = 1, . . . , n. Portanto, mostramos
que o conjunto {v1, v2, · · · , vn} é linearmente independente. �
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De�nição 2.9 Dizemos que uma base {v1, · · · , vn} de um espaço vetorial V é uma
base ortogonal se 〈vi, vj〉 = 0 para i 6= j, isto é, se os vetores da base são dois a dois
ortogonais.

Exemplo 2.10 As bases {(1, 1), (1,−1)} ⊂ R2 e {(1,−1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0)} ⊂
R3, em relação ao produto interno usual, visto no Exemplo 2.2, são bases ortogonais
de R2 e R3, respectivamente.

2.1 Norma Proveniente de um Produto Interno

A norma em um espaço vetorial V nos dá uma noção de comprimento de um
vetor, de distância entre vetores e nos possibilita dar um signi�cado de proximidade
entre dois vetores. Através do conceito de norma, veremos quando um vetor é con-
siderado unitário e de�niremos bases ortonormais, estas bases que são fundamentais
para o desenvolvimento do trabalho.

De�nição 2.11 Seja V um espaço vetorial. Uma norma em V é uma função dada
por ‖ · ‖ : V → R+ que satisfaz:

i) ‖v‖ = 0⇔ v = 0;

ii) ‖λv‖ = |λ|‖v‖ para todo λ ∈ R e todo v ∈ V ;

iii) ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ para quaisquer v, w ∈ V (Desigualdade Triangular).

Um espaço vetorial munido de uma norma ‖ · ‖ é chamado de espaco vetorial nor-
mado.

Exemplo 2.12 Seja V = Rn. São exemplos de normas em V as seguintes funções
‖u‖ =

√
y21 + · · ·+ y2n, ‖u‖M = max{|y1|, · · · , |yn|}, e ‖u‖S = |y1|+ · · ·+ |yn|, e são

chamadas de norma euclidina, norma do máximo e norma da soma, respectivamente,
com u = (y1, · · · , yn) ∈ Rn.

No próximo exemplo, traremos uma norma que é proveniente do produto interno.

Exemplo 2.13 Seja V um espaço vetorial com produto interno 〈 , 〉. Então, a
partir deste produto interno, V recebe naturalmente a estrutura de espaço normado.
Em outras palavras, se ‖ · ‖ : V → R+ for uma função de�nida por

‖v‖ =
√
〈v, v〉,

então, ‖ · ‖ satisfaz as seguintes propriedades
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i) ‖v‖ ≥ 0 e ‖v‖ = 0 se, e somente se v = 0;

ii) ‖αv‖ = |α|‖v‖ para todo α ∈ R e todo v ∈ V ;

iii) |〈v, w〉| ≤ ‖v‖‖w‖ (Desigualdade de Cauchy-Schwartz), para todo v, w ∈ V

iv) ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ para quaisquer v, w ∈ V .

Em particular, ‖ · ‖ é uma norma, chamada norma proveniente do produto interno
〈 , 〉.

Note que, a condição i) segue de imediato da de�nição de produto interno, tem-se
‖v‖ ≥ 0 e, além disso,

‖v‖ = 0⇔
√
〈v, v〉 = 0⇔ 〈v, v〉 = 0⇔ v = 0.

Em ii) temos que ‖αv‖ =
√
〈αv, αv〉 =

√
α2〈v, v〉 = |α|

√
〈v, v〉 = |α|‖v‖. Para

provar iii), desigualdade de Cauchy-Schwartz, veja que ela é verdadeira quando
w = 0. Agora, supondo que w 6= 0 e tomando α ∈ R um número qualquer, sempre
vale que ‖v + αw‖2 ≥ 0. Assim, temos

0 ≤ ‖v + αw‖2 = 〈v + αw, v + αw〉
= 〈v, v〉+ 2〈v, αw〉+ α2〈w,w〉
= α2‖w‖2 + 2α〈v, w〉+ ‖v‖2.

Desse modo, como ‖w‖2 > 0, obtemos uma equação do segundo grau que é sempre
não negativa. Logo, o seu discriminante ∆ deve ser negativo ou nulo. Assim,

∆ = 4〈v, w〉2 − 4‖v‖2‖w‖2 ≤ 0,

ou, equivalentemente,
|〈v, w〉| ≤ ‖v‖‖w‖.

Por �m, usando a desigualdade de Cauchy- Schwartz, mostraremos a quarta condi-
ção. Tem-se

‖v + w‖2 = 〈v + w, v + w〉 = 〈v, v〉+ 2〈v, w〉+ 〈w,w〉
≤ 〈v, v〉+ 2|〈v, w〉|+ 〈w,w〉
≤ ‖v‖2 + 2‖v‖‖w‖+ ‖w‖2
= (‖v‖+ ‖w‖)2,

que, tomando a raiz quadrada, prova-se a desigualdade. �

Se ‖v‖ = 1, v é chamado de vetor unitário. Dado qualquer vetor v ∈ V com

v 6= 0, normalizar v signi�ca considerar no lugar de v o vetor unitário u =
v

‖v‖
.

Exemplo 2.14 Sejam V = R3, com v = (x1, x2, x3) ∈ R3 e ‖v‖ =
√
〈v, v〉 =√

x21 + x22 + x23. Vamos normalizar o vetor v = (1, 2, 1). Para isso, tomamos o

vetor u =
v

‖v‖
=

(1, 2, 1)√
12 + 22 + 12

= (
1√
6
,

2√
6
,

1√
6

).



14 2.1. Norma Proveniente de um Produto Interno

A seguir, vamos caracterizar um tipo de base que, em geral, é mais conveniente
quando se trabalha com espaços vetoriais com produto interno, pois as coordenadas
de um vetor nessa base são dadas em relação a este produto.

A partir de agora, quando mencionarmos que um espaço vetorial V possui pro-
duto interno, consideraremos em V a norma proveniente deste produto interno.

De�nição 2.15 Seja V um espaço vetorial com produto interno. Diz-se que uma
base β = {v1, . . . , vn} de V é ortonormal se for ortogonal e cada vetor for unitário,
isto é,

〈vi, vj〉 =

{
0 i 6= j;
1 i = j.

. (2.1)

Observe que se tivermos uma base ortonormal {v1, . . . , vn}, os coe�cientes xi de
um vetor w = x1v1 + · · ·+ xnvn são dadas por

xi =
〈w, vi〉
〈vi, vi〉

= 〈w, vi〉.

De fato pois como i = j, 〈vi, vi〉 = 1, então xi = 〈w, vi〉.

Exemplo 2.16 Seja V = R2, 〈 , 〉 o produto interno usual e β = {e1 = (1, 0), e2 =
(0, 1)} a base canônica de R2. Veja que β é uma base ortonormal. Temos x1 = 〈v, e1〉
e x2 = 〈v, e2〉.

Existe um processo que, a partir de uma base qualquer de um espaço vetorial
pode-se obter uma base ortonormal. Esse processo é chamado de processo de orto-
gonalização de Gram-Schmidt.

Teorema 2.17 (Processo de Ortogonalização de Gram-Schmidt) Todo espaço veto-
rial munido de produto interno possui uma base ortonormal.

Demonstração: A demonstração desse teorema pode ser encontrada em [2], página
174.



3
Operadores Lineares

Neste capítulo, vamos introduzir os operadores lineares, mais especi�cadamene
os operadores adjuntos e auto-adjuntos. Para isso, usaremos como principais re-
ferências [1], [4] e [6]. Falaremos também de autovalores e autovetores, conceitos
muito importantes para o entendendimento deste trabalho.

Traremos sempre que possível exemplos da teoria abordada de forma a facilitar
o entendimento do leitor.

3.1 Adjunta de uma Aplicação Linear

Antes de apresentarmos o conceito de operador auto-adjunto, vamos de�nir a
adjunta de uma transformação linear. Para isso, sejam V e F espaços vetoriais com
produto interno que, por abuso de notação denotaremos ambos por 〈 , 〉 e T : V → F
uma transformação linear. É possível mostrar que, �xado w ∈ F , existe um único
vetor uw ∈ V tal que

〈Tv, w〉 = 〈v, uw〉, ∀v ∈ V.

A demonstração desse resultado pode ser encontrada no Teorema 2.1 em [4], página
262. A unicidade de uw segue do fato de, se existir rw ∈ V com a mesma propriedade
de uw, então 〈v, rw〉 = 〈Tv, w〉 = 〈v, uw〉 para todo v ∈ V . Isso implica que

〈v, rw − uw〉 = 0, ∀v ∈ V.

Tomando v = rw − uw, segue que rw = uw pela de�nição de produto interno.

Com a existência e a unicidade de uw, �ca bem de�nida a aplicação
T ∗ : F → V dada por T ∗w = uw. Note que

〈Tv, w〉 = 〈v, T ∗w〉 ∀v ∈ V, ∀w ∈ F.

Chamamos T ∗ de adjunta de T . Quando V = F , chamamos também de operador
adjunto de T .
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Lema 3.1 Sejam V e F espaços vetoriais com produto interno e T : V → F uma
transformação linear. Então, a adjunta de T , T ∗, é linear.

Demonstração: Sejam x ∈ V , y , z ∈ F e λ ∈ R.

Então,
〈x, T ∗(y + λz)〉 = 〈Tx, y + λz〉 = 〈Tx, y〉+ λ〈Tx, z)〉

= 〈x, T ∗y〉+ 〈x, λT ∗z〉.
Dessa forma,

〈x, T ∗(y + λz)− T ∗y − λT ∗z〉 = 0.

Tomando x = T ∗(y + λz)− T ∗y − λT ∗z, concluímos que

‖T ∗(y + λz)− T ∗y − λT ∗z‖ = 0

ou seja, T ∗(y + λz) = T ∗y + λT ∗z

Exemplo 3.2 Seja T : R3 → R3 de�nido por T (x, y, z) = (3x+ y, z, x). Queremos
determinar a adjunta de T . Note que

〈(a, b, c), T (x, y, z)〉 = 〈(a, b, c), (3x+ y, z, x)〉
= 3xa+ ay + bz + cx
= x(3a+ c) + ya+ zb
= 〈(x, y, z), (3a+ c, a, b)〉.

Pela de�nição de adjunta de T e como (a, b, c) é um vetor genérico, temos que
T ∗(x, y, z) = (3x+ z, x, y).

Exemplo 3.3 Seja T o operador linear em R2 de�nido por T (x, y) = (2x− 2y, x+
3y), (x, y) ∈ R2. Encontraremos T ∗.

〈(a, b), T (x, y)〉 = 〈(a, b), (2x− 2y, x+ 3y)〉
= 2xa− 2ya+ bx+ 3yb
= x(2a+ b) + y(−2a+ 3b)
= 〈(x, y), (2a+ b,−2a+ 3b)〉.

Como (a, b) é um vetor genérico, temos que T ∗(x, y) = (2x+ y,−2x+ 3y).
Observemos que a matriz associada a T em relação à base canônica de R2 é

A =

[
2 −2
1 3

]
e veja também que a matriz da adjunta de T é a matriz transposta de T , isto é,
AT = A∗, sendo

A∗ =

[
2 1
−2 3

]
.

Logo, T ∗(x, y) = (2x + y,−2x + 3y) é a adjunta de T , observe que ela também é a
transposta conjugada do operador T .
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3.2 Operadores Auto-Adjuntos

Nesta seção, de�niremos o principal operador que será discutido nesse trabalho,
o operador auto-adjunto.

Seja V um espaço vetorial de dimensão �nita munido de produto interno. Vimos
que para cada operador linear T : V → V , existe um único operador linear T ∗ : V →
V tal que 〈Tw, v〉=〈w, T ∗v〉 para quaisquer v, w ∈ V .

O operador linear T ∗ é chamado de operador adjunto de T . Quando T=T ∗, ou
seja, quando 〈Tw, v〉 = 〈w, Tv〉, dizemos que T é um operador auto-adjunto para
quaisquer w, v ∈ V .

Exemplo 3.4 Sejam R2, munido com o produto interno usual, e A,B: R2 → R2

operadores lineares de�nidos por A(x, y) = (x,−y) e B(x, y) = (y, x). Para quais-
quer (a, b), (x, y) ∈ R2, temos que

〈(a, b), A(x, y)〉 = 〈(a, b), (x,−y)〉 = ax− by = 〈(a,−b), (x, y)〉.

Pela de�nição de adjunta de A, temos que A∗(a, b) = (a,−b). Como (a, b) é um
vetor genérico, segue que A∗ = A. Portanto, A é um operador auto-adjunto. De
forma análoga mostramos que B também é auto-adjunto.

Exemplo 3.5 Sejam V um espaço vetorial com produto interno 〈 , 〉 e T : V → V
um operador linear de�nido por T (u) = 〈v, u〉v, sendo v um vetor �xado. Vamos
mostrar que T é auto-adjunto. De fato, para quaisquer u,w ∈ V , tem-se

〈w, T (u)〉 = 〈w, 〈v, u〉v〉 = 〈v, u〉〈w, v〉 = 〈〈w, v〉v, u〉 = 〈T (w), u〉.

Portanto, T ∗ = T , ou seja, T é auto-adjunto.

O lema seguinte nos fornece uma maneira de determinar a matriz de um operador
linear, relativo a uma base ortonormal do espaço vetorial V .

Lema 3.6 Seja β = {v1, v2, · · · , vn} uma base ortonormal de V . Se A = [aij]n×n é
a matriz que representa um operador T : V → V , com relação à base α, ou seja,
A = [T ]α, então

aij = 〈T (vj), vi〉, para todos i, j, com 1 ≤ i, j ≤ n.

Demonstração: Começamos a demonstração lembrando que a base dada segue o
parâmetro de uma base ortonormal, ou seja,

〈vi, vj〉 =

{
0 i 6= j,
1 i = j.

Temos que, T (vj) =
∑n

k=1 akjvk com k = 1, · · · , n. Fazendo o produto interno por
vi em ambos os lados da igualdade, temos

〈Tvj, vi〉 =
n∑
k=1

akj〈vk, vi〉 = aij〈vi, vi〉 = aij.
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uma vez que a base β é ortonormal, ou seja, os seus vetores são unitários e dois a
dois ortogonais.

O resultado a seguir mostra como podemos obter T ∗ a partir de uma represen-
tação matricial de T .

Proposição 3.7 Para toda base ortonormal α de V e para todo operador linear T
de�nido em V , temos que

[T ∗]α = ([T ]α)t.

Demonstração: Considere as matrizes [T ]α = [aij]n×n e [T ∗]α = [bij]n×n. Pelo
Lema 3.6, aij = 〈T (vj), vi〉 e bij = 〈T ∗(vj), vi〉 com 1 ≤ i, j ≤ n. Logo, pela de�nição
de adjunta,

bij = 〈T ∗(vj), vi〉 = 〈vi, T ∗(vj)〉 = 〈T (vi), vj〉 = aji

para 1 ≤ i, j ≤ n, provando o resultado.

Pela Proposição 3.7, observamos que T é um operador auto-adjunto se,e somente
se, para alguma base ortonormal α de V temos

[T ]α = ([T ]α)t.

Assim, T : V → V é auto-adjunto se, e somente se, [T ]α é uma matriz simétrica.
Observamos que o fato de um operador ser auto-adjunto não depende da base orto-
normal escolhida. Portanto, se [T ∗]α for uma matriz simétrica em uma determinada
base ortonormal α, então [T ∗]β será também simétrica para qualquer outra base
ortonormal β.

O exemplo seguinte traz as matrizes associadas aos operadores lineares auto-
adjuntos do Exemplo 3.4. Veja que elas são matrizes simétricas.

Exemplo 3.8 As matrizes dos operadores A e B do Exemplo 3.4 na base canônica
de R2 são, respectivamente,

A =

[
1 0
0 −1

]
e B =

[
0 1
1 0

]
.

Como a base canônica é ortogonal, podíamos concluir daqui que A e B são auto-
adjuntos.

Exemplo 3.9 Sejam S, T : R3 → R3 operadores lineares munidos do produto in-
terno usual de�nidos por S(x, y, z) = (x − 2y,−2x + 4y − 5z,−5y) e T (x, y, z) =
(x+ 2y + 3z, 2x− y, 3x− 2z). Temos que S e T são operadores auto-adjuntos, pois
as matrizes associadas a esses operadores na base canônica são simétricas.

S =

 1 −2 0
−2 4 −5

0 −5 0

 e T =

 1 2 3
2 −1 0
3 0 −2

 .
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3.3 Autovalores e Autovetores

Seja T : V → V um operador linear. Se existirem v ∈ V , v 6= 0, e λ ∈ R, tais
que Tv = λv, λ será chamado de autovalor de T e v de autovetor de T associado
ao autovalor λ.

É possível mostrar que se v é um autovetor de um operador T associado a um
autovalor λ, qualquer múltiplo v, ou seja, w = αv com α ∈ R, é também um
autovetor de T associado a λ, do mesmo modo a soma de autovetores também é
um autovetor. Desse modo, o conjunto Vλ = {v ∈ V ;T (v) = λv}, é um subespaço
vetorial de V , denominado autoespaço de T associado a λ. Veja que Vλ é formado
pelo vetor nulo de V e por todos os autovetores de T associado a λ.

Exemplo 3.10 Seja T : R2 → R2 o operador linear dado por T (x, y) = (5x −
y, 3x + y). Queremos determinar λ ∈ R e v = (x, y) ∈ R2, não nulo, tais que
T (x, y) = λ(x, y), ou seja, tais que (5x− y, 3x+ y) = λ(x, y). Temos{

5x− y = λx,
3x+ y = λy.

(3.1)

Da primeira equação do sistema (3.1), temos y = 5x− λx. Substituindo este valor
de y na segunda equação do sistema, temos x(λ2 − 6λ + 8) = 0, que é satisfeita se
x = 0 ou se λ2 − 6λ + 8 = 0. Veja que, se x = 0, então y = 0. Como queremos
v = (x, y) 6= 0, segue que λ2 − 6λ+ 8 = 0. Portanto, os autovalores de T são λ = 2
e λ = 4. Vamos agora calcular os autovetores de T associados a λ = 2. De (3.1),
obtemos o sistema {

5x− y = 2x,
3x+ y = 2y,

(3.2)

que equivale à equação 3x− y = 0, cujo conjunto solução é dado por (x, 3x), x ∈ R.
Assim, os autovetores de T associado a λ = 2 são os vetores da forma (x, 3x),
em que x ∈ R, x 6= 0. Para calcularmos os autovetores de T associados a λ = 4,
devemos resolver o sistema {

5x− y = 4x,
3x+ y = 4y,

(3.3)

que é o mesmo que resolver a equação x− y = 0, cujo conjunto solução é dado por
(x, x), x ∈ R. Logo, os autovetores de T associados a λ = 4 são os vetores da forma
(x, x), em que x ∈ R, x 6= 0.

Exemplo 3.11 Seja T : R2 → R2 o operador linear dado por T (x, y) = (−2y, x).
se λ ∈ R e v = (x, y) ∈ R2, v 6= 0, são tais que T (x, y) = λ(x, y), então (−2y, x) =
λ(x, y). Desse modo, {

−2y = λx,
x = λy,

(3.4)

que obtemos a equação (λ2 + 2)y = 0. Como λ ∈ R, então y = 0. No entanto, se
y = 0, pela segunda equação do sistema 3.4, temos x = 0. Como v = (x, y) é não
nulo, isso não pode ocorrer. Portanto, T não admite autovalores e nem autovetores.
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O exemplo acima nos mostra que nem todo operador linear possui autovalores
e autovetores.

Veremos na próxima proposição que autovetores associados a autovalores distin-
tos são Linearmente Independentes.

Proposição 3.12 Seja T : V → V um operador linear e seja λ1, λ2, . . . , λr auto-
valores distintos de T . Se v1, v2, . . . , vr são autovetores associados aos autovalores
λ1, λ2, . . . , λr, respectivamente, então {v1, v2, . . . , vr} é Linearmente Independente.

Demonstração: Provaremos usando indução sobre r. Note que o resultado é válido
para r = 1, pois se T : V → V é um operador linear com autovalor λ1 e se v1 é um
autovetor de T associado a λ1, então {v1} é linearmente independente, pois v1 6= 0.
Vamos supor agora que o resultado é válido para r − 1 e vamos prová-lo para r,
r ≥ 2. Para isso, considere a equação

a1v1 + a2v2 + · · ·+ arvr = 0, (3.5)

onde a1, a2, . . . , ar são números reais. Aplicando T em (3.5) , obtemos

a1(λ1v1) + a2(λ2v2) + · · ·+ ar(λrvr) = 0, (3.6)

já que T (vj) = λjvj, para todo 1 ≤ j ≤ r. Por outro lado, T possui pelo menos um
autovalor não nulo, digamos λr 6= 0. Multiplicando ambos os lados da equação (3.5)
por λr, obtemos

a1(λrv1) + a2(λrv2) + · · ·+ ar(λrvr) = 0. (3.7)

De (3.6) e (3.7),

a1(λ1 − λr)v1 + a2(λ2 − λr)v2 + · · ·+ ar−1(λr−1 − λr)vr−1 = 0. (3.8)

Pela hipótese de indução,{v1, v2, . . . , vr} é Linearmente Independente. Portanto, de
(3.8), segue que

aj(λj − λr) = 0 , para todo 1 ≤ j ≤ r − 1. (3.9)

Como por hipótese os autovalores λ1, λ2, . . . , λr são todos distintos, de (3.9) obtemos
que aj = 0 para todo 1 ≤ j ≤ r−1. Substituindo esses valores em (3.6), concluímos
que ar = 0, já que vr 6= 0. Portanto, {v1, v2, . . . , vr} é Linearmente Independente.

Corolário 3.13 Seja T : V → V um operador linear. Se dimV = n e T possui
n autovalores distintos, então V possui uma base formada por autovetores de T ,
consideremos G como vetor gerador.

Demonstração: Pela Proposição 3.12, autovetores associados a autovalores dis-
tintos são Linearmente Independentes. Como T possui n autovalores distintos,
existe um conjunto de autovetores {v1, v2, . . . , vn} linearmente independente. Como
G(v1, v2, . . . , vn) ⊂ V e dimG(v1, v2, . . . , vn) = n = dimV , temos queG(v1, v2, . . . , vn) =
V . Portanto, {v1, v2, . . . , vn} é uma base de V .
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Veremos na seção 3.5, que a existência de uma base de V formada por au-
tovetores de um operador linear T : V → V é equivalente à existência de uma
representação deste operador por uma matriz diagonal, que é a forma mais simples
de se representar um operador.

Na seção seguinte, apresentaremos uma maneira mais simples e prática de de-
terminar autovalores e autovetores associados a um operador linear.

3.4 Polinômio Característico

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Procuramos v ∈ Rn e escalares
λ ∈ R tais que Av = λv. Note que essa equação pode ser escrita por (A−λI)v = 0,
onde I é a matriz indentidade de ordem n. Como estamos interessados em calcular
autovetores de A, ou seja, v 6= 0 tais que (A − λI)v = 0, necessariamente det(A −
λI) = 0 caso contrário teria soluções triviais.

De�nição 3.14 P (λ) = det(A− λI) é chamado de polinômio característico de A.

Exemplo 3.15 Seja A =

[
5 −1
3 1

]
a matriz do operador T (x, y) = (5x−y, 3x+y)

em relação à base canônica. O polinômio característico de A é o polinômio

PA(t) = det

[
5− t −1

3 1− t

]
= t2 − 6t+ 8

.

Exemplo 3.16 Considere A =

[
0 −2
1 0

]
a matriz do operador T (x, y) = (−2y, x)

em relação à base canônica. O polinômio característico de A é o polinômio

PA(t) = det

[
−t −2
1 −t

]
= t2 + 2.

Note que as raízes do polinômio do Exemplo 3.15, t1 = 4 e t2 = 2, são os
autovalores do operador dado no Exemplo 3.10 da seção anterior. O mesmo ocorre
em relação ao Exemplo 3.11, que não tem autovalores e o polinômio característico de
sua matriz associada não tem raízes reais. Diante disso, podemos concluir que existe
uma relação entre os autovalores de um operador linear e as raízes do polinômio
característico associado a ele.

O próximo teorema nos fornece essa relação.

Teorema 3.17 Seja T : V → V um operador linear e seja β = {v1, v2, . . . , vn} uma
base de V . Então

(i) v é um autovetor de T associado a t0 se, e somente se,[v]α é uma solução não
trivial do sistema linear AX = 0, onde A = t0I − [T ]αα;
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(ii) t0 ∈ R é um autovalor de T se,e somente se, t0 é uma raiz do polinômio carac-
terístico da matriz [T ]αα, ou seja, P[T ]αα(t0) = 0,

Demonstração: A demonstração desse teorema pode ser encontrada em [3], página
235.

3.5 Diagonalização de Operadores

Na seção 3.3, vimos que, algumas vezes, é possível determinar uma base de V
formada por autovetores de um operador linear T : V → V . Quando isso ocorrer,
diremos que o operador linear T é um operador diagonalizável, pois a matriz que o
representa na base de autovalores é uma matriz diagonal.

Teorema 3.18 Um operador linear T : V → V admite uma base β em relação à
qual a matriz [T ]ββ é diagonal se, e somente se, a base β for formada por autovetores
de T.

Demonstração: Vamos supor que β = {v1, v2, . . . , vn} é uma base de V tal que
[T ]ββ é diagonal, digamos

[T ]ββ =


a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . an

 .
Como

T (vj) = 0v1 + · · ·+ 0vj−1 + ajvj + 0vj+1 + · · ·+ 0vn = ajvj,

para cada 1 ≤ j ≤ n, segue que aj é um autovalor de T e vj é um autovetor de T
associado a aj. Portanto, β é uma base formada de autovetores de T . Suponhamos
agora que β = {u1, u2, . . . , un} é uma base de V formada por autovetores de T .
Existem, então, números reais b1, b2, . . . , bn tais que, para cada 1 ≤ j ≤ n , T (uj) =
bjuj. Observamos que os bj‘s não são necessariamente todos distintos. Por de�nição,
temos

[T ]ββ =


b1 0 . . . 0
0 b2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . bn


ou seja,[T ]ββ é uma matriz diagonal.

Pela demonstração acima, podemos concluir que se, um operador T tem uma
representação matricial dada por uma matriz diagonal [T ]ββ, então as entradas da
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diagonal principal são dadas por autovalores de T e, mais ainda, a ordem que os
autovalores aparecem na entrada principal da diagonal é a mesma que os autovetores
respectivos na base β.

Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.19 Considere o operador linear T : R2 → R2, de�nido por T (x, y) =
(−3x− 5y, 2y) cuja matriz na base canônica é

A =

[
−3 −5
0 2

]
.

O polinômio característico de T é dado por

P (λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣ −3− λ −5
0 2− λ

∣∣∣∣ = (−3− λ)(2− λ).

Pelo segundo item do Teorema 3.17, os autovalores de T são as raízes reais de P (λ).
Então, λ2 +λ−6 = 0 e, portanto, λ1 = 2 e λ2 = −3 são os autovalores de T . Como
λ1 6= λ2, segue da Proposição 3.12 que os autovetores associados aos autovalores
λ1 e λ2 são linearmente independentes e como dim R2 = 2, formam uma base de
R2. Portanto, T é um operador diagonalizável. Agora, vamos exibir uma base de
autovetores. Considere [

−3− λ −5
0 2− λ

] [
x
y

]
=

[
0
0

]
.

Para λ1 = 2, temos y = −x. Desse modo, os autovetores associados a λ1 são da
forma v1 = (x,−x) = x(1,−1), x ∈ R. Para λ2 = −3, temos que y = 0. Assim,
os autovetores são v2 = (x, 0) = x(1, 0), x ∈ R. Logo, o conjunto {(1,−1), (1, 0)}
forma uma base de autovetores de R2.

Até o momento, mostramos que um operador é diagonalizável exibindo uma
base de autovetores. Esse procedimento é satisfatório quando lidamos com espaços
vetoriais de dimensão baixa. Para espaços vetoriais de dimensão alta essa maneira
pode não ser conveniente, pois os cálculos são longos. Veremos a seguir como veri�car
se um operador T : V → V tal que dimV = n é diagonalizável através de um
polinômio chamado polinômio minimal.

De�nição 3.20 Seja A uma matriz quadrada. O polinômio minimal de A é um
polinômio m(x) = xk + ak−1x

k−1 + · · ·+ ao tal que

i) m(A) = 0, isto é, m(x) anula A.

ii) m(x) é o polinômio de menor grau entre aqueles que anulam A.

Mostraremos no teorema adiante uma relação importante entre polinômio mini-
mal e operador diagonalizável. Veremos que é possível determinar se um operador
é diagonalizável ou não sem calcular os autovetores.
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Teorema 3.21 Sejam T : V → V um operador linear e β uma base qualquer de V
de dimensão n. Então T é diagonalizável se, e somente se, o polinômio minimal de
[T ]ββ é da forma

m(x) = (x− λ1)(x− λ2) · · · (x− λr)

onde λ1, · · · , λr são todos distintos, com r ≤ n.

O teorema a seguir nos dá uma maneira de encontrarmos o polinômio minimal
de uma matriz, apresentaremos agora um dos teoremas mais relevantes da Álgebra
Linear.

Teorema 3.22 (Cayley-Hamilton) Seja A uma matriz quadrada e seja PA(t) o po-
linômio característicao de A. Então, PA(A) = 0, onde 0 é a matriz nula.

Demonstração: A demonstração desse teorema pode ser encontrada em [3], página
240.

Exemplo 3.23 Vamos considerar a matriz A =

[
1 2
−1 0

]
. O polinômio caracte-

rístico de A é

PA(t) = det(A− tI) = det

[
t− 1 −2

1 t

]
= t2 − t+ 2.

Pelo teorema de Cayley-Hamilton, PA(A) = 0. Vamos veri�car agora esta igualdade.
Temos,

PA(A) = A2 − A+ 2I,

=

[
1 2
−1 0

]2
−
[

1 2
−1 0

]
+ 2

[
1 0
0 1

]
=

[
−1 2
−1 −2

]
+

[
−1 −2
1 0

]
+

[
2 0
0 2

]
=

[
−2 0
0 −2

]
+

[
2 0
0 2

]
=

[
0 0
0 0

]
ou seja, obedece PA(A) = 0.

Observação: Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, temos que o polinômio carac-
terístico é um candidato para o polinômio minimal.
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Exemplo 3.24 O operador linear T : R4 → R4 de�nido por T (x, y, z, w) = (3x−4z,
3y+5z, z, w) é diagonalizável. De fato, considere γ = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0),
(0, 0, 0, 1)} a base canônica de R4. Então,

[T ]γγ =


3 0 −4 0
0 3 5 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .
Calculemos o polinômio característico. Temos

p(λ) = det([T ]γγ − λI) = (3− λ)2(−1− λ)2

cujos autovalores são λ1 = 3 e λ2 = −1, ambos com mutiplicidade 2, então os
candidatos para polinômio minimal são

p1(y) = (y − 3)(y + 1)

p2(y) = (y − 3)2(y + 1)

p3(y) = (y − 3)(y + 1)2

p4(y) = (y − 3)2(y + 1)2.

É possível mostrar que p1([T ]γγ) = 0 e é, dentre todos os candidatos, o de menor
grau.
Logo,

p1(y) = (y − 3)(y + 1)

é o polinômio minimal. Portanto, pelo Teorema 3.21, T é diagonalizável, isto é,
existe uma base β de autovetores e nesta base

[T ]ββ =


3 0 0 0
0 3 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .
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O Teorema Espectral

Neste capítulo, apresentaremos um dos teoremas mais relevantes da Álgebra Li-
near, o Teorema Espectral. O mesmo nos dá uma caracterização de um operador
linear auto-adjunto. Iremos mostrar que todo operador auto-adjunto é diagonalizá-
vel, isto é, existe uma base de autovetores na qual a matriz que o representa nessa
base é uma matriz diagonal.

A proposição a seguir nos diz que, dado um operador auto-adjunto, as raízes do
polinômio característico da matriz associada a esse operador são todas reais, isto é,
são autovalores.

Proposição 4.1 Sejam V um espaço vetorial de dimensão �nita e β uma base de
V . Se T : V → V é um operador linear auto-adjunto, então todas as raízes do
polinômio característico P[T ]ββ

são números reais.

Demonstração: O resultado segue imediatamente da Proposição 9.4.1 na referência
[3] , página 252.

Lema 4.2 Sejam V um espaço vetorial de dimensão �nita munido de produto in-
terno e T : V → V um operador auto-adjunto. SeW ⊂ V é um espaço invariante por
T , isto é, T (W ) ⊂ W , então a restrição de T a W de�ne um operador auto-adjunto
sobre o subespaço W .

Demonstração: De fato, se T : V → V é um operador auto-adjunto, então
〈Tv, w〉 = 〈v, Tw〉, ∀ v, w ∈ V , em particular, para os elementos deW , poisW ⊂ V .
Para concluir a demonstração, note que T : W → W é um operador linear bem de-
�nido, uma vez que W é um espaço vetorial invariante por T , ou seja, T (W ) ⊂ W .

Finalmente, diante de todos esses resultados, estamos aptos para apresentar e de-
monstrar o resultado principal deste trabalho, o Teorema Espectral para operadores
auto-adjuntos. Mostraremos que todo operador auto-adjunto é diagonalizável.
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Teorema 4.3 (Teorema espectral para operadores auto-adjuntos) Seja V um es-
paço vetorial. Se T : V → V é um operador auto-adjunto, então existe uma base
ortonormal β de V tal que [T ]ββ é diagonal.

Demonstração: Usaremos indução �nita sobre a dimensão de V . Veja que, se dim
V = 1, o resultado é óbvio, pois toda matriz de ordem 1×1 é diagonal. Suponha que
n ≥ 1 e que o resultado é valido para espaços de dimensão n. Sejam V um espaço
de dimnsão n + 1, β uma base de V e λ uma raiz real do polinômio PT como T é
auto-adjunto, pela Proposição 4.1, λ ∈ R. Logo, λ é um autovalor de T . Considere
v um autovetor unitário de T associado a λ. O conjunto

W = {w ∈ V ; 〈w, v〉} = 0,

é um subespaço vetorial de V , visto queW nada mais é que o complemento ortogonal
do subespaço gerado por v. A�rmamos queW é invariante por T , isto é, T (W ) ⊂ W .
Com efeito, seja w ∈ W . Pelo fato de T ser um operador auto-adjunto, temos que

〈T (w), v〉 = 〈w, T (v)〉 = 〈w, λv〉 = λ〈w, v〉 = 0,

o que implica que T (W ) ⊂ W . Assim, pelo Lema 4.2, a restrição S = T |W é um
operador linear auto-adjunto. Portanto, como dim[v] = 1 e como pela Proposição
2.8 todo vetor não nulo de W é linearmente independente com v, pois são vetores
dois a dois ortogonais, segue-se que dimW = n, visto que dimV = n + 1. Pela
hipótese de indução, W admite uma base ortonormal {v1, v2, . . . , vn} formada por
autovetores de S (logo de T ). Consequentemente, β = {v, v1, v2, . . . , vn} é uma base
ortonormal de V formada por autovetores de T . Logo, a matriz de T na base β,
[T ]ββ, é diagonal.

Observação: Veja que a recíproca do teorema também é verdadeira, ou seja, se β
é uma base ortonormal de V formada por autovetores, T é auto-adjunto, pois [T ]ββ é
uma matriz simétrica e β é uma base ortonormal e o resultado segue da Proposição
3.7.

Exemplo 4.4 Considere o operador A : R3 → R3 dado por A(x, y, z) = (3z,−y, 3x).
Considere também em R3 o produto interno usual note que A é auto-adjunto, pois
sua matriz

[A] =

 0 0 3
0 −1 0
3 0 0

 ,
na base canônica de R3 é simétrica. O polinômio característico de A é

p(λ) = (λ2 − 9)(−1− λ),

que possui três raízes reais distintas, λ1 = −3, λ2 = −1 e λ3 = 3 e os autovalo-
res correspondentes v1 = (−1, 0, 1), v2 = (0, 1, 0) e v3 = (1, 0, 1) são dois a dois
ortogonais. Deste modo,

〈v1, v2〉 = 0, 〈v1, v3〉 = 0 e 〈v2, v3〉 = 0,
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com {v1, v2, v3} base de R3. Vamos normalizar v1 e v3. Como ‖v1‖ =
√

2 e ‖v3‖ =√
2, temos

v′1 =
v1
|v1|

=
(
− 1√

2
, 0, 1√

2

)
,

e
v′3 =

v3
|v3|

=
(

1√
2
, 0, 1√

2

)
.

Portanto, {v′1, v2, v′3} é a base ortornormal de R3 descrita pelo Teorema Espectral.

A seguir, iremos apresentar um exemplo envolvendo sistemas de equações dife-
renciais que recorremos ao Teorema Espectral para encontrar a sua solução.

Alguns fenômenos naturais podem ser modelados por meio de um sistema de
equações diferenciais ordinárias. Por exemplo, a população de coelhos em um deter-
minado ambiente depende do tamanho das populações de predadores e da disponi-
bilidade de alimentos. É claro que quanto maior o número de predadores, menor a
população de coelhos e quanto maior a disponibilidade de alimentos, possivelmente
será maior a população de coelhos. Para representar e estudar esse tipo de fenô-
meno, precisamos usar mais de uma variável dependente e mais de uma equação.
Sistemas de equações diferenciais são a chave para isso.

Exemplo 4.5 Seja A uma matriz real simétrica n × n. Queremos encontrar as
soluções em Rn da equação diferencial

dX(t)

dt
= AX(t),

onde

X(t) =


x1(t)
x2(t)
...

xn(t)

 ,

é dada em termos de coordenadas que são funções de t, e

dX(t)

dt
=


dx1(t)/dt
dx2(t)/dt

...
dxn(t)/dt

 .

Como a equação é dada em termos de coordenadas arbitrárias, a sua solução pode
não ser tão simples. Então, esqueçamos um pouco essas coordenadas. Como por
hipótese A é simétrica, o operador T : Rn → Rn associado a A é auto-adjunto.
Assim, pelo Teorema Espectral 4.3, existe uma base de Rn de autovetores de T .
Agora, com respeito a essa nova base, podemos identi�car qualquer vetor v ∈ Rn

com novas coordenadas, as quais indicamos por y1, y2, . . . , yn. Em relação a essa
nova base, temos que T é representado por uma matriz diagonal, digamos:

λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 ,
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onde λ1, . . . , λn são autovalores de T . Em termos dessas convenientes coordenadas,
nossa equação diferencial se torna

λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn




y1
y2
...
yn

 =


y′1(t)
y′2(t)
...

y′n(t)

 .

isto é,

y′1(t) =
dy1
dt

= λ1y1, . . . , y
′
n(t) =

dyn
dt

= λnyn,

Desse modo, considerando yi(t) 6= 0 para todo t e i = 1, . . . , n, temos

y′i(t)

yi(t)
= λi.

Integrando ambos os lados, obtemos∫
y′i(t)

yi(t)
dt =

∫
λidt⇒

ln yi(t) = λit+ c⇒

yi(t) = eλit · ec,

tomando ec = ki uma constante, obtemos a solução geral

yi(t) = kie
λit.

Usamos esse exemplo para dar uma noção do quanto é importante a escolha
adequada da base, deve-se usar sempre que possível uma notação sem coordenadas,
até que a escolha das coordenadas seja de�nida, a �m de solucionar o problema com
maior facilidade.
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Considerações Finais

O trabalho permitiu abordarmos o assunto de diagonalização de operadores, com
ênfase nos operadores auto-adjuntos. Vimos que T : V → V é um operador dia-
gonalizável se, e somente se, existe uma base de V formada por autovetores de T .
Mostramos através do resultado principal desse trabalho o Teorema Espectral, que
todo operador auto-adjunto é diagonalizável, ou seja, admite uma base ortonormal
de autovetores e a matriz que o representa é uma matriz diagonal, onde os elementos
da diagonal principal são os autovalores de T .

Vimos em alguns exemplos o quanto trabalhar com operadores diagonalizáveis
pode facilitar na resolução de determinados problemas, encontrar suas soluções se
tornam mais simples.

Aqui, estudamos operadores lineares de�nidos apenas em espaços vetoriais sobre
R, mas poderíamos estender esses resultados para espaços vetoriais sobre C. Nesse
último caso, os operadores são chamados de operadores hermitianos. O caso que
tratamos aqui é um caso particular do Teorema Espectral para operadores auto-
adjuntos. Existem diversas generalizações do Teorema Espectral, bem como para
operadores unitários, operadores normais e operadores compactos auto-adjuntos em
espaços de Hilbert.

Acreditamos que nosso objetivo principal foi atingido e como resultado obtive-
mos um texto claro, bem estruturado, acessível a diversos estudantes, mesmo que
não possuam muito conhecimento sobre o assunto. Este trabalho foi muito impor-
tante para os meus estudos, pois me permitiu o aprofundamento neste tema bem
como aperfeiçoar competências de investigação, organização e comunicação da in-
formação. Buscamos escrever da forma mais simples possível, para a construção de
todo o trabalho, que esperamos ter alavancado com extrema clareza e objetividade.
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