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Resumo

Neste trabalho, apresenta-se um dos resultados mais relevantes da Algebra Linear, o
Teorema Espectral. Este teorema nos diz que existe uma base de V', em que V é um
espaco vetorial real de dimensao finita, tal que certos operadores lineares T : V. — V
possuem a matriz em relagdo a esta base da forma mais simples possivel, a matriz
diagonal. Existem casos dos operadores unitarios, operadores normais e operadores
compactos auto-adjuntos em espacos de Hilbert, que possuem esta propriedade, mas
daremos énfase apenas aos operadores auto-adjuntos. Quando é possivel determinar
essa base, dizemos que o operador linear 7' é diagonalizavel. Assim, o Teorema
Espectral nos diz que todo operador linear auto-adjunto é diagonalizavel, ou seja,
a matriz que o representa ¢ uma matriz diagonal e ainda mais, os elementos da
diagonal principal sao os autovalores associados ao operador. O principal objetivo
desse trabalho é apresentar e demonstrar o Teorema Espectral e trazer exemplos
e aplicagoes dele. Para isso, abordaremos 0s seguintes assuntos: operadores auto-
adjuntos, autovalores e autovetores e operadores diagonalizaveis.

Palavras-chaves: Autovetores e Autovalores. Operadores Diagonaliza-
veis. Operadores Auto-adjuntos. Teorema Espectral.



Abstract

In this work, we present one of the most relevant results of Linear Algebra, the
Spectral Theorem. This Theorem tells us that there exists a basis of V', where V' is
a real vector space of finite dimension such that certain linear operators 7' : V. — V
have that matrix with respect to this base of the simplest possible form, the dia-
gonal matrix. There are cases of unit operators, normal operators and self-adjoint
compact operators in Hilbert spaces, which have this property, but we will empha-
size only the self-adjoint operators. When it’s possible to determine this basis, we
say that the linear operator T' is diagonalizable. Thus, the Spectral theorem tells
us that every self-adjoint linear operator is diagonalizable, that is, the matrix that
represents it is a diagonal matrix and still more, the elements of the main diagonal
are the eigenvalues associated with the operator. The main objective of this work
is to present and demonstrate the Spectral Theorem and to bring examples and ap-
plications of it. For this, we will cover the following subjects: self-adjoint operators,
eigenvalues and eigenvectors and diagonalizable operators.

Keywords: Eigenvectors and Eigenvalues, Diagonalizable Operators, Self-
Adjoint Operators, Spectral Theorem.
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Introducao

A Algebra Linear é uma teoria cujo principal objeto de estudo sao os espacos
vetoriais de dimensao finita. Encontrar uma base adequada de um espaco vetorial
para solucionar determinados problemas nem sempre ¢ algo simples. O Teorema
Espectral vem nesta direcao e é um resultado de grande importancia por garan-
tir a existéncia de uma base ortonormal de autovetores para operadores unitarios,
operadores normais e operadores compactos auto-adjuntos em espacos de Hilbert.
Equivalentemente, o operador linear é diagonalizavel, o que facilita bastante os cél-
culos.

Este trabalho tem como principal objetivo enunciar e demonstrar o Teorema
Espectral e apresentar sua aplicabilidade na teoria de operadores diagonalizaveis.
A importancia desse resultado estd no fato de se poder encontrar uma base de au-
tovetores, apresentando com isso uma melhor forma de representa esses operadores
matricialmente.

Para cumprir com este objetivo, vamos desenvolver o aparato teoérico, explorando
alguns resultados sobre operadores lineares, autovalores e autovetores, espacos ve-
toriais com produto interno e base ortonormal.

O trabalho se baseou em pesquisas bibliograficas, buscando trabalhos académi-
cos e livros que abordam esse assunto. A metodologia usada foi dada por estudos
técnicos desses trabalhos, onde desmembramos demonstracoes, contas e exemplos
que foram de suma importancia para o entendimento do tema, a fim de deixar
simples tal estudo.



Espaco com Produto Interno

Neste capitulo, apresentaremos a teoria de espacos vetoriais com produto interno,
trazendo suas principais propriedades e resultados. Essa nocao de produto interno
nos permite definir e generalizar varios conceitos de carater geométrico vistos em
R? e em R?, como por exemplo: angulos entre vetores, distancia e ortogonalidade.
Veremos que todo espaco vetorial real de dimensao finita admite uma base ortor-
normal, este resultado é bastante importante quando aprofundarmos nossos estudos
em operadores lineares.

Daqui em diante, trabalharemos apenas com espacos vetoriais de dimensao finita
sobre o corpo dos niimeros reais, salvo mencao contraria.

E importante que nesse capitulo o leitor tenha cohecimentos de espacos vetoriais
e suas propriedades como também nocoes de dependéncia e independéncia linear en-
tre vetores. Uma bibliografia que pode ser consultada para lembrar desses conceitos
é [1], capitulo 4.

Definicao 2.1 Seja V um espaco vetorial. Um produto interno em V' € uma func¢ao
que, a cada par de vetores vy,ve € V, associa um numero real, denotado por (v, vs),
satisfazendo as sequintes propriedades:
i) (v,v) >0 para todo vetor v € V e (v,v) =0 se, e somente se, v = 0;
i) (avy,ve) = alvy,va) para todo real o
iii) (v1 + va,v3) = (v1,v3) + (ve,v3) para todos os vetores vy, va,v3 € V;
(

i) (v1,v9) = (vg,v1) para todos vy, vy € V.
Veja a seguir alguns exemplos de espacos vetoriais com produto interno.

Exemplo 2.2 Considere V. =R". Para v = (r1,%2,...,%,) e u = (Y1,Y2,---,Yn),
definimos a fungao ( , ) como

(v,u) = Ty + ToYa + -+ + TpYn.
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Afirmamos que a fungao (, ) € um produto interno em R™. De fato, note que

(v,0) =22 + a5+ + 22 >0,

(V) =22+ a9+ +1l=0<=1,="-=0,=0<=0v=0
e que
(v, u) = 21y + TaYa + -+ TpYn = Y1T1 + Yoo+ 0+ YnTn = (U, 0).
Com isso, as condigdes i) e 1v) sao satisfeitas. Seja w = (21, 22, , 2n), entdo
(V+u,w) = (x14+y)z+ (X2 +y2)ze+ -+ (T + Yn) 2
= (m21 +x2z2 + -+ Tpzn) + (121 + Y222 0 A Yn2a)
= (v,w)+ (u,w).

Agora, tomando um nimero real o qualquer, temos
(av,u) = (axr)y + (w2)y2 + - 4 (@20 )yn = a(T1y1 + Taya -+ + Tnyn) = (v, u).

Com isso, mostramos que as condi¢des ii) e iii) também sdo satisfeitas. Portanto,
(, ) define um produto interno em R". FEsta fun¢do é chamada de produto interno
(ou escalar) usual em R™, generalizando o produto escalar de R? e de R3.

Exemplo 2.3 Sejam pi(z) e po(x) vetores em Pa(R), conjunto dos polindmios reais
de grau menor ou igual a 2, definidos por pi(z) = by + bow + bsz? e pa(x) = 1 +
cor + 322, A funcao definida por

(p1, p2) = bicy + baco + bscs,

define um produto interno em Py(R), pois se trata de um isomorfismo de espagos
vetoriais

T : Py(R) — R?
bl —+ bQ.T + 631’2 —> (bl, bg, bg)

Exemplo 2.4 Seja V' o conjunto das fungoes continuas no intervalo [0,1]. Dados

fi, fo € V, definimos 1
(f1, f2) :/ fi(@) fo(z)dx.
0

E possivel mostrar(provar) que ( , ) define um produto interno em V.

A seguir, definiremos a ortogonalidade entre dois vetores.

Definigao 2.5 Seja V' um espago vetorial com produto interno ( , ). Diz-se que dois
vetores v e w de V' sdo ortogonais (em relagdo a este produto interno) se (v, w) = 0.
No caso em que v e w sao ortogonais, escrevemos v 1L w.
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Lema 2.6 As sequintes propriedades sao satisfeita:

i) 0 L v para todov € V;
i) v L w implica que w L v;
iii) Se v L w para todo w € V, entdo v = 0;
iv) Sevy Lw ewvy Lw, entdo (vy +vg) L w;
v) Sev Lw e\ éum escalar, \v L w.
Demonstragao: i) Como vetor nulo = 0- v, entao (0,v) = (0-v,v) = 0(v,v) = 0.
i1) Segue do fato de (v, w) = (w,v). iii) Se v L w para todo w € V, em particular
paraw = v € V, entdo 0 = (v, v), e pela primeira condigao de produto interno (veja

a Defini¢do 2.1), temos que v = 0. w) O fato de (v; + v, w) = (vy,w) + (va, w)
mostra essa propriedade. v) Como (Av,w) = A\(v, w), a propriedade fica provada. [J

Exemplo 2.7 Seja V' o espago das fungoes continuas no intervalo [0,1], munido
do produto interno { , ) conforme Exemplo 2.4. Temos que os polinomios fi(x) =
dux® + 3vx? +t e fo(x) = 1 para todo x € [0,1] sdo ortogonais em V, quando
u+v+t=0. De fato,

/1f1(a:)f2(x)dx = /1(4ux3 +3vr? +t)dr =u+v+t=0.
0 0

Portanto, fi e fy sao ortogonais em V. U

A proposicao a seguir estabelece uma relagao entre ortogonalidade e indepen-
déncia linear.

Proposicao 2.8 Seja {vy,vq,...,0,} CV um conjunto de vetores nao nulos e dois
a dois ortogonais num espago vetorial V, isto €, (v;,v;) = 0 para i # j. Entdo, o
conjunto {vy, v, ..., v,} € linearmente independente.

Demonstracao: Suponha que ajv; + asvs + - -+ + a,v, = 0, com ays € R. Vamos
mostrar que a; = 0 para i =1,2,--- ,n. Para isso, temos que

<CL1U1 + agv2 + -+ + apUy, Ui> - <07 Ui) =0.
Como os a;s sao constantes, pela definicao de produto interno, tem-se
a1(v1, v;) + a2 (v, v;) + -+ - 4+ a; (v, v;) + - -+ + an(vn, v;) = 0.

Como por hipétese, (v;,v;) = 0 quando i # j, temos que a;(v;,v;) = 0. Desde que
(vi, v;) # 0, dado que v; # 0, tem-se a; = 0 para i = 1,...,n. Portanto, mostramos
que o conjunto {vy, vy, -+ ,v,} é linearmente independente. U



12 2.1. Norma Proveniente de um Produto Interno

Definigao 2.9 Dizemos que uma base {vy,--- ,v,} de um espago vetorial V é uma
base ortogonal se (v;,v;) =0 para i # j, isto €, se os vetores da base sio dois a dois
ortogonais.

Exemplo 2.10 As bases {(1,1),(1,—-1)} c R? e {(1,-1,0),(0,0,1),(1,1,0)} C
R3, em relacdo ao produto interno usual, visto no Exemplo 2.2, sdo bases ortogonais
de R? e R3, respectivamente.

2.1 Norma Proveniente de um Produto Interno

A norma em um espago vetorial V' nos da uma noc¢do de comprimento de um
vetor, de distancia entre vetores e nos possibilita dar um significado de proximidade
entre dois vetores. Através do conceito de norma, veremos quando um vetor é con-
siderado unitario e definiremos bases ortonormais, estas bases que sao fundamentais
para o desenvolvimento do trabalho.

Definicao 2.11 Seja V' um espaco vetorial. Uma norma em V' € uma funcao dada
por || - || : V = R que satisfaz:

i) v =0 v=0;

i) || Av]| = |Al]|v]| para todo X € R e todo v € V;

iii) ||v+wl|| < ||v|| + ||w| para quaisquer v,w € V' (Desigualdade Triangular).

Um espago vetorial munido de uma norma || - || ¢ chamado de espaco vetorial nor-
mado.

Exemplo 2.12 Seja V = R"™. Sao exemplos de normas em V' as sequintes fungoes

lull = Vi + -+ i, llullar = max{[wal, - - ynl}s € lulls = o]+ + lyal, € sdo

chamadas de norma euclidina, norma do mdzimo e norma da soma, respectivamente,
comu= (Y1, - ,yn) € R™

No proximo exemplo, traremos uma norma que é proveniente do produto interno.

Exemplo 2.13 Seja V' um espaco vetorial com produto interno ( , ). Entao, a
partir deste produto interno, V' recebe naturalmente a estrutura de espaco normado.
Em outras palavras, se ||| : V — RT for uma func¢ao definida por

[oll = v/ {v, ),

entao, || - || satisfaz as sequintes propriedades
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i) [[v]] >0 e |v|| =0 se, e somente se v =0;

ii) ||law| = |a|||v|| para todo o € R e todo v € V;
iii) [(v,w)| <||v||||w]] (Desigualdade de Cauchy-Schwartz), para todo v,w € V
i) v+ wl| <|v|| + [|w|| pare quaisquer v,w € V.

Em particular, || - || € uma norma, chamada norma proveniente do produto interno

()

Note que, a condigio i) segue de imediato da defini¢ao de produto interno, tem-se
||| > 0 e, além disso,

vl =0 < (v,v) =0« (v,v) =0<v=0.
Em ii) temos que |av| = /(av,av) = /a2({v,v) = |a|\/(v,0) = |a||jv]. Para

provar i), desigualdade de Cauchy-Schwartz, veja que ela é verdadeira quando
w = 0. Agora, supondo que w # 0 e tomando o € R um ntimero qualquer, sempre
vale que ||v + aw|[* > 0. Assim, temos

0< |[v+aw|? = v+ aw,v+ aw)
= (v,v) + 2(v, aw) + o*{w, w)
= o?[lw|* + 20{v, w) + [|v]|*.

Desse modo, como ||w]||?> > 0, obtemos uma equagao do segundo grau que ¢ sempre
nao negativa. Logo, o seu discriminante A deve ser negativo ou nulo. Assim,

A =4, w)* — 4llv[*[lw]* <0,

ou, equivalentemente,
[(v, w)| < JJv[[Jw]].

Por fim, usando a desigualdade de Cauchy- Schwartz, mostraremos a quarta condi-
¢ao. Tem-se

lv+w|? = (v+w,v+w) (v,v) +2(v,w) + (w, w)

< (v, ) + 2[{v, w)| + (w, w)
< Pl + 2o el + lw]?
= (vl -+ llwl)?,
que, tomando a raiz quadrada, prova-se a desigualdade. Il
Se |lv]] = 1, v é chamado de vetor unitario. Dado qualquer vetor v € V com
v # 0, normalizar v significa considerar no lugar de v o vetor unitario u = HU—H
v
Exemplo 2.14 Sejam V = R3, com v = (21, 29,23) € R® e ||v|| = /{v,v) =
22 + 2% + 23, Vamos normalizar o vetor v = (1,2,1). Para isso, tomamos o
(1,2,1) 1 2 1

vetor u =

Wl = VEro+T V6 VG VG
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A seguir, vamos caracterizar um tipo de base que, em geral, é mais conveniente
quando se trabalha com espacos vetoriais com produto interno, pois as coordenadas
de um vetor nessa base sao dadas em relacao a este produto.

A partir de agora, quando mencionarmos que um espago vetorial V' possui pro-
duto interno, consideraremos em V' a norma proveniente deste produto interno.

Definicao 2.15 Seja V um espaco vetorial com produto interno. Diz-se que uma

base 3 = {v1,...,v,} de V é ortonormal se for ortogonal e cada vetor for unitdrio,
1sto €,
0 7
oy ={ 125 1)
Observe que se tivermos uma base ortonormal {vy,...,v,}, os coeficientes x; de

um vetor w = x1v; + - - - + x,v, sao dadas por

= (w, vi) = (w,v;
x; Ty (w, v;).

De fato pois como i = j, (v;,v;) = 1, entdo x; = (w, v;).

Exemplo 2.16 Seja V =R?, (| ) o produto interno usual e B = {e; = (1,0),e3 =
(0,1)} a base canénica de R*. Veja que B é uma base ortonormal. Temos xy = (v, e;)
e xy = (v, e3).

Existe um processo que, a partir de uma base qualquer de um espaco vetorial
pode-se obter uma base ortonormal. Esse processo é chamado de processo de orto-
gonalizacao de Gram-Schmidt.

Teorema 2.17 (Processo de Ortogonalizag¢io de Gram-Schmidt) Todo espago veto-
rial munido de produto interno possui uma base ortonormal.

Demonstragao: A demonstragio desse teorema pode ser encontrada em [2], pagina
174. |



Operadores Lineares

Neste capitulo, vamos introduzir os operadores lineares, mais especificadamene
os operadores adjuntos e auto-adjuntos. Para isso, usaremos como principais re-
feréncias [1], [4] e [6]. Falaremos também de autovalores e autovetores, conceitos
muito importantes para o entendendimento deste trabalho.

Traremos sempre que possivel exemplos da teoria abordada de forma a facilitar
o entendimento do leitor.

3.1 Adjunta de uma Aplicacao Linear

Antes de apresentarmos o conceito de operador auto-adjunto, vamos definir a
adjunta de uma transformagao linear. Para isso, sejam V e F espacos vetoriais com
produto interno que, por abuso de notagao denotaremos ambos por (, YeT : V — F
uma transformacdo linear. E possivel mostrar que, fixado w € F, existe um tnico
vetor u,, € V tal que

(Tv,w) = (v, uy), YveW

A demonstragao desse resultado pode ser encontrada no Teorema 2.1 em [4], pagina
262. A unicidade de u,, segue do fato de, se existir r,, € V' com a mesma propriedade
de uy, entao (v,r,) = (Tv,w) = (v, u,) para todo v € V. Isso implica que

(U, —Uy) =0, YveV.
Tomando v = r,, — u,, segue que r, = u,, pela definicao de produto interno.

Com a existéncia e a unicidade de u,,, fica bem definida a aplicagao
T : FF — V dada por T*w = u,,. Note que

(Tv,w) = (v, T*w) YveV,YweF.

Chamamos 7™ de adjunta de 7. Quando V = F', chamamos também de operador
adjunto de T.
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Lema 3.1 Sejam V e F espacos vetoriais com produto interno e T :'V — F uma
transformacao linear. Entao, a adjunta de T, T, ¢ linear.

Demonstracao: Sejamx € V,y,z€ Fe X €R.

Entao,
(, T (y+ Az)) = (Tx,y+ A2) = Tz, y) + MLz, 2))
= (z,T"y) + (x,\T"2).

Dessa forma,
(x, T (y+ Xz) =Ty — NT"z) = 0.

Tomando = T*(y + Az) — T*y — A\T*z, concluimos que
IT*(y+ Xz) =Ty — AXT*z|| =0

ou seja, T*(y + A\z) =Ty + \T*z 0

Exemplo 3.2 Seja T : R® — R? definido por T(x,y,2) = (3z +y,2,7). Queremos
determinar a adjunta de T'. Note que

((a,6,0),T(2,y,2)) = ((a,b,¢), (3¢ +y,z 7))
= 3xa+ay+bz+cx
= x(3a+c)+ya+ zb
((x,y,2),(3a+ ¢, a,b)).

Pela defini¢ao de adjunta de T e como (a,b,c) é um vetor genérico, temos que
T*(x,y,z) = Bz + z,2,y).

Exemplo 3.3 Seja T o operador linear em R? definido por T(x,y) = (2x — 2y, z +
3y), (z,y) € R% Encontraremos T*.

<(a’ b)a T<x7 y)) = <((I, b), (2£L‘ — 2y, + 3y)>
= 2za —2ya+ bx + 3yb
= 2(2a +b) + y(—2a + 3b)
= ((z,9), (2a + b, —2a + 3b)).

Como (a,b) € um vetor genérico, temos que T*(z,y) = (22 + y, —2z + 3y).
Observemos que a matriz associada a T em relacdo a base candnica de R? €

2 =2
A=
e veja também que a matriz da adjunta de T é a matriz transposta de T, isto ¢,

AT = A*, sendo
. [2 1
2]

Logo, T*(x,y) = (2o + y, —2x + 3y) € a adjunta de T, observe que ela também € a
transposta conjugada do operador T.
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3.2 Operadores Auto-Adjuntos

Nesta se¢ao, definiremos o principal operador que seré discutido nesse trabalho,
o operador auto-adjunto.

Seja V um espago vetorial de dimensao finita munido de produto interno. Vimos
que para cada operador linear T: V — V/, existe um tnico operador linear 7% : V —
V tal que (Tw,v)=(w,T*v) para quaisquer v,w € V.

O operador linear T é chamado de operador adjunto de T. Quando T=T", ou
seja, quando (Tw,v) = (w,Tv), dizemos que T é um operador auto-adjunto para
quaisquer w,v € V.

Exemplo 3.4 Sejam R?, munido com o produto interno usual, e A, B: R? — R?
operadores lineares definidos por A(z,y) = (x,—y) e B(x,y) = (y,x). Para quais-
quer (a,b), (z,y) € R?, temos que

((a,0), A(z,y)) = ((a,b), (x, —y)) = ax — by = ((a, =b), (x,y)).

Pela definicao de adjunta de A, temos que A*(a,b) = (a,—b). Como (a,b) é um
vetor genérico, seque que A* = A. Portanto, A é um operador auto-adjunto. De
forma andloga mostramos que B também é auto-adjunto.

Exemplo 3.5 Sejam V' um espago vetorial com produto interno ( , ) eT:V =V
um operador linear definido por T(u) = (v,u)v, sendo v um vetor fizado. Vamos
mostrar que T € auto-adjunto. De fato, para quaisquer u,w € V , tem-se

<va(u)> = <w7 <Uvu>v> = <U’u><wvv> = <<w7v>v7u> = <T(w)’u>

Portanto, T* =T, ou seja, T € auto-adjunto.

O lema seguinte nos fornece uma maneira de determinar a matriz de um operador
linear, relativo a uma base ortonormal do espaco vetorial V.

Lema 3.6 Seja = {vi,ve, - ,v,} uma base ortonormal de V. Se A = [ai;]nxn €
a matriz que representa um operador T : V. — V', com relacao a base o, ou seja,
A =[T)a, entdo

a;; = (L'(v)),v;), paratodosi, j, com 1 <1,j <n.

Demonstracao: Comecamos a demonstracao lembrando que a base dada segue o
parametro de uma base ortonormal, ou seja,

_J 0 i#y,

{vi, vg) = { 1 i=j

Temos que, T'(v;) = > p_, arjvr, com k = 1,---  n. Fazendo o produto interno por
v; em ambos os lados da igualdade, temos

n

(Tvj, v;) = Z ki (Vk, Vi) = aij (v, vi) = ai;.
k=1
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uma vez que a base [ é ortonormal, ou seja, os seus vetores sao unitarios e dois a
dois ortogonais. 0O

O resultado a seguir mostra como podemos obter T a partir de uma represen-
tagao matricial de T

Proposicao 3.7 Para toda base ortonormal o de V' e para todo operador linear T
definido em V', temos que

[T"]a = ([Ta)".

Demonstracio: Considere as matrizes [T, = [aijlnxn € [T*]a = [bijlnxn- Pelo
Lema 3.6, a;; = (T'(vj),v;) e by; = (I"(v;),v;) com 1 <14, j < n. Logo, pela definicao
de adjunta,

bij = (T (vj), vi) = (vi, T"(vy)) = (T'(vi), vj) = ay;

para 1 < 1,5 < n, provando o resultado. 0O

Pela Proposicao 3.7, observamos que 17" é um operador auto-adjunto se,e somente
se, para alguma base ortonormal a de V' temos

[T]a = ([T]a)t~

Assim, T : V' — V é auto-adjunto se, e somente se, [T], é uma matriz simétrica.
Observamos que o fato de um operador ser auto-adjunto nao depende da base orto-
normal escolhida. Portanto, se [T%], for uma matriz simétrica em uma determinada
base ortonormal «, entdo [Tz serd também simétrica para qualquer outra base
ortonormal .

O exemplo seguinte traz as matrizes associadas aos operadores lineares auto-
adjuntos do Exemplo 3.4. Veja que elas sao matrizes simétricas.

Exemplo 3.8 As matrizes dos operadores A e B do Exemplo 3./ na base candnica
de R? sdo, respectivamente,

(b 8] - [22]

Como a base canénica é ortogonal, podiamos concluir daqui que A e B sdo auto-
adjuntos.

Exemplo 3.9 Sejam S,T : R* — R? operadores lineares munidos do produto in-
terno usual definidos por S(x,y,z) = (x — 2y, —2x + 4y — 5z, —by) e T(x,y,2) =
(x 4+ 2y + 32,2z — y,3x — 22). Temos que S e T sao operadores auto-adjuntos, pois
as matrizes associadas a esses operadores na base candénica sao simétricas.

1 -2 0 1 2 3
S=|1-2 4 —-5]|eT=1]2 -1 0
0 -5 0 3 0 =2
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3.3 Autovalores e Autovetores

Seja T : V — V um operador linear. Se existirem v € V, v # 0, e A € R, tais
que Tv = A\v, A serd chamado de autovalor de T e v de autovetor de T" associado
ao autovalor \.

E possivel mostrar que se v é um autovetor de um operador T associado a um
autovalor A, qualquer mdaltiplo v, ou seja, w = av com a € R, é também um
autovetor de T associado a A, do mesmo modo a soma de autovetores também é
um autovetor. Desse modo, o conjunto V) = {v € V;T(v) = v}, é um subespago
vetorial de V', denominado autoespaco de T associado a A. Veja que V) é formado
pelo vetor nulo de V' e por todos os autovetores de T associado a .

Exemplo 3.10 Seja T : R? — R? o operador linear dado por T(x,y) = (5z —
y,37r +y). Queremos determinar A € R e v = (z,y) € R%, nao nulo, tais que
T(xz,y) = Nx,y), ou seja, tais que (5x —y,3z +y) = Mz,y). Temos

br—y = Az,
{Bx—i—y = \y. (3.1)

Da primeira equagao do sistema (3.1), temos y = bx — \x. Substituindo este valor
de y na sequnda equagao do sistema, temos x(A\* — 6\ + 8) = 0, que € satisfeita se
=0 ouse N —6\+8=0. Veja que, se x = 0, entio y = 0. Como queremos
v=(z,y) #0, seque que \* — 6\ + 8 = 0. Portanto, os autovalores de T sio \ = 2
e A\ = 4. Vamos agora calcular os autovetores de T' associados a X = 2. De (3.1),

obtemos o sistema
or —y = 2z,
{ r+y = 2y, (3.2)

que equivale & equacdo 3 —y = 0, cujo conjunto solu¢do é dado por (z,3x),r € R.
Assim, os autovetores de T associado a X = 2 sdo os vetores da forma (x,3x),
em que x € R,z # 0. Para calcularmos os autovetores de T associados a \ = 4,
devemos resolver o sistema

br—y = Az,

r+y = 4y, (3.3)

que € 0 mesmo que resolver a equacao x —y = 0, cujo conjunto solucao € dado por
(x,x),z € R. Logo, os autovetores de T' associados a X = 4 sao os vetores da forma
(x,x), em que x € R,z # 0.

Exemplo 3.11 Seja T : R? — R? o operador linear dado por T(z,y) = (—2y, ).
se \eER ev=(z,y) € R?, v #£0, sdo tais que T'(z,y) = N(z,y), entdo (—2y,x) =
Mz,y). Desse modo,
—2y = Az,
{ SO (3.4)
que obtemos a equacio (A\? +2)y = 0. Como X\ € R, entdo y = 0. No entanto, se

y = 0, pela sequnda equacao do sistema 3.4, temos x = 0. Como v = (z,y) € ndo
nulo, 18so nao pode ocorrer. Portanto, T nao admite autovalores e nem autovetores.
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O exemplo acima nos mostra que nem todo operador linear possui autovalores
e autovetores.

Veremos na proxima proposicao que autovetores associados a autovalores distin-
tos sao Linearmente Independentes.

Proposicao 3.12 Seja T : V. — V um operador linear e seja A1, g, ..., \,. auto-
valores distintos de T'. Se vi,vq,...,v, $Go autovetores associados aos autovalores
A1, A2, - oy Ay, Tespectivamente, entao {vy,ve, ..., v} € Linearmente Independente.

Demonstracao: Provaremos usando inducao sobre r. Note que o resultado é valido
parar =1, poisse T': V — V é um operador linear com autovalor A\; e se v; é um
autovetor de T associado a Ay, entdo {v;} é linearmente independente, pois vy # 0.
Vamos supor agora que o resultado é valido para r — 1 e vamos provéa-lo para r,
r > 2. Para isso, considere a equacao

CL1U1 + a2v2 + A + aﬂrvr - 07 (35)
onde ay, as, . ..,a, sao numeros reais. Aplicando 7" em (3.5) , obtemos
CL1(/\1U1) + CLQ(/\QUQ) —+ 4 CLT(AT.UT> = 0, (36)

ja que T'(vj) = A\jv;, para todo 1 < j < r. Por outro lado, 7" possui pelo menos um
autovalor nao nulo, digamos A, # 0. Multiplicando ambos os lados da equagao (3.5)
por \., obtemos

aq ()\7-/01) + GQ()\TUQ) +---+ ar()\rvr) = O (37)
De (3.6) e (3.7),
ar(M — Ao +ag( Ao — Ao+ + a1 (A1 — A)vp—g = 0. (3.8)
Pela hipotese de indugao,{vy, v, ...,v,} é Linearmente Independente. Portanto, de
(3.8), segue que
aj(A; —Ay) =0,paratodol < j<r—1. (3.9)
Como por hipotese os autovalores Ai, Ao, ..., A, sdo todos distintos, de (3.9) obtemos
que a; = 0 para todo 1 < j <r —1. Substituindo esses valores em (3.6), concluimos
que a, = 0, ja que v, # 0. Portanto, {vy,vs,...,v,} é Linearmente Independente.

Corolario 3.13 Seja T : 'V — V um operador linear. Se dimV = n e T possui
n autovalores distintos, entao V' possui uma base formada por autovetores de T,
consideremos G como vetor gerador.

Demonstracao: Pela Proposicao 3.12, autovetores associados a autovalores dis-
tintos sao Linearmente Independentes. Como T’ possui n autovalores distintos,
existe um conjunto de autovetores {vy, va, ..., v,} linearmente independente. Como
G(v1,v9,...,0,) C VedimG(vy,vs,...,v,) =n=dimV, temos que G(vy, vg, ..., 0,) =
V. Portanto, {vy,vs,...,v,} € uma base de V. 0
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Veremos na secao 3.5, que a existéncia de uma base de V formada por au-
tovetores de um operador linear 7" : V' — V é equivalente a existéncia de uma
representacao deste operador por uma matriz diagonal, que é a forma mais simples
de se representar um operador.

Na segao seguinte, apresentaremos uma maneira mais simples e pratica de de-
terminar autovalores e autovetores associados a um operador linear.

3.4 Polinomio Caracteristico

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Procuramos v € R™ e escalares
A € R tais que Av = Av. Note que essa equacao pode ser escrita por (A — \)v =0,
onde [ é a matriz indentidade de ordem n. Como estamos interessados em calcular
autovetores de A, ou seja, v # 0 tais que (A — Al)v = 0, necessariamente det(A —
Al) = 0 caso contrario teria solugdes triviais.

Definicao 3.14 P(\) = det(A — \I) € chamado de polinémio caracteristico de A.

5 —1

Exemplo 3.15 Seja A = } a matriz do operador T(x,y) = (bx—y,3x+y)

3 1
em relacao a base canénica. O polindomio caracteristico de A € o polinémio
5—t -1 9
Rﬂﬂ_da{ ; 1_t]—t—%ﬁ+8
0

Exemplo 3.16 Considere A = —2 } a matriz do operador T'(x,y) = (—2y, x)

1 0
em relacao a base candnica. O polindmio caracteristico de A € o polinémio

-t =2

Pa(t) = det { o

1:t2+2.

Note que as raizes do polindémio do Exemplo 3.15, t; = 4 e t5 = 2, sao os
autovalores do operador dado no Exemplo 3.10 da secao anterior. O mesmo ocorre
em relacao ao Exemplo 3.11, que nao tem autovalores e o polinémio caracteristico de
sua matriz associada nao tem raizes reais. Diante disso, podemos concluir que existe
uma relagao entre os autovalores de um operador linear e as raizes do poliné6mio
caracteristico associado a ele.

O proximo teorema nos fornece essa relacao.

Teorema 3.17 Seja T :V — V um operador linear e seja f = {vy,vs,...,v,} uma
base de V. Entao

(i) v é um autovetor de T associado a ty se, e somente se,[v], € uma solu¢ao nao
trivial do sistema linear AX =0, onde A = tol — [T

[e'%4
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(ii) to € R é um autovalor de T' se,e somente se, ty é uma raiz do polinémio carac-
teristico da matriz [T]%, ou seja, P (to) =0,

Demonstragao: A demonstragio desse teorema pode ser encontrada em [3], pagina
235. |

3.5 Diagonalizacao de Operadores

Na secao 3.3, vimos que, algumas vezes, é possivel determinar uma base de V'
formada por autovetores de um operador linear 7" : V' — V. Quando isso ocorrer,
diremos que o operador linear T é um operador diagonalizével, pois a matriz que o
representa na base de autovalores é uma matriz diagonal.

Teorema 3.18 Um operador linear T : 'V — V admite uma base B em relagao a
qual a matriz [T]g ¢ diagonal se, e somente se, a base B for formada por autovetores

de T.

Demonstragao: Vamos supor que 5 = {v1,vs,...,v,} é uma base de V tal que
[T]g é diagonal, digamos

ay 0 0

0 a9 0
15 = ;

0 O an

Como
T(’Uj) = 01)1 + -+ OUJ',1 + a;v; + 0Uj+1 + -+ OUn = a;vj,

para cada 1 < j < n, segue que a; ¢ um autovalor de T" e v; & um autovetor de T'
associado a a;. Portanto, 8 é uma base formada de autovetores de 7. Suponhamos
agora que 3 = {uy,us,...,u,} é uma base de V formada por autovetores de T.
Existem, entao, ntimeros reais by, by, . .., b, tais que, para cada 1 < j <n,T(u;) =
bjuj. Observamos que os bj; nao sao necessariamente todos distintos. Por definigao,
temos

bp 0 ... 0
0 b ... 0
[T]g B
0 0 ... Dby
ou seja,[T]g ¢ uma matriz diagonal. 0

Pela demonstracao acima, podemos concluir que se, um operador 7" tem uma
representacao matricial dada por uma matriz diagonal [T}g, entao as entradas da
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diagonal principal sao dadas por autovalores de 7' e, mais ainda, a ordem que os
autovalores aparecem na entrada principal da diagonal é a mesma que os autovetores
respectivos na base (.

Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.19 Considere o operador linear T : R? — R?, definido por T(z,y) =
(—=3z — by, 2y) cuja matriz na base candnica é

-3 =5
A= [ N }
O polinémio caracteristico de T' € dado por

-3-A -5

P()\):det(A—)\I):' 0 o

‘ =(=3=-X)(2-\).

Pelo sequndo item do Teorema 3.17, os autovalores de T' sdo as raizes reais de P(\).
Entao, N2+ X—6 =0 e, portanto, \y = 2 e Ay = —3 sdo os autovalores de T'. Como
A1 # A9, seque da Proposicao 3.12 que os autovetores associados aos autovalores
A1 e Ay sao linearmente independentes e como dim R? = 2, formam uma base de
R2. Portanto, T é um operador diagonalizdvel. Agora, vamos exibir uma base de

autovetores. Considere
—-3—=A -5 x| |0
0 2— )\ y| |0

Para \y = 2, temos y = —x. Desse modo, 0s autovetores associados a A\ sao da
forma vy = (z,—x) = z(1,—1), © € R. Para Ay = —3, temos que y = 0. Assim,
os autovetores sao vo = (2,0) = x(1,0), € R. Logo, o conjunto {(1,—1),(1,0)}
forma uma base de autovetores de R?.

Até o momento, mostramos que um operador é diagonalizdvel exibindo uma
base de autovetores. Esse procedimento é satisfatorio quando lidamos com espagos
vetoriais de dimensao baixa. Para espacos vetoriais de dimensao alta essa maneira
pode nao ser conveniente, pois os calculos sao longos. Veremos a seguir como verificar
se um operador 7" : V. — V tal que dimV = n é diagonalizavel através de um
polindmio chamado poliné6mio minimal.

Definicao 3.20 Seja A uma matriz quadrada. O polinéomio minimal de A € um
polinomio m(z) = 2% + ap_12* 1 + -+ - + a, tal que

i) m(A) =0, isto é, m(x) anula A.
ii) m(z) € o polinémio de menor grau entre aqueles que anulam A.
Mostraremos no teorema adiante uma relacao importante entre polin6mio mini-

mal e operador diagonalizavel. Veremos que é possivel determinar se um operador
¢ diagonalizavel ou nao sem calcular os autovetores.
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Teorema 3.21 Sejam T :V — V um operador linear e B uma base qualquer de V
de dimensao n. Entao T ¢ diagonalizdvel se, e somente se, o polinémio minimal de
[T]g é da forma

m(x) = (z—M)(x—A2) -~ (x = \)

onde \i,--- , A\, sao todos distintos, com r < n.

O teorema a seguir nos d4 uma maneira de encontrarmos o polinémio minimal
de uma matriz, apresentaremos agora um dos teoremas mais relevantes da Algebra
Linear.

Teorema 3.22 (Cayley-Hamilton) Seja A uma matriz quadrada e seja Pa(t) o po-
linomio caracteristicao de A. Entdo, Pa(A) =0, onde 0 é a matriz nula.

Demonstragao: A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [3], pagina
240. O

1 2

Exemplo 3.23 Vamos considerar a matriz A = [ 10

} . O polinémio caracte-

ristico de A é

t—1 =2

Pa(t) = det(A —tI) = det { 1 :

}:tQ—tJrQ.

Pelo teorema de Cayley-Hamilton, P4(A) = 0. Vamos verificar agora esta igualdade.

Temos,
Pa(A) = A — A+ 21,

[ E L 2 ee]dY]
(3 2]+ ]+
-1 ]+ 0 ]
-0 0]

Observacao: Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, temos que o polinémio carac-
teristico ¢ um candidato para o polinémio minimal.

ou seja, obedece Py(A) = 0.
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Exemplo 3.24 O operador linear T : R* — R* definido por T'(z,y, z,w) = (3x—4z,
3y+5z, z,w) € diagonalizdvel. De fato, considere vy = {(1,0,0,0), (0,1,0,0),(0,0,1,0),
(0,0,0,1)} a base candnica de R*. Entio,

30 —4 0
03 5 0
Th=100 -1 o
00 0 —1

Calculemos o polinémio caracteristico. Temos
p(\) = det([T]] = AI) = (3= A)*(=1 = X)°

cujos autovalores sao A\y = 3 e Ay = —1, ambos com mutiplicidade 2, entao os
candidatos para polinémio minimal sao

ny) =w-3)(y+1)

pa(y) = (y —3)*(y + 1)
ps(y) = (y —3)(y + 1)?
pa(y) = (y = 3)%(y + 1™
E possivel mostrar que pi([T]7) = 0 e €, dentre todos os candidatos, o de menor
grau.
Logo,
pi(y) =y —-3)(y+1)

€ o polinomio minimal. Portanto, pelo Teorema 3.21, T ¢é diagonalizdvel, isto ¢,
existe uma base [ de autovetores e nesta base

)

= ®

I
coow
oo wo
o~ oo
—_ o oo



O Teorema Espectral

Neste capitulo, apresentaremos um dos teoremas mais relevantes da Algebra Li-
near, o Teorema Espectral. O mesmo nos d&4 uma caracterizagao de um operador
linear auto-adjunto. Iremos mostrar que todo operador auto-adjunto é diagonaliza-
vel, isto é, existe uma base de autovetores na qual a matriz que o representa nessa
base é uma matriz diagonal.

A proposicao a seguir nos diz que, dado um operador auto-adjunto, as raizes do
polindmio caracteristico da matriz associada a esse operador sao todas reais, isto é,
sao autovalores.

Proposicao 4.1 Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita e B uma base de
V. SeT :V — V é um operador linear auto-adjunto, entdo todas as raizes do
polinémio caracteristico P[T]@ $a0 NUMEros reats.

8

Demonstracao: O resultado segue imediatamente da Proposi¢ao 9.4.1 na referéncia
3] , pagina 252. O

Lema 4.2 Sejam V um espacgo vetorial de dimensao finita munido de produto in-
terno eT: V. — V um operador auto-adjunto. Se W C V € um espaco invariante por
T, isto é, T(W) C W, entao a restricao de T a W define um operador auto-adjunto
sobre o subespagco W.

Demonstracao: De fato, se T : V — V é um operador auto-adjunto, entao
(Tv,w) = (v,Tw), YV v,w € V, em particular, para os elementos de W, pois W C V.
Para concluir a demonstracao, note que 7' : W — W & um operador linear bem de-
finido, uma vez que W & um espago vetorial invariante por 7', ou seja, T(W) C W.

O

Finalmente, diante de todos esses resultados, estamos aptos para apresentar e de-
monstrar o resultado principal deste trabalho, o Teorema Espectral para operadores
auto-adjuntos. Mostraremos que todo operador auto-adjunto é diagonalizavel.
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Teorema 4.3 (Teorema espectral para operadores auto-adjuntos) Seja V. um es-
paco vetorial. Se T :'V — V é um operador auto-adjunto, entao existe uma base
ortonormal § de V tal que [T]g é diagonal.

Demonstracao: Usaremos inducao finita sobre a dimensao de V. Veja que, se dim
V =1, o resultado é 6bvio, pois toda matriz de ordem 1 x 1 é diagonal. Suponha que
n > 1 e que o resultado é valido para espacos de dimensao n. Sejam V um espaco
de dimnsao n + 1, § uma base de V' e A\ uma raiz real do polinémio Pr como T é
auto-adjunto, pela Proposicao 4.1, A € R. Logo, A é um autovalor de T". Considere
v um autovetor unitario de 7" associado a A\. O conjunto

W =A{w e V;{w,v)} =0,

¢ um subespaco vetorial de V', visto que W nada mais é que o complemento ortogonal
do subespaco gerado por v. Afirmamos que W é invariante por T, isto é, T (W) C W.
Com efeito, seja w € W. Pelo fato de T' ser um operador auto-adjunto, temos que

(T'(w),v) = (w,T(v)) = (w, \v) = Mw,v) =0,

o que implica que T (W) C W. Assim, pelo Lema 4.2, a restricdo S = Ty é um
operador linear auto-adjunto. Portanto, como dim[v] = 1 e como pela Proposi¢ao
2.8 todo vetor nao nulo de W é linearmente independente com v, pois sao vetores
dois a dois ortogonais, segue-se que dimW = n, visto que dimV = n + 1. Pela

hipotese de indugao, W admite uma base ortonormal {v,vs, ..., v,} formada por
autovetores de S (logo de T'). Consequentemente, 3 = {v, vy, v, ...,v,} é uma base
ortonormal de V' formada por autovetores de T. Logo, a matriz de T' na base (3,
[T]g, ¢ diagonal. 0

Observacao: Veja que a reciproca do teorema também é verdadeira, ou seja, se
¢ uma base ortonormal de V formada por autovetores, T' é auto-adjunto, pois [T]g é
uma matriz simétrica e [ é uma base ortonormal e o resultado segue da Proposi¢ao

3.7.

Exemplo 4.4 Considere o operador A : R3 — R3 dado por A(z,y, z) = (3z, —y, 3z).
Considere também em R3 o produto interno usual note que A é auto-adjunto, pois
sua matriz

0 0 3
Al=|0 -1 0],
3.0 0

na base candnica de R3 € simétrica. O polinémio caracteristico de A €

p(A) = (A = 9) (=1 =),

que possui trés raizes reais distintas, Ay = —3, Ay = —1 e A3 = 3 e 0s autovalo-
res correspondentes v = (—1,0,1), vo = (0,1,0) e v3 = (1,0,1) sao dois a dois
ortogonais. Deste modo,

<U17712> =0, <U17713> =0e <U2,U3> =0,
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com {v1, vy, v3} base de R3. Vamos normalizar v, e vs. Como |jvi|| = V2 e |lvs]| =
\/5, temos

L S _ 1 1
== (B0% )

B (L L
U3 = 03] V2T V2 )
Portanto, {vy,vs,v5} € a base ortornormal de R® descrita pelo Teorema Espectral.

A seguir, iremos apresentar um exemplo envolvendo sistemas de equacoes dife-
renciais que recorremos ao Teorema Espectral para encontrar a sua solucao.

Alguns fenémenos naturais podem ser modelados por meio de um sistema de
equacoes diferenciais ordinarias. Por exemplo, a populacao de coelhos em um deter-
minado ambiente depende do tamanho das populacoes de predadores e da disponi-
bilidade de alimentos. E claro que quanto maior o nimero de predadores, menor a
populacao de coelhos e quanto maior a disponibilidade de alimentos, possivelmente
serd maior a populacao de coelhos. Para representar e estudar esse tipo de feno-
meno, precisamos usar mais de uma variavel dependente e mais de uma equacao.
Sistemas de equacoes diferenciais sao a chave para isso.

Exemplo 4.5 Seja A uma matriz real simétrica n X n. Queremos encontrar as
solugoes em R™ da equacao diferencial

dX(t)
—= =AX(t
= ax (),
onde
1 (1)
To(t
x-| ™|
T (t)
¢ dada em termos de coordenadas que sao funcoes det, e
dxy(t)/dt
dX(t) dxo(t)/dt
dt :
dx,(t)/dt

Como a equacdo é dada em termos de coordenadas arbitrdrias, a sua solugdo pode
nao ser tao simples. FEntao, esquecamos um pouco essas coordenadas. Como por
hipdtese A € simétrica, o operador T : R™ — R" associado a A é auto-adjunto.
Assim, pelo Teorema Espectral 4.3, existe uma base de R™ de autovetores de T.
Agora, com respeito a essa mova base, podemos identificar qualquer vetor v € R"™

com novas coordenadas, as quais indicamos por yi,Ys,...,Yn. Em relacao a essa
nova base, temos que T' € representado por uma matriz diagonal, digamos:
A0 ... 0

0 X ... 0

0 0 ... A\
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onde M\, ..., \, sao autovalores de T'. Em termos dessas convenientes coordenadas,
nossa equacao diferencial se torna

MO0 o0\ (m v (1)
0 0 ... A\, Un, Yl (t)
15to €,
dyl dyn
()= —=X\ o) = =2 = A\,
Desse modo, considerando y;(t) # 0 para todo t ei=1,...,n, temos
/
(T
wlt) _
yi(t)

Integrando ambos os lados, obtemos

[ fra-

Iny;(t) =Nt +c=
yi(t) = et e,

tomando e© = k; uma constante, obtemos a solucao geral

Y (t) = kie)‘it.

Usamos esse exemplo para dar uma nocao do quanto é importante a escolha
adequada da base, deve-se usar sempre que possivel uma notagao sem coordenadas,
até que a escolha das coordenadas seja definida, a fim de solucionar o problema com
maior facilidade.



Consideracoes Finais

O trabalho permitiu abordarmos o assunto de diagonalizacao de operadores, com
énfase nos operadores auto-adjuntos. Vimos que 7' : V. — V ¢ um operador dia-
gonalizavel se, e somente se, existe uma base de V formada por autovetores de T
Mostramos através do resultado principal desse trabalho o Teorema Espectral, que
todo operador auto-adjunto é diagonalizavel, ou seja, admite uma base ortonormal
de autovetores e a matriz que o representa ¢ uma matriz diagonal, onde os elementos
da diagonal principal sao os autovalores de T'.

Vimos em alguns exemplos o quanto trabalhar com operadores diagonalizaveis
pode facilitar na resolucao de determinados problemas, encontrar suas solugoes se
tornam mais simples.

Aqui, estudamos operadores lineares definidos apenas em espacos vetoriais sobre
R, mas poderiamos estender esses resultados para espacos vetoriais sobre C. Nesse
iltimo caso, os operadores sao chamados de operadores hermitianos. O caso que
tratamos aqui é um caso particular do Teorema Espectral para operadores auto-
adjuntos. Existem diversas generalizagoes do Teorema Espectral, bem como para
operadores unitarios, operadores normais e operadores compactos auto-adjuntos em
espacos de Hilbert.

Acreditamos que nosso objetivo principal foi atingido e como resultado obtive-
mos um texto claro, bem estruturado, acessivel a diversos estudantes, mesmo que
nao possuam muito conhecimento sobre o assunto. Este trabalho foi muito impor-
tante para os meus estudos, pois me permitiu o aprofundamento neste tema bem
como aperfeicoar competéncias de investigacao, organizacao e comunicagao da in-
formacao. Buscamos escrever da forma mais simples possivel, para a construcao de
todo o trabalho, que esperamos ter alavancado com extrema clareza e objetividade.
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