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RESUMO

Quando em um circuito elétrico pretende-se determinar as correntes elétricas ou quando
pretende-se balancear certas reagoes quimicas ou, ainda, quando pretende-se estudar o
fluxo de trafego numa determinada via, a teoria de sistemas de equacoes lineares se torna
essencial para tal fim. Ela é uma parte fundamental da Algebra Linear, sendo suporte
para varias teorias na Mateméatica Moderna. A Fisica, a Quimica, as Engenharias e a
Biologia sdo exemplos de outras areas que se beneficiam dos resultados de sistema de
equagoes lineares. Um sistema de equagoes lineares é um conjunto de equacoes lineares
que, por sua vez, sdo polindémios de grau 1 com coeficientes reais (ou complexos). Quando
nos deparamos com um sistema de equagoes lineares, o objetivo principal é encontrar
uma solucgao para ele, que deve satisfazer simultaneamente todas as equagoes lineares.
Neste trabalho, apresentaremos parte da teoria de sistemas de equagoes lineares e daremos
énfase em algumas de suas aplicagdes em diferentes areas do conhecimento. Vamos nos
basear em varios autores e especialmente em: Boldrini (1986), Dante (2013) e lezzi, G.
Hazzan, S. (2004). O trabalho consiste também em apresentar algumas das possiveis
aplicagoes dos sistemas de equagoes lineares, visando ampliar os conhecimentos do leitor a
cerca do estudo de equacoes lineares. Procura-se resolver algumas situagoes problemas que
envolvem sistemas de equacoes lineares. O processo de investigacao da pesquisa consiste
em uma revisao bibliografica em livros de Matematica e Histéria da Matematica, artigos,

monografias e outros trabalhos cientificos que tratam do tema.

Palavras-chave: Equagoes Lineares, Sistemas de Equagoes Lineares, Aplicacoes de Siste-

mas de Equacoes Lineares.



ABSTRACT

When an electric circuit is intended to determine the electric currents or when it is intended
to balance certain chemical reactions, or when it is intended to study the flow of traffic in
a particular path, the theory of systems of linear equations becomes essential for such end.
It is a fundamental part of Linear Algebra, being support for several theories in Modern
Mathematics. Physics, Chemistry, Engineering and Biology are examples of other areas
that benefit from the results of a linear equation system. A system of linear equations is
a set of linear equations which, in turn, are degree 1 polynomials with real (or complex)
coefficients. When we come across a system of linear equations, the main objective is to
find a solution for it, which must simultaneously satisfy all linear equations. In this work,
we will present part of the systems theory of linear equations and will emphasize some of its
applications in different areas of knowledge. We will rely on several authors and especially
on: Boldrini (1986), Dante (2013) e Iezzi, G. Hazzan, S. (2004). The work also consists
of presenting some of the possible applications of systems of linear equations, aiming to
widen the reader’s knowledge about the study of linear equations. It is tried to solve
some situations problems that involve systems of linear equations. The research process
of the research consists of a bibliographical revision in Mathematical and Mathemati-

cal History books, articles, monographs and other scientific works that deal with the theme.

Keywords: Linear Equations, Systems of Linear Equations, Applications of Systems of

Linear Equations.
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Introducao

Existem varios conteudos de Matematica que sao bastante aplicadas em outras
areas do conhecimento. Sistemas de Equagoes Lineares é um deles. Chamamos de equagao
linear toda equacao da forma aixq 4+ asxo + asxs + ... + a,x,, = b. Os elementos ordenados
(a1, as,,,a,) sdo chamados de coeficientes das incognitas, (x1, s, ..., T, ) as incognitas e (b)

¢é o termo independente, que sera o resultado da equacao.

Um Sistema de Equagoes Lineares é um conjunto de equacoes lineares, ou seja,
as equagoes devem ser consideradas em conjunto, e nao de forma individual. A teoria de

sistemas lineares é a base e uma parte fundamental da Algebra Linear.

Esse trabalho tem como objetivo apresentar algumas aplicacoes do estudo da
algebra linear através dos sistemas de equacgoes lineares, visando ampliar os conhecimentos
acerca desse assunto. Procuramos resolver algumas situagoes problemas do nosso cotidiano
que envolvem esses conceitos, fazendo com que o leitor perceba, interprete e identifique as
aplicagoes dos mesmos em seus diversos campos e saiba resolver esses possiveis problemas
usando o melhor método de resolucao, haja vista que a percepcao da aplicacdo da mate-
matica em si é um grande desafio para os alunos, sendo consideradoalgo extremamente
complexo visualizar um problema usual, modelado matematicamente e resolvido utilizando

métodos algébricos. Dai, parte um dos principais motivos da elaboracao deste trabalho.

O trabalho foi desenvolvido em cinco capitulos. No segundo capitulo faremos uma
breve introdugao do tema, abordando os conceitos e as defini¢bes de equagoes e sistemas
lineares, e abordando um pouco da Histéria relacionada. No terceiro capitulo, citaremos
os métodos de resolugoes de sistemas de equagoes lineares, sendo esse capitulo um dos
mais interessantes, pois é nele que encontraremos uma 6tima base para resolver problemas
envolvendo sistemas. O quarto capitulo merece uma maior atengdo, pois se trata da peca
chave do trabalho. Nele, estao contidas algumas das possiveis aplicagoes dos sistemas de
equacoes lineares. Finalizaremos com o quinto capitulo com as consideragoes e contribuicoes

finais.



SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Neste capitulo apresentaremos a teoria de Sistemas de Equagoes Lineares, que foi
de fundamental importancia para a realizacao do objetivo principal, que foi apresentar
algumas de suas varias aplicagoes em diferentes areas do conhecimento. Ressaltamos que

trabalharemos apenas sobre o corpo R.

2.1 UM POUCO DA HISTORIA

Para de fato entendermos o que é uma equacao linear, ou como se obtém um sistema
linear, é preciso antes, viajarmos no tempo para compreendermos melhor como se deu a
introducao a esse estudo. E preciso conhecer aqueles que influenciaram e contribuiram

para o crescimento e desenvolvimento dessa area.

Conforme Campos (2010), a viagem comega a ser analisada no periodo em que os
conhecimentos mateméticos algébricos eram utilizados apenas para auxiliar e desenvolver
as atividades e necessidades do dia-a-dia, vivenciadas pelos Egipcios e Babilonicos em
meados dos séculos IX e VIII a.C. Esses conhecimentos algébricos utilizados por esses
povos antigos eram bem superficial, haja vista que a matematica comecava a dar seus

primeiros passos ali.

Um pouco mais adiante, ainda de acordo com Campos (2010), por volta dos
séculos Il e I a.C. com os conhecimentos algébricos bem mais consolidados comegou a ser
difundido no oriente e ocidente os conceitos e estudos de sistemas de equacoes lineares,
sendo bem mais aceito no oriente (200 a.C e 100 a.C). No oriente médio, foi publicado o

bR

livro de Matematica “chui Chang suan shu” “nove capitulos sobre a arte da Matematica”.
Considerado por alguns autores como um dos textos mais importantes de Matematica
Chinesa. Entre os assuntos abordados pelo livro, encontram-se problemas sobre mensuragao
de terras, agricultura, sociedade, engenharia, calculos, tridngulos retangulos e solucao de
sistemas de equagoes lineares, onde pedagos de bambus em tabuleiro eram usados para

representar os sistemas de equacgoes lineares, e a técnica usada para manipular os pedagos



CAPITULO 2. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES 9

de bambus para chegar ao resultado do problema, assemelha-se com métodos de resolucao

desenvolvidos e utilizados em épocas mais adiantes.

O Cap. 8 do nove capitulos é significativo por conter a solucdo de
problemas sobre equagoes lineares, usando tanto niimeros positivos quanto
negativos. O ultimo problema no capitulo envolvem quatro equagdes em
cinco incégnitas, e o topico das equagdes indeterminadas continuaria a
ser um dos preferidos entre os povos orientais. (BOYER, 1996, p.134)

E no nove capitulos que encontramos o primeiro registro do uso de matriz associada
a sistemas de equacoes lineares, com a representacao da matriz ampliada para resolver o

seguinte problema.

Existem trés tipos de milho, dos quais trés montes do primeiro, dois do
segundo e um do terceiro totalizam 39 medidas. Dois montes do primeiro,
trés do segundo e um do terceiro totalizam 34 medidas. Finalmente,
um monte do primeiro, dois do segundo e trés do terceiro totalizam 26
medidas. Quantas medidas de milho estdao contidas em um monte de cada
um dos tipos? O problema leva a um sistema de trés equagdes lineares a
trés incognitas, que o autor escreve como

1 2 3

2 3 2

3 1 1
26 34 39

(ANTON; BUSBY, 2006, p. 64).

Dando um salto no tempo, chegamos ao século XVII e nos deparamos como um
dos maiores matematicos da época, o japonés Seki Kowa, que contribuiu para matematica
progredindo os conhecimentos adquiridos dos Chineses sobre determinantes, onde o termo
determinante ainda nao estava claramente definido. Posteriormente, ainda no mesmo
século por volta de 1693, Gohfried Wilhelm Leibniz, atribuia as primeiras referéncias aos

determinantes, citados em cartas escritas por ele para L‘Hospital.

Avangando um pouco mais na Histéria, vamos conhecer alguns estudiosos que
também contribuiram com os métodos de resolucao de sistemas de equacdes lineares.
Gabriel Cramer (1704-1752) foi um deles, conhecido pela regra de cramer, método esse que
leva seu nome. Este método consiste em resolver sistemas, em que a matriz dos coeficiente
seja inversivel e que o nimero de equagoes lineares seja igual ao nimero de incégnitas.
A solugao do sistema é classificada em possivel, possivel e indeterminada e impossivel de

acordo com o determinante da matriz A. (Veremos isso no capitulo III)

Outro matematico que contribuiu bastante para resolugao de sistemas foi o ma-
tematico Carl Friedrich Gauus, com o método de eliminagdo de Gauss ou método do
escalonamento, que consiste em reduzir através de operacoes elementares a matriz am-
pliada do sistema em uma matriz na sua forma escada, obtendo assim um novo sistema

equivalente (que tem o mesmo conjunto solugdao) ao sistema inicial.
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2.2 EQUACAO LINEAR.

Segundo Dante (2013, p. 109), uma equagao linear defini-se da seguinte forma.

De modo geral, denomina-se equacao linear toda equagao que pode ser
escrita da forma geral: (a;x1 + asxs + aszs + ... + a,x, = b). na qual:
1, T3, ,, T, SA0 incoégnitas;

ai,as, ,,a, sdo niumeros reais chamados coeficiente das incognitas;

b é o termo independente.

Dessa forma, temos que uma equagao linear é um tipo de equacao que contempla

relacoes algébricas entre variaveis de grau um.

Exemplos de equagoes lineares:
Exemplo 2.1

1. 2x-30 =x + 15;
2. x + 30 = 80;
3. x+2y+4z=19e

4. 4x - 20 = 3x + 20.

E importante ressaltar que existem equacoes que nao sao lineares. Mas esses tipos
de equagdes nao serao estudados aqui, por nao fazerem parte dos objetivos do nosso
trabalho.

2.3 SOLUCAO DE UMA EQUACAO LINEAR.

Antes de definirmos de modo geral como encontar a solu¢ao de uma equacgao linear,
observaremos como ¢ o comportamento da mesma quando atribuimos valores para suas

incognitas. Feito isso, definiremos como determinar a solugdo de uma equacgao linear.
Exemplo 2.2 2z + 2y = 10.
Para esse exemplo vamos verificar alguns pares ordenados.

e (2,3) E uma possivel solugio, pois 2.(2) 4 2.(3) = 10;
e (5,0) Também é solucao, pois 2.(5) +2.(0) =10 e

e (4,2) nao ¢é solugao, pois 2.(4) +2.(2) # 10
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Observando o exemplo acima, a partir da verificagdo dos pares ordenados, podemos
generalizar que a solucdo de uma equacio linear é uma n-upla! de nimeros reais de modo
que satisfaca a equagdo. Assim como Dante (2013) generaliza a solu¢do de uma equagao
linear.

Generalizando, dada a equacao linear:

a1x1 + asxs + azxsz + ... + a,x, = b, dizemos que énupla ordenada
de ntmeros reais (aq, as,,,a,) é solugdo da equagao se, e somente se:
a1 + a20i2 + a3z + ... + ApQy, = b (idem, p. 110)

A seguir, daremos mais alguns exemplos de equagoes lineares.
Exemplo 2.3 2z + 3x = 25.
Exemplo 2.4 z 4y = 5.
Exemplo 2.5 2 +y+ 2z = 3.

Exemplo 2.6 Sabendo que a soma dos angulos internos de um triangulo qualquer mede
180, e que um tridngulo equilatero possui todos os dngulos iguais, qual o valor de cada
angulo interno desse triangulo?

Exemplo 2.7 Daqui a 7 anos terei 21 anos de idade. Quantos anos tenho hoje?

2.4 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES.

Antes de definirmos formalmente o que é um sistema de equagoes lineares, é
interessante definir primeiro o que é um sistema. Propriamente dito, é um conjunto,
cole¢do, uma combinacgao de elementos organizados para formar algo maior. Para nosso
estudo, esses elementos tratam-se das equacoes lineares. Agora ficou facil compreender o

que de fato é um sistema de equacoOes lineares ou sistema linear.

Vejamos com o Dante (2013) define um sistema de equagdes linear.

I E a uma sequéncia ordenada de termos finitos
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Definicao 2.8

Denomina-se sistema linear m x n o conjunto de m equacoes lineares em
n incognitas, que pode ser representado assim:

a1171 + a2 + a13w3 + ... + a1, Ty = by

a2171 + ag02 + A2373 + ... + A2, Ty = b

Am1Z1 + Qoo + Am3x3 + ... + QG @n = by, (idem, p. 111)

O sistema apresentado acima possue ordem m x n, (que se l&é m por n), e a;; € R
coml1<i<m,1<j57<n,beRei,jmen € Z.

Apresentaremos aqui as nogoes basicas de como um dado sistema de equacoes line-
ares se associa a uma matriz. Esses conhecimentos serao necessarios para compreendermos

alguns métodos de resolucao desses sistemas, que serao apresentados no proximo capitulo.

considerando o sistema linear m x n abaixo.

a11r1 + a9 + ...+ a1y, = bl
2171 + A22%2 + ...+ AonTy = bg

A1 T1 + QmaTo + ... + QpnTyn = bm

Ele pode ser escrito na forma matricial AX = B. Veja a representacao:

ai;y ... Qip T b1

e A é a matriz dos coeficientes;
e X é a matriz das incognitas e

e B ¢é a matriz dos termos independentes.

Multiplicando a matriz A pela matriz X das variaveis e igualando a matriz B dos
termos independentes retornaremos ao nosso sistema inicial.

Outra forma de associar um sistema linear m x n, a uma matriz é representa-lo
como uma matriz aumentada ou ampliada, cujos elementos sao os coeficientes e os termos

independentes dispostos da seguinte forma.
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A matriz aumentada tem ordem m x (n+1).

2.5 DETERMINANTE DE UMA MATRIZ

Entender como ¢ a relagao do determinante de uma matriz com sistemas de equagoes
lineares foi de fundamental importancia para o nosso estudo, pois essa relagdo nos revelou
informacoes relevantes sobre a solug¢ao de um determinado sistema. Isso sera apresentado no
proximo capitulo com mais detalhes, onde veremos que o determinante esta intrinsicamente

ligado a solucao de sistemas lineares.

Denotaremos o determinante da matriz A por det(A).
Exemplo 2.6

Exemplo 2.9 Dado um sistema com uma equac¢ao e uma incoégnita, ax = b, com
b

a”

a # 0. A matriz dos coeficintes é A = [ a }, e a solucao é xr =

Perceba no denominador, que o determinante de A esta diretamente associado a
matriz dos coeficientes. Caso ele seja igual a zero, temos uma indeterminagao, onde pode
haver infinitas ou nenhuma solugao para o sistema. Para o caso em que a = 0 e b # 0,
dizemos que a equagao nao tem solucdo. J4 no caso em que a = 0 e b = 0, a equacao

possui infinitas solugoes.

A seguir, iremos relacionar o conceito de determinante e a solu¢do de um sistema

linear.

Exemplo 2.10 Seja um sistema de ordem 2. Considere ad — bc diferente de zero.

g ax + by = K (i)
) ex+ dy = Ky (i)

Ele pode ser escrito na forma matricial AX = B.

b K
“Plx=|"]eB=]""
c d Y Ky

Multiplicando por ¢ a equagdo (i) e poe a a equagao (ii) e,em seguida subtraindo
(i) de (i) obtemos:

A

g_ acx + bcy = cK;
| ace + ady = aky

ady — bey = Koa — Kyc
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y(ad — be) = Kya — K

Como ad — bc # 0, segue que
. Kga — ch
v= ad — be
No sistema inicial, se multiplicarmos (i) por d e (ii) por b, em seguida subtrairmos

(ii) de (i) obtemos analogamente,

Kid — Ksb
r=——"
ad — be
1 3 (A A _ Kjd—Ksb _ Koa—Kjc
Assim, a solugdo tnica é v = ~L522 e y = =25 1¢

Desse modo, podemos concluir que, se o determinate da matriz dos coeficientes,

ad — be, for diferente de zero, o sistema admite solu¢ao unica.

Por nao fazer parte diretamente do objetivo do trabalho, omitiremos algumas
demonstracoes a respeito de determinante e suas propriedades. Para o leitor curioso, veja
Boldrini (1986), capitulo 3.

Para Dante (2013, p. 92) e Boldrini (1986, p. 66).

Definicao 2.11 “O determinante ¢ um ntimero real que esté diretamente associado

as matrizes quadradas”.

Por exemplo o determinante de uma matriz 2x2, ou de ordem 2, é dado pelo produto

dos elementos da diagonal principal menos o produto dos elementos da diagonal secundaria.

ai; Q2

D = = a11 * A2 — 21 * G412

Q21 Q22

Para calcular o detreminante de ordem 3, aplicaremos a regra de Sarrus, que
consiste em repetir a direita as duas primeiras colunas da matriz dada e aplicar o mesmo

procedimento usado para calcular o determinante de ordem 2.

a1 Q12 Q13 | A1l Qai2
D =1 as az a3 |an as

31 agzz Aasz | azir Aas2

D = (a11%a22%a33+a12%A23%A31+A13% A1 *A32) — (A31%A22% A1 3+ A30% Aoz Q11 +A33%A21 %A1 2)

A seguir, daremos uma definicdo mais formal do célculo de determinante de uma
matriz de ordem qualquer. Nesta, usamos a teoria de permutacoes. [remos omitir aqui o

detalhamento dessa teoria que pode ser encontrada no livro de Boldrini (1986, p. 67).
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Definicao 2.12 detla;;] =Y, (—1)7a1j1a2j2a3]3....... apjn- Onde j = 7(j1,J2y s Jn)
¢ o nimero de inversoes da permutacao (ji, j2, ..., jn), € p indica que a soma ¢ estendida a

todas n! permutacgoes de (1,2,3,...,n).

Observacao: existe outro método para calcular determinantes de uma matriz
quadrada de qualquer ordem chamado de Desenvolvimento de Lapalce. Por nao fazer parte
dos objetivos do trabalho, omiteremos esse método que pode ser encontrado em qualquer

livro de Algebra Linear, por exemplo Boldrini (1986) entre outros.

2.6 SOLUCAO DE UM SISTEMA DE EQUACOES LINEARES.

Até aqui, ja sabemos a definicdo de como resolver uma equacao linear, que é uma
n-upla ordenada de ntimeros reais que satisfaz a equacao. Para um sistema linear, segue-se
o mesmo padrao, com apenas uma observacao: Essa n-upla ordenada deve necessariamente

satisfazer simultaneamente todas as equacoes do sistema.

A seguir, daremos alguns exemplos em que explicitamos as solugoes de um dado
sistema linear. Porém, nao daremos énfase nos métodos de resolucao, que serao vistos com

detalhes no terceiro capitulo.

Definigao 2.13 “Dizemos que (aq, g, ,, o) € solugdo de um sistema linear quando
(v, (g, , , vy € solugao de cada uma das equagoes do sistema, ou seja, satisfaz simultanea-
mente todas as equagoes do sistema” (DANTE, 2013, p. 111)

Exemplo 2.14

o 2¢ + 3y = 13
3r — 5y = 10

Verificando o par ordenado (5,1).

1. 25+31=13¢

2. 3.5 —-5.1=10.

O par ordenado (5, 1) satisfaz ambas equagoes. Logo, é solugao para o sistema. E

possivel ainda mostrar que essa é a tnica solugao.

Na resolucao de um sistema linear temos os seguintes casos: solu¢ao tnica, infinitas

solucoes ou nenhuma solucao, onde uma, e somente uma, ¢ verdadeira para cada sistema.
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Para demonstrar e exemplificar esses casos, seguiremos a mesma linha que o autor
Boldrini (1986) utiliza na teoria de sistemas. Iremos considerar uma sistema de ordem 2

em que daremos a sua solugao e sua representacao grafica.
e Possivel e determinado: tem apenas uma tnica solucgao.

Exemplo 2.15

Para o sistema ax = b com a # 0 temos x = g Este sistema possui solugao tnica.

5:{ x4y =2(i)

x + 2y = 3(i7)

Subtraindo (i7) de (i), y = 1, aplicando em (7), encontramos x = 1, o par ordenado (1, 1)
é solucao tnica do sistema. Para ver isso geometricamente, perceba que (1,1) é o tinico

ponto comum as duas retas concorentes (i) de (ii). Por isso o sistema possui tnica solucao.

Figura 1 — Representagao geométrica: Caso Possivel e Determinado

Fonte: Sousa (2016)

e Possivel e indeterminado: tem infinitas solugoes.

Exemplo 2.16

ar =bcoma=0eb=0, temos Oz = 0. Qualquer niimero real x é solugao.

2z + 2y = 4(i1).

S:{ r+y=2(i)
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Subtraindo (ii) de (7), temos x + y = 2, aplicando em i,

2042y =4=212-y)+2y=4=4-2y + 2y =4=4 -0y = 4=0y = 0

Observe que quando temos Oy = 0, podemos considerar qualquer valor para y que
mesmo assim, a igualdade se mantém verdadeira, o conjunto solugao desse sistema ¢é obtido

atribuindo-se valores a incognita y. Logo, temos infinitas solugoes.

Representagdo geométrica:

Figura 2 — Representagao geométrica: Caso Possivel e Indeterminado

|
N

Fonte: Sousa (2016)

O gréfico trata-se de duas retas coincidentes. Portanto, todos os pontos de uma

reta é comum a outra.
e Impossivel: quando nao tem solucao.

ar =bcom a=0eb#0 temos Ox = b. Nao existe solucdo, com x € R

S:{ r+y=2(i)

22 + 2y = 5(ii)

Subtraindo (i) de (), temos x + y = 3, aplicando em i1,

20 +2y=5=23-y) + 2y =5=6 -2y + 2y = 5=6 - 0y = 5=0y = 1 impossivel.
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perceba que nao existe valores para x e y que satisfaca a segunda equacao. Geometricamente,

temos.

Figura 3 — Representagao geométrica: Caso Impossivel

Fonte: Sousa (2016)

o grafico trata-se de duas retas paralelas. Portanto nao existem pontos comuns entre elas.

Obs: Os trés graficos foram feitos no geogebra.



METODOS DE RESOLUCAO DE SISTEMAS DE
EQUACOES LINEARES.

Quando se estuda sistemas lineares, o principal objetivo é determinar o seu conjunto
solugao, o que nem sempre é simples. Pois, dependendo do niimero de equagoes e variaveis,
essa tarefa se torna bastante complicada. Para isso, existem alguns métodos que podem
simplificar o nosso trabalho. Neste capitulo, iremos apresentar e exemplificar alguns dos

diferentes métodos de resolucao de sistemas de equagoes lineares.

Em todos os métodos iremos considerar sistemas de ordem 2, apenas para simplificar

os calculos. No entanto, podemos considerar sistemas lineares de ordem qualquer.

Dentre os métodos de resolugao aqui apresentados, temos: o método da substituicao
e da adigdo, (esses sao mais usados na educagao bésica) a regra de Cramer, o método de

escalonamento e o método de Gauss.

3.1 METODO DA SUBSTITUICAO E DA ADICAO.

O método da substituicao consiste basicamente em isolar uma incégnita de uma
determinada equacao e substituir em outra equacgao para encontrar os valores das outras
incégnitas. Encontrando o valor de uma, basta substitui-la em qualquer uma das equagoes
do sistema para encontrar os valores das demais incégnitas, resolvendo assim o sistema. Ja
em sistemas de maior ordem esse método se torna um pouco mais trabalhoso, nao sendo o

mais recomendado, a menos que esse esteja na forma triangular.

Caso esteja na forma triangular como explica Lamin (2000, p. 15), “Resolve-se a
n-ésima equagao para z,. Este valor é usado para calcular z,,_; na (n-1)-esima equagao.
Os valores de x,, e x,_1 s@o usados na (n-2)-ésima equagao para encontrar x, o, e assim

sucessivamente”.

Apresentaremos a seguir um exemplo, para que fique mais claro a utilizagao do
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método citado acima.

Exemplo 3.1
g 20 +y=4 (i)
r+y=3 (i1)

Primeiro passo: escolher uma equacao e isolar uma incégnita. Escolhemos a equacgao
(ii) e isolamos a incégnita z, temos x = (3 — y) (4i);

Segundo passo: aplicando esse novo resultado em (i), temos

2B-y)+y=4=6—-2y+y=4=—y=-2(-1)=>y=2.

encontrando, assim, o valor de uma das incégnitas.

Terceiro passo: aplicar o valor da incégnita em qualquer uma das equagoes (i) ou

(ii). Aplicando em (ii), tem-se

r+2=3=x=1.

logo a solugao do sistema S é {x =1, y = 2}.
No final desse capitulo, resolveremos um sistema na forma triangular.

METODO DA ADICAO.

O método da adicao consiste em somar as duas equagoes. Seu uso é adequado
quando o coeficiente de uma das incognitas em uma das equagoes € inverso aditivo do
coeficiente da mesma incoégnita na outra equacao. Assim, aplicando a operacao de soma,

conseguimos eliminar essa incognita.

Vamos resolver o sistema dado no exemplo 3.1, utilizando o método da adic¢ao.

S:{ 2 +y=4 (i)
r+y=3 (i)

Multiplicando (ii) por -1 temos

2 =4
g_ rT+y
—xr—y=-3

Somando as duas equagoes, obtem-se x = 1. Agora, substituindo esse valor em (i)
ou (ii) encontraremos o valor y = 2.

Exemplo 3.2

51:{ br+2:=0 (i)

—br—y=0 (i)
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Somando as duas equagoes temos

22 —y=0=>2z2=y = z=

[N

aplicando em (i), tem-se
Sr+y=0=5x=-y = x=+H

O conjunto solucdo de Sy ¢ {=*,y, ¥} com y € R. Logo, temos infinitas solugoes.
Perceba que o conjunto solucao depende do valor atribuido a y.

Exemplo 3.3

32:{2x+2y:4 (@)
—rz—y=4 (i)

Multiplicando (iz) por 2 somando com (i), obtemos diretamente 0 = 12, o que é

um absurdo.

Portanto, o sistema S, nao possui solugao.

3.2 REGRA DE CRAMER.

A regra de Cramer é um excelente método de resolugdo, mas que possui algumas
restrigoes. Esse método s6 pode ser usado em sistema de ordem n (n x n), pois sua
aplicacao se apoia inteiramente no estudo de determinantes, e, além disso, nao ¢ muito

comum utiliza-lo em sistemas de ordem maiores que 3.

Conforme destacam (SILVA; FEITOZA; DALL‘AGNOL, 2011, p. 15), “A Regra
de Cramer é muito utilizada em Sistemas de Equacoes Lineares de até no maximo trés
incégnitas, pois mais que isso ela se tornara mais trabalhoso em sua resolucao, apresentando

desvantagens sobre outros métodos”.

Vimos que, dado um sistema linear de ordem n, podemos associa-lo a uma matriz
cuja representacao é da forma Ax = b, onde A é a matriz dos coeficientes. Vamos chamar
de D o determinante de A. A Regra de Cramer s6 podera ser usada quando o determinante
da matriz dos coeficientes for diferente de zero, ou seja, no caso em que a matriz A seja

inversivel.

Teorema 3.4 Seja S um sistema linear com niimero de equagoes igual ao niimero
de incognitas. Se D # 0, entdo o sistema sera possivel e terd solugao tnica (ay, g, ..., ay,),

tal que
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a i-ésima coluna de A pela coluna dos termos independentes das equacoes do sistema.

Usaremos um sistema genérico para exemplificar a Regra de Cramer.

a1xr + a1y + 132 = b1
S = a21% + Ay + a3z = by

asi1x + asay + as3z = b3.

Escrevendo esse sistema na sua forma matricial AX = B, sendo,

@11 a2 13 x by
A= ayn ax a3 |, X=|y|eb=]10b |,

a31 Q32 as3

primeiro, vamos calcular o determinante da matriz dos coeficientes.

aix Giz2 0413
det(A) = | az ag ags | =D.
31 az2 0433
De acordo com o teorema, consideremos D # 0, para que o sistema possua uma tinica
solucao. Agora, vamos calcular o determinante, substituindo na matriz dos coeficientes a

coluna dos termos independente, da seguinte forma:

by a2 as
det(Ax) =1 by asy as3 | = D1,
bs asy ass
a; b1 ags
det(Ay) = | ag by a3 |[=Dy e
az; bz ass
aj; a2 by
d@t(Az) =1 91 Q922 bg == D3'

as; agz bs

pelo teorema 3.4, o valor de cada incégnita serd dado da seguinte forma

_ _ Do D
r="pY="DpHr* =T
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A seguir, resolveremos um exemplo usando esse método. Exemplo 3.5

r+y+z=4
Si=4 3r+2y—32=5
2r+y—2=4

Escrevendo esse sistema na forma matricial AX = B, com

1 T 4
-1
Temos;
1 1 1
det(A)=13 2 -3 |=-3#0.
2 1 —1

4 1 1
4 1 -1

1 4 1

det(A,)) =13 5 -3 |=-3 e

2 4 -1

1 1 4
det(A)=|3 2 5|=-3
2 1 4
Temos que, z = E:g; =2, y= % =1,z= gfg) =1, é solucao de 5;.

S1é{x=2,y=12z=1}
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3.3 METODO DO ESCALONAMENTO.

Esse método consiste em reduzir o sistema inicial em um sistema equivalente mais
simples (na sua forma escalonada), onde se entende por sistema equivalente aquele que

possui o mesmo conjunto solugao do inicial.

Esse é um método utilizado para todos os tipos de sistemas e que segundo lezzi

(2004), define-se da seguinte forma.

Definicao 3.6 “Dado um sistema linear S em que em cada equacao existe pelo
menos um coeficiente nao nulo, dizemos que S esta na forma escalonada, se o niimero de

coeficientes nao nulos aumenta de equagao para equagao”. (IEZZI, 2004, p.140).

Para chegarmos ao sistema escalonado, primeiro o colocaremos na forma matricial
e, em seguida, realizaremos as seguintes operagoes elementares entre as linhas da matriz

aumentada.
e Trocar de posicao;

e Multiplicar por uma constante diferente de zero;

e Somar membro a membro, de uma linha para outra.

O que garante o uso dessas operagoes sao os seguintes teoremas.

Teorema 3.7 Em um sistema linear S, podemos permutar a i-ésima pela j-ésima

linha (L; <+ L;). O novo sistema obtido S’, serd equivalente a S.

Encontramos um exemplo no livro [2].

1 5 =2 —4 2 -3
A= —4 2 -3 Lo+ L) = 1 5 =2
0 3 -1 0 3 -1

Teorema 3.8 Multiplicando-se os membros de uma equacao qualquer de um

sistema linear S por um nimero K # 0, o novo sistema S’ obtido serd equivalente a S.

Encontramos a demonstragao no livro [7].

1 5 =2 1 5 =2
0o 3 -1 0 9 -3

A seta <, aponta a linha que serd modificar pela operacdo, e o 3* L3, é a operacao.

Teorema 3.9 Se uma equacao de um sistema linear S for substituida pela soma,

membro a membro, dela com outra, o novo sistema obtido S’ sera equivalente a S.

Encontramos a demonstragao também em [7].
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1 5 -2 1 5 -2
A=1| -4 2 -3 | Ly Ly—2%Ls= | -4 —4 —1
0 3 -1 0 3 -1

FORMA ESCADA OU TRIANGULAR.

A matriz na sua forma escada ou triangular tem a forma abaixo e satisfaz as

seguintes condigoes.

com M\ € R.

e O elemento pivo é aquele que possui apenas elementos nulos abaixo dele.
e Coluna pivo é aquela que possui o elemento pivo.

e Na forma escada, temos que o pivo de cada linha nao nula é 1. E ele é o tnico

elemento ndo nulo de sua coluna.

Para escalonar um sistema na forma matricial, adotaremos alguns algoritmos que

poderao ser usados em sistemas de qualquer ordem.

1. A primeira coluna nao nula da esquerda para a direita é uma coluna pivo;
2. Se necessario, troque linhas para ter um pivo nao nulo;
3. Zere os elementos abaizo e acima do pivo (aplicando as operagoes p. 24);

4. Repita os passos nas proximas linhas.

Depois da matriz aumentada associada ao sistema ser escalonada, obtemos de

imediato a solugao do sistema.

Um sistema linear se caracteriza em possivel determinado, quando possui uma tnica
solucao, possivel indeterminado, quando possui infinitas solugoes, e impossivel, quando nao
possui solugao. Quando apds o escalonamento ocorrer uma linha da forma, 0 0 ... A,

com A # 0 € R. Dizemos que o sistema ¢é impossivel.

Verificamos se o sistema é possivel quando nao ocorre nenhuma linha dessa forma

acima.

Entao, ou o sistema possui tinica ou infinitas solugoes.
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Proposigao: Sejam A uma matriz m x n e B uma matriz m x 1. Se o sistema

linear AX = B possui duas solugoes distintas Xy # X; , entdo ele tem infinitas solugoes.

Demonstragao Seja X) = (1 —A\)Xo+A Xy, para A € R. Vamos mostrar que X, é

solucao do sistema AX = B, para qualquer A € R. Para isto vamos mostrar que AX, = B.

AXy = A[(1 = N XotA Xi] = A(1 = M) Xo + AN Xy = (1 — M)AXo+A A X,.
Como X e X, sao solugoes de AX = B, entdao AXg= B e AX; = B, portanto AX\ =
(1-XN)B+4+X B =[(1-\)+ \B = B, pela propriedade distributividade, de matrizes.

Assim o sistema AX X = B tem infinitas solugoes, pois para qualquer valor de A €
R, X, ¢é solugao. Observe que para A = 0, X\ = Xy, para A =1, X, = X, para A = %,
X, = %Xo + %Xl, para A =3, X, = —2Xy+3X; epara A = =2, X, =3X; — 2X;. Essa
proposigao foi encontrado em Brasil (2010, p. 48)

Se o sistema for de ordem n e possuir todas as colunas com pivd, isso significa que

o sistema é possivel e determinado, ou seja, possui inica solucao.

Quando existir pelo menos uma coluna sem pivo, esse sistema serd possivel e
indeterminado, ou seja, possui infinitas solugoes. Teremos, entao, incognitas dependentes e

outras livres.

Exemplo 3.10 Para melhor entendermos como se da o processo de escalona-
mento de um sistema, resolveremos um exemplo, para que fique claro os algoritmos do

escalonamento. Considere

r+y+z2="7
S=9 2x+y—2=9 .
rT—2y+22=2

Primeiro Passo. Escrever a matriz ampliado do sistema: Seja

1 1 1
M=|2 1 —-109
1 -2 2

Agora vamos escalonar a matriz, utilizando as operacoes entre linhas e seguindo os
algoritmos para chegarmos a um sistema equivalente ao primeiro, sé que mais simples de

resolver.

Segundo Passo. Zerar os elementos abaixo e acima do pivo

1 1 1 1 1 17
1 -2 2 2 1 -2 2 2
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1 1 17 11 1 7
=10 1 3 5 |Lyg<~Ls—Li=|0 1 3 5
1 -2 2 2 0 -3 1 =5

Terceiro Passo. Para estar na forma escada, o primeiro elemento nao nulo da segunda
linha deve ser igual a 1, ou seja, o pivo deve ser igual a 1. Apos feito isso, repetir os

mesmos passos feito no segundo passo.

(11 1 7 11 1 7
=10 1 3 5 | Ly<3xLo+Ly=|01 3 5
0 -3 1 -5 00 10 10
(111 7 10 -2 2
=101 3 5 |LieLi—-L=|01 3 5
100 10 10 00 10 10

Quarto Passo. Para estar na forma escada, o primeiro elemento nao nulo da terceira
linha deve ser igual a 1, ou seja, o pivo deve ser igual a 1. Apds feito isso, repetir os

mesmos passos feito no 2° passo.

0 —2 2 10 —2
=101 3 5 |Ly+~B=101 3
0 10 10 0 0
(10 —2 2] (10 —2 2
0 0 1 1
(10 —2 2 (10 0 4
=01 0 2| Li+<L+2«xLy=101 0 2
0 1 1 0011

Essa tultima matriz, estd na forma escalonada ou na forma triangular.

Agora, vamos analisar o comportamento da matriz escalonada para sabermos se
o sistema tem solugdo. Como o sistema possui todas as colunas com pivo, isso significa
que o sistema é possivel e determinado, ou seja, possui tinica solucao. Obtemos o seguinte

resultado:

\’
—_
— N
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conjunto solu¢ao {x =4,y =2,z = 1}.
Vamos resolver outro exemplo usando o mesmo método.

Exemplo 3.11
g _ rT—2y+4z2=2
‘ 2 —4dy+82=5

A matriz ampliada do sistema é
1 =2 4 2
M = )
[ 2 -4 8 5 ]

Aplicando as operagoes elementares nas linhas da matriz, obtemos

_[1—242

1 -2 4 2
12 -4 8 5 '

0 0 0 -1

L2<—2*L1—L2:>|:

Dai segue que, o sistema na sua forma escalonada possui a iltima linha igual a

0 0 ... XN ,com A€ R* Entao, o sistema nao possui solucao.

3.4 METODO DE GAUSS.

Esse método é semelhante ao anterior, porém envolve um menor niimero de opera-
¢oes elementares. Continua-se trabalhando com a matriz ampliada do sistema, aplicando
as operacoes elementares de modo a chegar em um sistema equivalente. O que difere da

forma escada é que.

e A coluna que contém o elemento pivo de alguma linha, tem todos os elementos abaizo

desta linha iguais a zero.

Os algoritmos para esse método continuam os mesmos da forma escada mudando

apenas o item 3, que passa a ser: Zere os elementos abaizo do pivo (aplicando as operagoes).

Para verificarmos como se aplica o método de Gauss em um sistema, resolveremos

novamente o Exemplo 3.10.

r+y+z=7
S=¢ 2x+y—2=9 .
T —2y+22=2

Primeiro Passo. Escrever a matriz ampliada do sistema:
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1 1 7 1 17
9 1 -1 9| Ly«2%Li—Lo=10 1 3 5
—2 92 9 2 2 9
(11 1
— 10 1 35| Isels—Li=]|0 1 3
2 2 3 1 -5
(11 1 7 11 1 7
3 1 -5 00 10 10
(111 7 1117
=101 3 5 |Ly«B=1]10135
0 10 10 001 1

o proximo passo e reescrevé-la em forma de sistema, sendo esse novo sistema equivalente

a0 primeiro.

r+y+z="7(»)
Se=19 y+3z=05(ii)
2 =1 (i)

Aplicando o método da substituigao que vimos no comeco desse capitulo, che-
garemos ao conjunto solugao desse sistema. Temos que z = 1, substituindo na equacao
(ii), encontramos y = 2 e, por fim, aplicando os dois valores na equagao (i), tem-se = = 4.

Portanto, o conjunto solugéo do sistema é {x =4,y = 2,z = 1}.

Observacao: Perceba que hd uma semelhanga muito grande entre este método e
o anterior. o que tem de especial no escalonamento é o fato de que, no final do processo,
obtemos a solugao imediata do sistema. No entanto, aplicando um ntmero maior de
operagoes elementares do que o método de Gauss. Este é um fato importante que difere os
dois métodos. No método de Gauss, o uso das operacoes ¢ mais reduzido, porém temos

que ainda utilizar o método da substituicao para determinar o conjunto solucao.



APLICACOES.

Os estudos sobre sistemas de equacoes lineares é uma area da algebra linear que
possui diversas aplicagoes na Matematica e em outras areas do conhecimento. Como, por
exemplo: em circuitos elétricos, geracao de imagens digitais, estrutura de um aviao, alocacgao
de recursos, no trafego de veiculos, planejamento da produc¢ao, tomografia computadorizada,
no balanceamento de reagdes quimicas, cdlculo de estruturas (pontes, torres, edificios,
etc.), em transferéncia de calor, em dinamica dos fluidos, na alimentagao balanceada, na
estatistica, em robdtica, navegacdo astrondmica, sistema de posicionamento global (GPS),

em geodésia, entre outras.

Nesse capitulo, iremos trazer algumas das possiveis aplicagoes de sistemas de
equacoes lineares. Para que o trabalho nao fique extenso, nos limitaremos a detalhar trés
aplicagoes envolvendo sistemas de equagoes lineares. Com isso, sera possivel verificar na
pratica como esse estudo esta relacionado com outras areas do conhecimento, assim como
na Quimica, através de balanceamento de reagoes quimicas, aplicagao na Engenharia

Elétrica, através de circuitos elétricos, e no trafego de veiculos.

Algumas dessas aplicacoes tais como na alimentacao, no trafego de veiculos e etc.
sao situagoes que envolvem o nosso cotidiano. Esse tipo de situagao nao s6 pode como deve

ser apresentada em sala de aula. De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais
PCNs,

As necessidades cotidianas fazem com que os alunos desenvolvam uma
inteligéncia essencialmente pratica, que permite reconhecer problemas,
buscar e selecionar informacoes, tomar decisoes e, portanto, desenvolver
uma ampla capacidade para lidar com a atividade matemética. Quando
essa capacidade é potencializada pela escola, a aprendizagem apresenta
melhor resultado. (BRASIL, 1997, p. 25)
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4.1 APLICACAO I: Circuitos Elétricos.

Para que seja possivel compreender como sao aplicados os sistemas lineares em
circuitos elétricos, antes, é preciso introduzir os conceitos fundamentas, ou seja, as leis que

0S regem.

Em circuitos elétricos mais simples, encontramos os seguintes componentes: Bateria

ou Gerador e Resisténcia ou Resistor.

Dentro do circuito, o papel da bateria, é de criar a corrente elétrica, e os resistores
tem a funcao de limitar essa corrente. Nos estudos de circuitos elétricos, usamos algumas
grandezas fisicas e suas abreviagoes, tais como; potencial elétrico (E) que também é
chamado de tensao elétrica e é medida em volts (V), a corrente elétrica (I) medida em

amperes (A), resisténcia (R) medida em ohms (2).

Falaremos das leis bésicas e posteriormente mostraremos como é possivel obter
através delas os sistemas de equagoes lineares, na qual sua solugao ¢ exatamente a corrente

que fluem pelo circuito.

Para fazer uso destas leis é importante antes definirmos:

e N6 é um ponto do circuito onde se encontra no minimo trés elementos,
e Ramo é um trecho de um circuito compreendido entre dois nés consecutivos e

e Malha é um trecho fechado do circuito que forma uma trajetéria elétrica.

De acordo com Kurokawa (2013), circuitos elétricos sdo regidos pelas seguintes leis:

Lei de Ohms. A diferenga do potencial elétrico através de uma resisténcia (1am-
pada, motor, resistor) é o produto da corrente (I) pela resisténcia (R). Em outras palavras,
a corrente elétrica ao passar por uma resisténcia, uma parte da tensao (potencial elétrico
ou voltagem) é consumida ocasionando uma queda de tensao, que segundo a lei de Ohms

e calculada por V =1 x R.

Primeira Lei de Kirchhoff. "A soma algébrica das correntes em um né é sempre
igual & zero."Isso quer dizer que em um nd nao é possivel o armazenamento de carga, logo
a quantidade de carga que entra no né é exatamente igual a que saem dele. Usualmente, é

considerada como positiva as correntes que entram e negativa as que saem do noé.

Segunda Lei de Kirchhoff. Em torno de qualquer circuito fechado (também

chamado de malha), a soma algébrica das diferencas de potencial, (L.R) é zero.

Usando os conhecimentos acima fixados, vamos determinar as correntes elétricas

do circuito abaixo.
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Figura 4 — Circuito com duas Malhas

1 I3
A —=
I_I —1
| SE——
R1 ZQ R3 30
v | 10v
——_ MALHA 1 MALHA 2 ——
v -l- V2
B

Fonte: Sousa (2016)

Para efeito de demonstragao, usaremos um circuito simples com duas baterias e
trés resistores.

APLICACAO DA PRIMEIRA LEI DE KIRCHHOFF: No ponto A, temos a

corrente [; entrando e I e I3 saindo, como mostra a figura abaixo.

Figura 5 — Correntes no ponto A

Fonte: Sousa (2016)

Aplicando a primeira Lei de Kirchhoff, temos I; = I, + I3, que implica em:
I, —I,— I3 = 0 equagao (1). Como o niimero de equagdes nio é suficiente para encontrarmos
I, Irels, vamos aplicar a segunda Lei de Kirchhoff. Antes, é preciso, por convencao
escolhermos um sentido de fluxo da corrente. Vamos escolher o sentido horario. Esse
sentido adotado nos revelara a seguinte informacao no final do célculo: caso as correntes

resultantes I, I, ou I3 tenham sinal negativo, isso vai significar que aquele sentido,
entrando ou saindo do né estava equivicado.

A segunda Lei de Kirchhoff sera aplicada juntamente com a lei de Ohms (V = Rx1)

e sera aplicada individualmente em cada malha. Assim, temos

S o Rlll + RQIQ —5=0 (Malha 1)
—Ryly + Ryls — 10 = 0 (Malha 2)
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| 2h + I = 5 (id)
—I, + 315 = 10 (i)

Juntando as trés equagoes, obteremos o seguinte sistema:

[1—[2—13:0
51: 2*]1+]2:5
—1I, + 3 x I3 = 10.

Agora, é so aplicar o melhor método de resolugao. Usaremos aqui dois métodos
diferentes, o método de escalomento e a regra de Cramer. Em todos os métodos utilizados,

a solugao do sistema sempre sera a mesma.
METODO DO ESCALONAMENTO.

Representacao matricial do sistema, (matriz ampliada)

1 -1 -1 O
M=12 1 0 5
0 -1 3 10

Aplicando as operagoes elementares nas linhas da matriz, temos

1 -1 -1 0 1 -1 -1 0
0 —1 3 10 0 -1 3 10
(1 -1 -1 0 1 -1 -1 0
= |0 -3 -2 -5 Lo ILs= |0 -1 3 10 L2<—(—1)L2
0 -1 3 10 0 -3 -2 -5
(1 -1 -1 0 1 0 —4 —10
= 0 1 -3 —=10 Ll(—L1+L2:> 0 1 -3 —=10 L3(-3L2—|—L3
0 -3 -2 -5 0 -3 -2 -5
(10 —4 —10 10 —4 —10

=101 -3 —-10 Lge%: 0 1 =3 —10 | Ly + Ly +3Ls
35

11

)
I
—_
—_
I
w
Ot
)
=)
—_

0 —4 —10 00 2
=101 0 = |LieLi+4ls=]0 10 =2
0 1 35 0 1 35

11 11
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Da matriz acima, obtemos o seguinte sistema que é equivalente ao sistema inicial.

L =3%(1)
Se: [2:?15 2)
Iy =32 (3)

30

[1 = 7A,
11
-5

=g

11

[3 — 3£A
11

Observacgao: perceba que I é negativo, [ = % Amperes, isso quer dizer que

nos equivocamos quando assumimos que I estava saindo do né A, na verdade seu sentido

/ : ~ . / _ 3 , _ 5 _ _ 35
real é entrando. O conjunto solugao do sistema S é. {z = 77,y = 37,2 = 71}

REGRA DE CRAMER

Resolvendo o mesmo problema usando o regra de Cramer, temos:

11—12—13:0
81: 2*[1-'-[2:5

Escrevendo S; na forma matricial AX = B.

1 -1 -1 I
A=|2 1 0 |, X=|L |eB=|5
0 -1 3 I 10
1 -1 -1
det(A)=[2 1 0 |=11#0.
0 -1 3

Entao o sistema possui tnica solugao. Como

0 -1 —1
det(A,)=] 5 1 0 |=30.

10 -1 3

1 0 —1

det(A)=|2 5 0 |=(-5).
0 10 3
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1 -1 0
det(A.)=12 1 5 |=35.
0 —1 10

Temos que a solucao do sistema S é.

_ 30 _ (=9 _ 35
x_ﬁay__;z__'

4.2  APLICACAO lI: Fluxo de Tréfego.

Essa aplicacao consiste em verificar a quantidade de veiculos que passam por um

certo cruzamento de mao Unica durante o horéario de pico.

Esse tipo de aplicacdo é encontrado em vérios livros, bem como no livro Algebra
Linear com Aplicagoes de Leon, S. J. (2008). O autor apresenta um exemplo na pagina 16,

resolvendo passo a passo, e deixa um exercicio na pagina 22.

Resolveremos o exercicio proposto pelo autor para que possamos entender como

essa situacao do dia a dia esta relacionada com o nosso estudo.
APRESENTANDO O PROBLEMA.

Em uma determinada cidade, dois conjuntos de ruas de mao tnica se cruzam como
mostra a Figura 6. A média do niimero de veiculos por hora que entram e saem dessa
secdo durante o horario de pico é dada também na Figura 6. Determine a quantidade de

veiculos entre cada um dos quatro cruzamentos.

Figura 6 — Cruzamentos de ruas de mao tnica

Fonte: Leon, 2008, p. 22
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Queremos encontrar x1, Ta, T3 € T4, onde x1 representa a quantidade de veiculos
que entram no cruzamento A, x, a quantidade de veiculos que entram no cruzamento C,
r3 a quantidade de veiculos que entram no cruzamento D e x4, a quantidade de veiculos
que saem do cruzamento B. Para encontra-los, analisaremos o diagrama da seguinte forma:

“a quantidade de veiculos que entra em um cruzamento é exatamente a mesma que sai.

Para o cruzamento A, temos: Ntiimero de veiculos entrando = ao nimero de veiculos

saindo. Obtemos a seguinte equacao: 380 + z1 = 430 + x».
Para o cruzamento B, temos: 450 + 420 = x1 + z4.
Para o cruzamento C, temos: 540 + x5 = 420 + x3.
Para o cruzamento D, temos: 470 4+ x3 = 400 + 420.

Agrupando as equagoes obteremos o seguinte sistema.

380 + 1 = 430 + 1 1 — x5 = 430 — 380 21— 29 =50 (i)

_ 450 4+ 420 = z; + x4 R 1 + x4 = 450 + 420 R 1+ x4 =870 (i7) |
540 + x9 = 420 + x5 To — x3 = 420 — 540 o —x3 = —120 (iid)
470 4+ x3 = 400 + 420 x3 = 400 4 420 — 470 x3 =350 (iv)

Do sistema acima, temos que, x3 = 350. Usando o método da substituicao. temos

Aplicando (iv) em (7i7)

Ty — 350 = —120 = x5 = —120 + 350 = zo = 230.

Assim, x5 = 230. Aplicando z5 em (),

r1 — 230 =50 = z; = 230 + 50 = x; = 280.

Logo, 1 = 280. Aplicando x; em (ii), obtemos

280 4+ x4 = 870 = x4 = 870 — 280 = x4 = 590.

Ou seja, 4 = 590.
O conjunto solugao do sistema S é {x; = 280, x5 = 230, z3 = 350, 4 = 590}.
Método do escalonamento

Agora vamos resolver o mesmo exemplo usando outro método. Usaremos o método

do escalonamento para chegarmos ao mesmo conjunto solucao.

Do sistema inicial, temos a seguinte matriz ampliada,
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1 -1 0 0 50
1

M= 0 0 1 870
0 1 -1 0 —120
0 0 1 0 350

aplicando as aperagoes elementares entre as linhas, temos

1 -1 0 0 50 1 -1 0 0 50
10 0 1 870 0 1 1 820
Lo «— Ly — L] = Lg%LQ—Lg
0 1 -1 0 -—-120 0O 1 -1 0 —-120
0 O 1 0 350 0 0 1 0 350
1 -1 0 0 50 1 0 0 1 870
0 0 1 820 01 0 1 820
= Li+ Li—Ly= Ly & Ly
0 1 1 940 0 0 1 1 940
I 0 1 0 350 0 0 1 0 350
1 0 0 1 870 1 0 0 1 870
01 0 1 820 01 0 1 820
= L4(—L4—L3:> Ly <= Ly — Ly
0 01 0 350 0 01 0 350
I 0 0 1 1 940 | I 0 0 0 1 540 |
1 0 0 1 870 1 0 0 0 280 x1 = 280
01 0 0 230 01 0 0 230 = 230
= L+ Li—L,=> :>Se: 2 .
0 01 0 350 0 01 0 350 x3 = 350
0 0 0 1 540 0 0 0 1 540 x4 = 540

Assim, temos o mesmo conjuto solucao, como ja sabiamos.

4.3 APLICACAO [Il: Balanceamento de Reacdes Quimicas.

Essa é outra area do conhecimento onde sao aplicados os estudos de sistemas de

equacgoes lineares.

Para fazer o balanceamento de reagoes quimicas, existem alguns métodos como
por tentativas, método redox, método ion-elétron, método algébrico. Apresentaremos aqui

apenas o método algébrico, por ser o método mais proximo do nosso tema.

Antes de descrever essa aplicacao, faz-se necessario compreendermos um pouco da

teoria de balanceamento de reacoes quimicas.

A ESTEQUIOMETRIA é uma ferramenta da Quimica que estd inteiramente
ligada a compreensao de massas atomicas e é regida pela Lei da conservacao das massas
(LAVOISIER, 1789). Tem como principal fungao dentre outras, informar a quantidade de
reagentes que deve ser adicionada em uma reacao para obter uma determinada quantidade

de produto.
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Segundo Vieira (2016, p. 4), “o balanceamento de equagoes quimicas deve ser feito

sempre que se deseja retirar alguma informagao acerca de uma reagao fornecida’.

Para que ocorra de maneira correta o processo de balanceamento de equacoes
quimicas, é necessario que se atenda alguns principios, como explica e exemplifica Vieira
(2016)

1) Lei de conservagio de massa: indica que a soma das massas de todos os
reagentes deve ser sempre igual & soma das massas de todos os produtos
(principio de Lavoisier). 2) Lei das proporgoes definidas: Os produtos de
uma reag¢ao sdo dotados de uma relagao proporcional de massa com os
reagentes. Assim, se 12g de C reagem com 36g de oxigénio para formar
48g de C'O4, 6g de C reagem com 18g de oxigénio para formar 24g de COs.
3) Proporgdo atomica: De maneira andloga a lei das proporgdes definidas,
os coeficientes estequiométricos devem satisfazer as atomicidades das
moléculas de ambos os lados da equacao. Portanto, sdo necesséarias 3
moléculas de oxigénio (Oz) para formar 2 moléculas de ozdnio (Os).
(Idem, p. 5).

E, segundo Vieira (2016),

Para que uma equagao encontre-se devidamente balanceada, é necessario
que se tenha um balango de cargas, ou seja, a carga final dos produtos deve
ser igual & carga final dos reagentes e que atomos de um mesmo elemento
quimico estejam presentes em igual quantidade tanto nos reagentes
quanto nos produtos. (Idem, p. 1)

EXEMPLO CLASSICO.

Apresentaremos um exemplo classico de uma equagao balanceada e de outra que
nao esta balanceada, para que possamos internalizar os conceitos de balanceamento de

equagoes quimicas.
Exemplo 4.1 Equacao balanceada: C' + Oy — CO,.

Em uma reacdo quimica, como essa acima, o simbolo (—) tem a mesma fungao
da igualdade (=) em uma equacao linear. Ele serve para separar o primeiro e o segundo
membros. No primeiro membro, encontram-se os reagentes; no segundo, esta o produto
que é o resultado do processo feito pelos reagentes. Perceba no exemplo que hd um atomo
de Carbono no reagente e um atomo de Carbono no produto, assim como ha dois atomos
de Oxigénio no reagente e dois atomos de Oxigénio no produto. Logo, a equacao atende

aos principios do balanceamento e, portanto, esta balanceada.
Exemplo 4.2 Equacao quimica nao balanceada: Hy + Oy — H50.

Perceba que existem dois datomos de Hidrogénio no reagente e dois atomos de
Hidrogénio no produto. Até aqui, tudo certo! Porém, quando analisamos a outra parcela
do reagente, perceba que ha dois &tomos de Oxigénio nesse reagente e apenas um atomo no

produto. Fica evidente que ha um desequilibrio, ou seja, a equagao nao estéd balanceada.
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Vamos fazer o balanceamento dela calculando os coeficientes estequiométricos.

Vejamos como fica a equacao:

xHy + yOy — 2H50, onde z, y e z s@o os nossos coeficientes estequiométricos.

Obtemos assim, o seguinte sistema.

20 =2z (Hidrogénio)
2y =z (Oxzigénio)

O sistema possui trés incognitas e duas equagoes, se tratando de um sistema possivel
e indeterminado, ou seja, possui infinitas solugdes. Colocando as incognitas x e z em
fungao de y, temos o conjunto o solugdo S = {z = 2y,y = y, z = 2y} como resultado. Por
simplifica¢ao, utilizaremos o menor inteiro positivo, y = 1, obtendo assim z =2 e z = 2.

Aplicando esses valores na equacao temos, 2H, + Oy — 2H50.

Analisando agora a equacao, vemos que ela possui quatro atomos de Hidrogénio no
reagente e quatro no produto e dois &tomos de Oxigénio no reagente e dois no produto.

Agora a reacao esta balanceada.

Considere agora a reacao,

CQHGO + 02 — COQ + HzO

que representa a combustao completa do etanol Cs HgO. Vamos banlancear esta reacao.

Consideremos x, y, z e w os coeficientes estequiométricos. Assim temos:

xCyHgO 4+ yOy — 2C 05 + wH50

22 = z (Carbono) 20 =z (i)
S = 6x = 2w (Hidrogénio) = 6z = 2w (i1)
x4 2y = 2z +w (Ozigénio) T+ 2y =2z +w (ii7)

Como o sistema possui trés equagoes e quatro incégnitas, vamos mostrar que do
sistema, temos de imediato que z = 2z. Portanto, possuira infinitas solugoes. De fato, de

(11), segue que w = 3.
Aplicando w = 3z e z = 2z em (iii), segue que y = 3.

O conjunto solugao é dado em fungao da variavel x, sendo {z = =,y = 3,z =
2z,w = 3z}. Considerando o menor inteiro positivo, z = 1, temos {z = 1,y = 3,z =
2,w = 3}. Portanto, a equacao balanceada é CoHgO + 305 — 2C Oy + 3H50.



CONSIDERACOES FINAIS

O desenvolvimento do presente trabalho possibilitou a verificagao de algumas das
possiveis aplicagoes de sistemas de equagoes lineares em situagoes problemas, dando-nos
uma visado mais ampla das areas distintas de conhecimentos, onde é possivel aplicar esse
estudo. Além disso, permitiu o uso de alguns métodos de resolucao para obter o resultado.
De modo geral, essas aplicagoes tiveram um tnico propdsito, viabilizar o estudo de Sistemas
de Equacoes Lineares, que no decorrer da pesquisa notamos ser um dos conteiido que pode
quebra as barreiras da sala de aula, quando é contextualizado com situagoes reais, fazendo

com que o leitor perceba a importancia e a presenca da Mateméatica no nosso cotidiano.

No capitulo 2 e 3, encontramos o referencial tedrico e o suporte necessario para
apresentar as aplicagoes e, com a finalizacao do capitulo 4, ficou evidente que o objetivo

principal do trabalho foi realmente alcangado.

Desta forma mostramos algumas aplicagoes simples e praticas da interacao da
matematica com as situac¢oes concretas a partir de trés aplica¢oes distintas, sendo elas:

Circuitos elétricos, trafego de veiculos e balanceamento de reacoes Quimicas.

Portanto, mostrar algumas das aplicagoes de Sistemas Lineares permite uma
aproximacao da matematica abstrata com a realidade, possibilitando o entendimento da
importancia desse estudo e a compreessao de como ultiliza-lo para resolver problemas do
cotidiano. Desse modo, fazendo com que o ensino da matematica cumpra o seu papel,

contribuindo assim para a formagao integral do individuo.

Dada a importancia da pesquisa acreditamos ter contribuido com o ensino da
algebra linear, tanto para o curso superior quanto a educagao basica, e esperamos que esse
trabalho possibilite e inspire a elaboracao de outros, onde o autor podera se aprofundar
mais no tema, por exemplo: apresentar situagoes que envolvam aplicagoes com numeros
complexos, exemplos com o nimero maior de incégnitas e de equagdes, na qual poderia

fazer uso de software como recurso para auxiliar na resolugao.
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