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RESUMO

Primeiramente formulada por Georg Cantor (1845-1918), a Hip6tese do Continuo permaneceu
quase um século sem que uma solu¢do fosse dada, a conjectura se tornou tao intrigante quantos
os paradoxos que apareciam na teoria conjunto que David Hilbert, em 1900, a colocou como
o primeiro problema da sua famosa lista, ele mesmo havia tentado, sem sucesso, prova-la, mas
foi com a solu¢do de um outro problema da lista que um vislumbre da prova desta conjectura
comegou a se formar. Em 1930, Kurt Godel apos resolver um dos problemas da lista e ter
descoberto dois importantes teoremas para a légica, trouxe também uma prova da consisténcia
da Hipétese do Continuo. E essa prova que este trabalho ird explicitar, iniciando com desen-
volvimento da teoria axiomdtica dos conjuntos e posteriormente trabalhando com um modelo
do sistema Zermelo-Fraenkel (ZF) de modo que possamos concluir que se ZF adicionado a

hipétese do continuo produzir em um contradi¢cdo podemos entiao produzir uma contradicao em
ZF.

Palavras-chave: Teoria dos Conjuntos. Hipdtese do Continuo. Construtiveis. Nimeros Trans-

finitos. Cardinais. Ordinais.



ABSTRACT

First formulated by Georg Cantor(1845-1918), the Continuum Hypothesis remained almost a
century without a solution being given, a conjecture became as intriguing as the paradoxes that
appeared in the set theory that David Hilbert, in 1900, inserted as the first problem on his fa-
mous list, he had tried unsuccessfully to prove it, but it was with the solution of another problem
on the list that a glimpse of proof of this conjecture began to form. In 1930, Kurt Godel after
solving one of the problems in the list and having discovered two important theorems for logic
also brought proof of the consistency of the Continuous Hypothesis. It is this proof that this
work will make explicit, starting with the development of the axiomatic theory of the sets and
later working with a model of the Zermelo-Fraenkel (ZF) system so that conquered that if ZF
added the Continuum Hypothesis produce in a contradiction we can then produce a contradic-
tion in ZF.

Keywords: Set Theory. Continuum Hypothesis. Construtible. Transfinite Numbers. Cardinals.
Ordinals.
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Capitulo 1

Introducao

E natural quando se estuda algo, podemos chegar em perguntas as quais nio temos uma
resposta imediata. Tal infortinio, com direito a frustragdes e sucessos, € intrinseco ao desenvol-
vimento da ciéncia. Afinal, se um dia faltar perguntas do que servird a investigacao? No entanto,
apesar de que tais perguntas nos tome alguns anos para serem respondidas, pode ocorrer que a
resposta que obtemos € que nao hd uma resposta ou até mesmo que o “sim, € verdade!’ ou “ndo,
ndo é verdade!” podem ser ambos aceitos. Foi com este tipo de “pergunta” que Georg Cantor
se deparou no século XIX. Cantor estudava teoria dos numeros, equacdes indeterminadas e
séries trigonométricas, sendo este dltimo responsavel por seu posterior interesse nos fundamen-
tos da Andlise Matematica, que conseguinte trouxe a luz o que hoje conhecemos como Teoria
Ingénua dos Conjuntos, concebida em 1874, trazendo uma tentativa de se trabalhar com o
infinito na forma mais fundamental da Matematica. O modo intuitivo com que algumas das
definicdes foram tratadas por Cantor rendeu a teoria paradoxos, que foram aos poucos sendo
descobertos. O préprio Cantor encontrou alguns deles. Os mais conhecidos sdao o de Russel e
Burali-Forti, mas como o segundo exige um aprofundamento da teoria dos conjuntos além do
exigido no curso de Fundamentos de Matematica, o de Russel se tornou mais explicito, ainda
que podemos fazer uma relagdo peculiar com este paradoxo e os Teoremas da Incompletude de
Godel, os quais fardo parte do desenvolvimento deste trabalho. Quando descobertos, os para-
doxo renderam aos matematicos esforcos para que a teoria fosse “consertada”. Algo que era
fundamental para uma gama de dreas da Matemaética nao poderia estar repleto de paradoxos. E
tais problemas eram importantes para comunidade matemadtica da época. No século XX temos
o surgimento da Teoria da Axiomatica, o estudo do conjunto de postulados e suas proprieda-
des, que teve como pioneiro o estudo da estrutura 16gica d’Os Elementos de Euclides. A teoria
dos conjuntos também passou por tentativas de se tornar consistente, 0 que veremos posterior-
mente se mostrou nao ser possivel, e para isso era necessario encontrar os pontos criticos que
produziam os paradoxos. Da mesma forma que conceitos de ponto, reta e infinito afetavam

a consisténcia da Geometria Euclidiana, os conceitos de elemento e conjunto também afeta-

11



CAPITULO 1. INTRODUCAO 12

vam a teoria dos conjuntos, e durante a euforia do século XX nos estudos da Axiomatica, que
surge a moderna teoria Matemdtica dos conjuntos, ou teoria axiomdtica dos conjuntos. Com
as reformulagdes da Teoria Ingénua dos Conjuntos, inicialmente organizada por Cantor, novos
modelos emergiram, o mais famoso deles € o modelo de Zermelo-Fraenkel, conhecido como
modelo ZF que muitas vezes pode ser chamado de Zermelo-Fraenkel Choice (7 F'C'), sendo
“C”0 abreviagdo de Choice o que é uma indica¢do da inclusdo do Axioma da Escolha. Um
outro modelo nao muito conhecido é o de Godel-Bernays.

Mas ndo eram apenas os paradoxos que intrigavam os matematicos quando o assusto
era a teoria dos conjuntos. A Hipétese do Continuo, formulada em 1878 por Cantor, havia se
tornado um problema a qual deveria ser resolvida. Mas, antes disso, a hipdtese permeou mais
da metade do século XX, sem que fosse chegado a uma conclusao definitiva, ela que tampouco
produzia paradoxo no sentido de erro, incitou os matemaéticos por ser dificil de se encontrar
uma resposta definitiva. Cantor foi um dos primeiros a tentar provar a veracidade da hipotese,
ndo obteve sucesso, apesar de acreditar que esta era verdadeira. Ela chegou a desafiar outras
grandes mentes da época, uma delas David Hilbert, o que levou a conjectura a ter o prestigio
de ser o primeiro de uma lista de 23 problemas, formulada por Hilbert no final do século XIX,
tais problemas ndo possuiam solugdo e poderiam servir de guia para a geracdo futura de ma-
tematicos. Solucionar os paradoxos e obter resposta para a hipdtese traria a possibilidade de se
ter uma teoria consistente, e aqui podemos ver que a hipdtese estava ligada a escola de Hilbert,
participando do periodo histdrico da filosofia da Matemadtica e a crise de uma das trés principais
escolas filosoficas. Hilbert langou o desafio aos matematicos do século XX a provar que nao
havia um infinito que fosse estritamente maior que o dos naturais e estritamente menor que os
dos Reais. Em 1930, Kurt Gédel resolvia o segundo problema da Lista de Hilbert, que se tra-
tava de provar a consisténcia da aritmética, frustrando as intencdes da escola de Hilbert. Com o
desenvolvimento dos Teoremas da Completude e Incompletude, Godel conseguiu mostrar que
qualquer teoria dita consistente é incompleta caso contrario ela passaria a ser inconsistente,
Godel também veio a provar que a Hipotese do Continuo era consistente, desde que Z F’ fosse
também. Posteriormente, por meio do método ou técnica de forcing de Paul Cohen, 1963, que
enfim foi possivel concluir algo sobre a hipdtese. Parte dos desenvolvimentos realizados em prol
da solucdo definitiva para a hipétese serd o que mostraremos neste trabalho. Para compreender
a magnitude desta hipétese, temos que conhecer o que sdo conjuntos infinitos, cardinalidade, e
nimeros transfinitos e uma gama de conceitos, defini¢des e teoremas da Teoria dos Conjuntos.
Esperamos que o leitor j4 tenha um conhecimento prévio da teoria elementar dos conjuntos e
de 16gica também. Assim poderemos compreender o que torna esta conjectura desafiadora e
que continua a intrigar os matemadticos até hoje. Faremos uma breve explanacao dos capitulos
que compdem o desenvolvimento deste trabalho. Inicialmente no Capitulo 2 iremo desenvolver

a Teoria Axiomdtica dos Conjunto de Zermelo-Fraenkel, apresentado todos os noves axiomas,
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conceitos e definicdes sobre relacdo, relagdo de ordem, ordinais e cardinais. O Capitulo fi-
nalizard com o enunciado da Hipotese do Continuo. No capitulo seguinte iremos explicitar
um método de demonstrar que o Axioma da Regularidade é consistente com Z F’, também de-
senvolveremos conceito de Axiomas Altos de Infinito e concluido o Capitulo 3 explanando,
de maneira sucinta, sobre o Teorema de Lowenheim-Skolem. No ultimo capitulo seguiremos
com a demonstracdo da consisténcia da Hipotese do Continuo e o Axioma da Escolha. Neste
capitulo iremos desenvolver o método de Kurt Godel para esta demonstracdo que se baseia na

demonstragdo de trés teoremas principais.

1.1 Justificativa e Metodologia

A Hipétese do Continuo € um dos problemas centrais da teoria dos conjuntos. Ela per-
maneceu em aberto até 1930, quando Kurt Godel provou sua consisténcia, o que significava que
nao poderiamos demonstrar sua nega¢ao, mas em 1963 descobriu-se que era independente dos
axiomas da teoria dos conjuntos, assim como o quinto postulado de Euclides € para a geometria
euclidiana, ja pelo método forcing, que provou a negacao da hipétese, ou seja, ndo poderiamos
entdo provar a sua afirmacdo. Sendo assim, teriamos uma conjectura que nao poderiamos pro-
var que ela é falsa ou verdadeira. E possivel concluir que tanto o modelo que utiliza a afirmativa
quanto o modelo que sugere a negagdo sdo consistentes. Desta forma, € possivel justificar a im-
portancia do estudo desta hipdtese e sua prova de consisténcia, para que se possa compreender
toda a construcao que leva ao questionamento se ha um nimero cardinal transfinito entre dois
cardinais consecutivos além de ser um estudo introdutdrio sobre teoria axiomdtica dos conjun-
tos, teoria de modelos e provas de consisténcia relativa. Neste trabalho desenvolvemos todos
0s topicos principais por meio de estudo das bibliografias que sdo apresentadas na secao de re-
feréncias, buscamos estudar tanto referéncias pioneiras no estudo dos objetos aqui apresentados
como atuais também. Aqui seguimos uma ordem de apresentacdo de conceitos parecida com a
que foi apresentada em [1]. Adotamos alguns simbolos e notacdes que podem estar diferentes
da referéncia [1], mas nossa intencao € que, caso o leitor ja tenha conhecimento sobre o assunto
a mesma nao pareca ultrapassada ou confusa e caso seja a primeira leitura, queremos que o
leitor comece a se habituar com alguns simbolos e nota¢des que sdo recorrente em Teoria dos

conjuntos e Teoria dos Modelos [4] na literatura atual.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

Nosso objetivo € apresentar as provas da consisténcia de Kurt Godel [1, 2].
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1.2.2 Objetivos Especificos

» Efetuar uma breve explanacao de conceitos da teoria axiomatica dos conjuntos, necessarios

para entender a Hip6tese do Continuo;

* Mostrar a consisténcia da Hipotese do Continuo por um método utilizado por Godel.



Capitulo 2

Teoria Axiomatica dos Conjuntos

2.1 Axiomas

Neste capitulo, nosso Uinico objetivo € construir todo o aparato tedrico necessario para
se compreender, de forma eficaz, a Hipdtese do Continuo (CH)!. Deste modo, faz-se necessdrio
desenvolver o esquema de axiomas Zermelo-Fraenkel ou, como usaremos a partir de agora, o
sistema Z 2. De fato, h4 outros sistemas axiomaticos da teoria que podem facilmente substituir
o sistema que escolhemos, mas para 0 nosso propdsito, o sistema Z F' é suficiente e pode nos
garantir um desenvolvimento sem qualquer contradicao até o nosso objetivo. No sistema que
desenvolveremos, partiremos da ideia de que o conceito de conjunto € o que se tem de mais
fundamental em Matemadtica. O que certamente nao retira dos ndimeros inteiros este entendi-
mento que possuimos sobre os mesmos, apesar de que podemos desenvolver a Matemdtica de
modo a ter os inteiros como entidades primitivas e os conjuntos entidades de ordem superior.
No entanto, para os nossos objetivos especificos, teremos como ponto de vista que, até por
meio da ideia abstrata que se tem sobre conjuntos, € possivel obter os inteiros. De forma mais
geral e conclusiva, o que estamos dizendo € que, tudo no nosso universo pode ser interpretado
por meio de conjuntos e de processos sucessivos de unido de conjuntos vazios. Para iniciar,

primeiramente vamos apresentar uma lista de simbolos gerais que iremos utilizar.
* —Nao;

s Ae;

'Esta é a abreviagdo de Continuum Hypothesis. Neste trabalho, achamos preferivel utilizar a abreviagdo das
palavras em inglés, ao invés do portugués, uma vez que na literatura conhecida é comum usar CH e ndo HC. Sendo

assim, a partir daqui utilizaremos tal nomenclatura quando quisermos citar a Hipdtese do Continuo.
2A abreviacio é de Zermelo-Fraenkel, também pode ser usado ZFC, onde C refere-se a palavra inglesa

Choice explicitando a inclusdo do Axioma da Escolha que iremos incluir neste breve desenvolvimento da te-
oria axiomdtica dos conjuntos; no entanto, usaremos ZF' mesmo com a inclusao do Axioma da Escolha, caso

contrario iremos deixar explicito os motivos.

15
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e \Vou;
* — implica;

* <> se, € somente se;

V para todo;

3 existe;
* =igual;
* (,) paréntesis;
e x, 2’ ey, v varidveis.
Vamos, agora. enunciar os axiomas.
Axioma 1. Axioma da Extensionalidade
Ve,y:z€x < z2z€y—>x=y

Em palavras é o mesmo que dizer que para todos 0s conjuntos = e y tais que para todo z que
esta contido tanto em x implica x contido em ¥, entdo x € y sS40 0 mesmo conjunto, ou seja,
dois conjuntos sdo iguais se possuem os mesmos elementos. Este axioma também nos garante
que um conjunto é determinado por seus membros. Por meio deste axioma podemos sustentar

a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.1. Sejam z, y e z conjuntos quaisquer, tal que

a) r CyeVz(zex— zey);
b) xCy—xCyA-(z=y).

Essa definicdo nos trds a ideia de um conjunto contido em outro, o que em simbolos

exprimimos como  C y. E quando x C y dizemos que x é um subconjunto proprio de y.
Axioma 2. Axioma do Conjunto Vazio
dx Vy = (y € z).

H4 um conjunto x para todo y tal que y pertence a x seja falso. Este axioma estabelece

um conjunto que conhecemos por conjunto vazio ou (). Aqui, x é o conjunto vazio.
Axioma 3. Axioma dos Pares ndo-ordenados

Ve,y JzVw(w € z <> w=xVw=y).
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Isto é, dados dois conjuntos quaisquer x e y, hd um conjunto do tipo {x, y}. Nos iremos repre-
sentar o conjunto z por {z,y}. Note que {z} é o mesmo que {z,z} e < z,y >= {{z}, {z,y}}.
Denominamos o conjunto < x,y > como o par ordenado de x e y. E ficil provar que
< z,y >=< u,v > implicaem x = v ey = u. Posteriormente iremos precisar do con-
ceito de funcdo para desenvolvermos outras ideias que formalizam o sistema axiomdtico que
estamos construindo. Apesar de considerarmos que hd uma ideia sobre o que é uma func¢ado

gostariamos, porém, de defini-la da seguinte maneira.

Definicao 2.2. Uma funcao f € o conjunto de pares ordenados de modo que teremos < z,y >
e < x,z >em f, e esta implicando em y = 2. Sendo assim, o conjunto dos z tais que o par
< x,y > esta em f chamaremos de dominio e o conjunto dos y, do mesmo par, denominamos
de contradominio. Além disso, f é injetora ou injetiva se todos os elementos do dominio

possuirem um correspondente no contradominio.
Axioma 4. Axioma do Conjunto da Soma ou Unido

Ve JyVz (z €y« Jt(z €t ANt € x)).

Figura 2.1: Tlustragdo de um caso particular do Axioma 4.

y

Fonte: dos Autores.

Este axioma nos diz que hd um y que contém todos os conjuntos que estdo em z. Pelo

Axioma 3, podemos definir z = x Uy, com 2z tendo seus elementos definidos do seguinte modo
Ve,yJdzVt(t ezt €ex Vit ey).
Axioma 5. Axioma do Infinito
dr(DexAVy (yexr—yU{y}erx))

Informalmente, poderiamos expressar o axioma do infinito da seguinte forma: Ha um conjunto
que contém o vazio, e que dado y um elemento que pertence a este conjunto, o elemento y U {y}
também esta no conjunto. De modo sucinto, o axioma apenas estabelece a existéncia de um
conjunto infinito. Perceba que utilizamos o Axioma 4 para construir um conjunto que possui

elementos que sdo adicionados recursivamente na forma de y U {y}.
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Figura 2.2: Tlustragdo de um caso particular do Axioma 5.

X

Fonte: dos Autores.

Axioma 6. Axioma da Substitui¢do
Viy, ...ty (Ve Ay Ay(x, y;ty, ... tk) = Yudv B(u, v)) comn =1,2,3, ...
em que
B(u, v) =Vr(rev<+< 3Is(seuV A.(s, r; tr,...,t))).

De modo informal, o Axioma 6 expressa que dado um conjunto X, existe uma férmula
que associa cada a € X, formando assim conjuntos ¢ (a). Deste modo estamos querendo dizer
que existe o conjunto {p(a);a € X}, tal conjunto conhecemos como contradominio de ¢ em

X. Veremos, posteriormente, que este axioma, assim como o proximo, ndo depende dos outros.
Axioma 7. Axioma do Conjunto Poténcia

Vo JyVz(z €y <> 2 Cx)

Figura 2.3: Ilustragdo de um caso particular do Axioma 7.

y

Fonte: dos Autores.

Ao contrdrio do que se possa intuir sobre este axioma, ele ndo pode ser derivado de nenhum

outro anterior. Ele diz que hd, para cada x, um conjunto y formado pelos subconjuntos de x.
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Podemos perceber que este axioma ndo deriva nem mesmo do Axioma da Substituicao, uma
vez que, mesmo que o conjunto y seja formado por uma propriedade, ele ndo é dado como
contradominio de uma fung¢do. Serd possivel perceber com os conceitos que virdo, que y terd
cardinalidade maior que x, o que nos permitird obter cardinais de ordem superior, que sdao

cardinais que transcendem os inteiros.

Axioma 8. Axioma da Escolha
“Se F é uma familia de conjuntos tal que, para todo F' € F, F' # (), entdo existe f : F — |JF
tal que, para todo F' € F, f(F) € F. Isto é, dada uma familia de conjuntos ndo vazios,

podemos escolher um elemento de cada conjunto.” [4]
Axioma 9. Axioma da Regularidade

VeJy(z =0V (y€xAVz(z €x— -z €y)))

Figura 2.4: Tlustracdo de um caso particular do Axioma 9.

X

y

Fonte: dos Autore.

Este axioma nos diz que dado um conjunto z podemos ter que x é o conjunto vazio ou
ha y € =z tal que para todo z, se z estd em x, entdo todos os elementos, exceto z, estdo em
y. Em outras palavras, existe um conjunto A, ndo vazio, de modo que ha um C' € A, onde
a interse¢do de A com C' é o conjunto vazio, ou seja, A N C' = (). Este axioma garante a
existéncia de um elemento minimal para a relacdo €. Também evita conjuntos do tipo y € y.
Pode-se até comparar este axioma com a relacio de boa ordem; no entanto, € ndo ordena todos
os conjuntos, pois podemos ter conjuntos do tipo z # y como —~z € y e ~y € x. E comum
referir-se a relacdo € como uma relagao de boa fundagdo e os conjuntos advindos desta relagao

sdo denominados conjuntos bem-fundados, mas veremos isto mais adiante.

2.2 Ordinais

Desenvolveremos agora conceitos relacionados aos ordinais que, além de poderem ser,
em um certo sentido, usados como generalizacdes dos niimeros naturais, também exercem

um papel importantissimo em quase todas as dreas de investigacdo Matematica. Isso porque,
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quando se estuda modelos podemos definir a complexidade desses objetos por meio dos ordi-
nais. De forma intuitiva, para introduzir a ideia de ordinais, podemos definir como sendo classes
de equivaléncia de conjuntos bem-ordenados [9]. Em um primeiro momento esta defini¢io pa-
rece ser satisfatoria. No entanto, este tratamento intuitivo leva a algumas dificuldades e podera
produzir paradoxos®. Uma proposta de solugio, para tal impasse, foi desenvolvida por Von Neu-
mann em 1923, que propds que fosse escolhido um representante candnico para as tais classes
de equivaléncia, e serd o que faremos. Para isso, devemos apresentar algumas defini¢es para

que possamos desenvolver os ordinais.

Definicao 2.3. Seja R uma relacdo em um conjunto X. R serd um conjunto de pares ordenados,
os quais sdo formados por elementos do conjunto X, de modo que o X X Y € o conjunto dos
pares ordenados < x,y >, taisqueu € X ev €Y.

Se f é uma fun¢do, o dominiode f é x e y C x, entdo f | y (f restrita ao conjunto y)
serd o conjunto dos pares < u,v > em f tais que u € y.

Se f(x) = f(y) — = = y, podemos entdo definir f~ como sendo o conjunto {<
z,y >|< y,r >€ f}. Chamaremos f~' de funcdo inversa de f.

Estas defini¢des que introduzimos nos garantem a criacado de um conjunto cujos ele-
mentos seguem uma propriedade especifica, formando entdo pares, que podem ser ordenados
ou ndo. Apos esta defini¢do, designamos uma relagdo especial a qual chamamos de funcao, que
relaciona dois conjuntos, um chamamos de dominio e outro contradominio. Posteriormente ve-
remos que tais conjuntos nos auxiliam na demonstracdo de alguns teoremas, tornando a nossa
tarefa de determinar um representante candnico para as classes de equivaléncia, possivel e sem
contradi¢do. Agora que ja definimos relacao e fungao, podemos determinar um tipo de relacgao,
a qual exercerd um papel de ordenar ou determinar que um conjunto possui uma ordem. No
entanto, estamos construindo nosso sistema, € ndo sabemos o que significa um conjunto possuir

uma ordem, ou até mesmo ser ordenado. Para isso vamos a seguinte defini¢do.

Definicao 2.4. (Relacdo de Ordem) Seja uma relacdo R em um conjunto 7', de forma que
podemos escrever x < y em vez de < x,y > em R, tal relacdo € uma relagdo de ordem se as

duas afirmacdes abaixo forem validas.
A.l1 Vz,y € T seja vilido uma das trés afirmacdes: © =y, z <youy < .
A.2 Esejaverdade que v < y Ay < z — x < z (transitividade).

Definicao 2.5. (Boa ordem) Uma relagdo R € de boa ordem em T" se R ordena o conjunto e se

tivermos um conjunto B C T' com B ndo vazio implicando em

Jdz(z € BAVy(y € B — —y < x)).

3Um paradoxo no sentido de contradigio.
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Podemos escrever z > y aoinvésde y < x,e z < y paraindicarque x =y V x < y.

Definicao 2.6. (Supremo de um conjunto) Se B C T escrevemos supB = x se x € o menor
elementode 7' talque y € B — y < . Podemos também escrever x > y e v < y para designar

r=youzx <y.

Definicao 2.7. (Segmento inicial) Dado um conjunto A bem ordenado por uma relagdo R,

iremos denominar B um segmento inicial de A tal que
reBey<xr—yeb.

Perceba que da definicdo acima podemos ter que se B € um segmento inicial, entdo
B=AoudzVy(y <z — y € B). Issoporque o conjunto A\ B # ex € A\ Be
x pode ser seu primeiro elemento, deste modo se houver y < z € dbvio que y € B. De outro
modo, se tivermos y € B e z < y entdo terfamos que z € B e consequentemente z ¢ A — B
o que € contraditdrio, sendo assim devemos ter y < x. Deste modo, podemos reescrever nossa
definicdo de segmento inicial da seguinte forma. Do mesmo modo, para qualquer x existe um
conjunto B = {y | y < z}, B é chamado de segmento inicial.

Podemos nos indagar se um dado subconjunto de um conjunto bem ordenado é também
bem ordenado. Para isso, seria necessario encontrarmos um modo de conservar a ordem entre
o conjunto e suas partes. Para tanto podemos ter uma fun¢do f : S — 7, sendo tanto S quanto
T conjuntos ordenados, f podera conservar a ordem se ocorrer z < y — f(x) < f(y). Com

isso podemos estabelecer o seguinte teorema.
Teorema 2.8. Sejam S e T' ambos conjuntos bem ordenados. Entdo ou

i) Existe uma funcdo f, que é unica, conserva a relagcdo de ordem de S sobre um segmento

inicial de T';

ii) ou existe f, ainda vinica, que conserva a relacdo de ordem de T’ sobre um segmento inicial
de S.

Iremos omitir a demonstracdo deste teorema, mas caso o leitor se interesse, sugerimos
a referéncia [3] que possui, de forma rigorosa, a demonstragdo do mesmo. Para a compreensao

dos teoremas seguintes, chamaremos a fun¢do que satisfaz o teorema acima como fungdo boa.

Teorema 2.9. Se existe uma funcdo boa f de A em B e uma outra fun¢do boa g de B em A,

entdo, f e g sdo sobrejetivas e inversas entre si.

Demonstracao: Seja B um segmento inicial de um conjunto C, e f uma fungdo boa tal que
f: A — B, deste modo temos que f~! : B — A. Agora, fagamos g bijetora de um segmento
inicial de C' a A, ou seja, tenhamos D um segmento inicial de C' e que g : D — A. Se f~! for

sobrejetiva, temos que D = B, logo f~! = g. O
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Definicao 2.10. Se A e B sdo conjuntos bem ordenados, escrevemos A < B se existe uma f
boa de A em B. Se f nio é sobrejetiva entdo A < B. Caso contrério, se f é sobrejetiva, entio
A=B.

Nesta defini¢do estamos a introduzir a ideia de uma relacdo que posteriormente iremos

conhecer como cardinalidade.

Definicao 2.11. (Conjunto Transitivo) Dado um conjunto A, ele serd chamado transitivo se

houver
yerxAhreA—yeA
Podemos agora, definir o que € um ordinal da forma que propusemos inicialmente.

Definicao 2.12. (Ordinal) Seja o« um conjunto bem ordenado. Designaremos ov como um or-
dinal se o for bem ordenado por € e for um conjunto transitivo. Vamos escrever Ord o para

indicar ordinal de alfa.

Como haviamos dito, a defini¢do que colocamos vem da motivagdo que queremos de
estabelecer um representante candnico para cada classe de equivaléncia de conjuntos bem orde-
nados. Decidimos usar a relacdo € por ser a relacdo mais natural a ser empregada. Desta forma
para que possamos estabelecer o representante candnico, duas condi¢des devem ser satisfeitas:
primeiro o conjunto deve estar bem ordenado pela relacdo que estabelecemos na defini¢do e
deve ser transitivo. A seguir iremos demonstrar que, se existem dois ordinais equivalentes no
que se refere a boa ordenagdo, entdo eles sdo idénticos, por exemplo, os ordinais que repre-
sentam {0} e {c} sdo idénticos. Mas antes disso, vejamos alguns teoremas necessarios a esta

conclusao.

Teorema 2.13. Um segmento inicial de um ordinal é também um ordinal.

Demonstracao: Seja 7' um segmento inicial de « . Por hipétese, o é bem ordenado por € e
€ também transitivo. Como 7' € «, entdo 7' € também bem ordenado por € . Se tivermos um
x € T ey € x teremos que y € menor que x, na ordem de x em « e por isso y € T'. Deste

modo, 7" € transitivo. Entdo, por defini¢do, 7' ¢ um ordinal, ou seja, OrdT'. O

Teorema 2.14. Dados Ord« e x € «, entdo x serd o conjunto formado pelos y € o de modo

que y precede .

Demonstragao: Temos, por hipétese, que x = {y | y € x} e que € ¢é a relagdo de ordem
em « . Podemos também definir x = {y € © Ay € a}, por esta defini¢do fica facil ver que
x € transitivo, porque se x € « tendo assim € como relacdo que bem ordena qualquer y € =,

teremos que, na ordem de x, y serd menor que z, ou seja, y precede x. O

Por meio do Teorema 2.15 e de outro que serd apresentado posteriormente, poderemos

entender o que sdo os ordinais, ou seja, o que sdo os elementos que compdem um ordinal.
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Teorema 2.15. Se temos Ord a e x € « entdo temos que Ord x.

Em outras palavras, o teorema nos garante que se temos um ordinal de « e neste ordinal
ha um conjunto z, logo este conjunto x também € ordinal. A afirmagdo deste teorema é seme-
lhante ao que foi feito para concluirmos que o segmento inicial de conjunto bem ordenado €

também um conjunto bem ordenado.

Demonstracao: Por hipdtese, z C a e como Ord «, entdo = € bem ordenado por € . Agora,
tomemosy € rez € x.Sey € xexr € a,entdo y € « e, portanto, z € a. Logo, x € transitivo;

deste modo, x € um ordinal, ou seja, Ord x. O

Teorema 2.16. Se Ord «, entdo dado 3. Podemos escrever § = o U {a}

Demonstracao: Sejam x,y € f3, disto temos que:
ou(r=y=a)ou(r=aeyca)ou(y=aexE q).

Perceba que em todos os casos, temos que ou x = y,ouxz € youy € x. Nesses trés casos

podemos concluir que 3 € bem ordenado por € e 8 € transitivo. Logo Ord 3 . a

O teorema que acabamos de apresentar esboca o que posteriormente chamaremos 3 de

sucessor de « .

Teorema 2.17. Seja A um conjunto bem ordenado. Existem f e T tnicos tais que OrdT,

f:A— 1eféumafuncdo boa, entdo A é isomorfico a um ordinal.

Demonstrag¢do: Primeiro, vamos considerar que {()} seja o dnico ordinal com apenas um
elemento. Podemos formalizar essa afirmagdo sendo + = {v} um ordinal e fazendo com que
—v € v e seu € v entdo teremos que u € x. Nestas poucas linhas mostramos que x € bem
ordenado por € e é transitivo (a defini¢do de ordinal) e perceba que u # v, logo v = (). Facamos
agora um conjunto S que € formado por todos os ¢t € A, ou seja, seja um segmento inicial de
A, de modo que tenhamos I,,, = {y | y < m} para todo m < t. Sendo assim, existe uma f;
(restrita a t) sobre um ordinal 7(m). Perceba que nosso segmento inicial S ndo é vazio, pois se
t é o menor elemento de A entdo f é um isomorfismo com {(}}. Considere agora f(x) definida
para todo t € A de modo que f(t) = f(t), dai usando o Axioma 6, que 7 o contradominio de
f,vemos que f : A — 7 & um isomorfismo. Falta apenas provarmos que 7 e f sdo unicos. Para
isso, facamos uma fungdo g que € outro isomorfismo sobre Ord o, entdo com ¢t € A, a restricao
de g em I; serd um isomorfismo de g em I; em um Ord G que estd em « , o que faz com que
g(x) = f(x) pela propriedade que define A. Deste modo, f e 7 sdo tnicos. Sendo assim, se
A = S, o teorema estd demonstrado. Caso A # S, tomemos y = supA e defina uma g sobre
AUA{g}, onde g(t) = f(t) parat € Ae g(y) = 7. Agora, é certo que temos uma g que é um

isomorfismo de I, sobre 7 U {7}, o que significa que y € A, o que € uma contradicao. O
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Corolario 2.18. Se v e /3 sdo ordinais, entdo se & = 3, a = B e se &« < 3 entdo o € .

Demonstraciio: A primeira parte ja foi provada, pois se & = (3, é trivial que o« = 3. Agora
vejamos se & < /3 implica em a € (. Se ocorrer, entdo ha uma f que é isomorfismo de o em
I, sendo I um segmento inicial de 5 . Defina I = {z|x < ~} para~y € . Sabemos que [ serd

ordinal e que [ = o, mas também [ = ~. O

Teorema 2.19. Se Ord « entdo B = a U {a} é o menor ordinal maior do que o . Escrevemos

entdo = a + 1.

Demonstragio: Seja f = aU {a} com Ord o . E evidente que o <f3, e 3 serd o menor pois
B — a = {a}, com g sendo ordinal, pois € bem ordenado por € e, dadoum = € o, e a € 3,

entdo x € 3, ou seja, (3 € transitivo e, consequentemente, Ord (3 . O

Teorema 2.20. Se T' é um conjunto formado por ordinais, entdo existe um menor o em T

Demonstraciao: Tome um 3 € T'. O primeiro elemento de S+ 1N 7T é o a que se procura. O

Teorema 2.21. Se T for um conjunto de ordinais, hd um ordinal o de modo que f € T' — 3 <

a. Escrevemos neste caso a = sup T.

Demonstracao: Tomemos i) como um conjunto-soma de 7. Se x,y,z € 1 entdo para
aj,ag, a3 em T, x € aq,y € g, 2 € a3 € «; sao ordinais. Se, por exemplo, a; < ay <
a3 — T,Y,z € as, assim 1) é bem ordenado por € . Se S C v, digamos coma NS # (e
a €T — a €1+ 1, disso pode-se mostrar que ¥ € o menor elemento destes ordinais e que se

B =1 + 1, entdo [ satisfaz o teorema. O

Definicao 2.22. o ¢ designado sucessor de § se Ip(a = [+ 1).

Esta defini¢do serve apenas para nomearmos o conjunto 3 + 1 como sucessor de algum
ordinal, j4 haviamos provado que tal conjunto precede um outro que € estritamente menor que

ele.
Definicao 2.23. a serd um ordinal limite se a # 0.

Perceba que esta definicao pressupoe a existéncia dos inteiros, ainda ndo tornamos claro
a existéncia do mesmo no nosso sistema, mas veja que a definicdo se assemelha a um dos
axiomas de Peano para a constru¢do dos inteiros. Por enquanto, falamos vagamente sobre os
inteiros, sem preposicionar um teorema sequer sobre os mesmos, mas a partir dos teoremas
ja expostos e desta defini¢do, j4 inicia uma ideia concreta do conjunto dos inteiros em ZFC.
Sabemos que o fato de definir este conjunto nao lhe garante o status de existéncia, logo o motivo

de explicitarmos o Teorema 2.28 que demonstrard a existéncia dos ordinais limites.
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Definicao 2.24. Diremos que « € inteiro se 5 < o — [ € um sucessor ou € (.

Teorema 2.25. Existe um ordinal limite.

Demonstracao: Seja x o conjunto que satisfaz o Axioma do Infinito (Axioma 5). E seja y o
supremo de todos os ordinais que estdo em x. Entdo, uma vez que « € x — o+ 1 € x, logo se

y = a+ 1, entdo y € z e é um ordinal limite deste conjunto. O

Juntamente com o teorema acima, podemos propor a existéncia de um conjunto w, que
ird conceder a existéncia dos inteiros no nosso sistema. Faremos da seguinte forma, seja x
um ordinal limite e seja w o menor ordinal limite < z. Entdo, se n € w entdo n € inteiro.
E também, paraum y € w, se 2 < y — 2z € um sucessor ou é (), de modo que y é também
um inteiro. Desta forma, temos que w € o conjunto dos inteiros. A existéncia de w no nosso
sistema nos garantird um modo de formalizarmos a Hip6tese do Continuo uma vez que, com w,
possuimos um conjunto que permitird dizer se um determinado conjunto € ou nao contavel.

Os dois préximos teoremas serdo apenas enunciados, o primeiro também conhecido
como Indug¢do Matemdtica e o segundo conhecido como Inducdo Transfinitanao serdo demons-
trados, mas as referéncias [1, 3, 2] possuem a demonstracdo dos mesmos, caso o leitor se inte-

resse.
Teorema 2.26. (Inducdo Matemdtica) Sex Cwep € x,enc€x —n+ 1€z, entdo v = w.

Teorema 2.27. (Indugdo transfinita) Dados t; suponhaNx 3y A, (x,y;t1, ..., tx) de modo que
A define uma fungdo y = p(x). Para todo o Ord « e para todo o conjunto z, existe uma fun¢do
tnica f definida em {5 | f < «a} (este conjunto na verdade é o +1) tal que f(0) = z e para
B <a, f(B) = ¢(h) em que h é a restri¢do de f a j.

Definicao 2.28. Dizemos que um ordinal é contdvel se pode ser posto em correspondéncia

um-a-um com w.
Definicao 2.29. Seja o contavel se § < o <+ [ € a.

Juntamente com a Inducao Transfinita, podemos ter algumas aplica¢des interessantes,

e mesmo que a fungdo ¢ ndo seja explicita, € sempre possivel explicitd-laem ZF'.[2, 9, 10, 11]
1. Para definirmos o + (3, basta que fixemos « e fagcamos
a+0=a
a+p=supla+ | X< S}
2. Do mesmo modo que no item anterior, vamos definir « - 5 para algum « fixo e fazendo
« - 0 = 0, dai teremos
a-(f+l)=a-f+a

a-f =sup{a-A| X< 5} tendo S como ordinal limite.
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3. Vamos novamente fixar um « para definirmos af, fazendo com que a® = 1, daf temos

a? = sup{a* | A < B} com 3 sendo um ordinal limite.

Finalizamos, assim, a constru¢do dos ordinais. Na sec¢do seguinte iremos expor mais
um conceito importante para formalizarmos a C'H, nela teremos 0s conceitos necessarios para
propor o questionamento central da C'H de tal forma que poderemos estender a hipétese de

forma geral, o que conheceremos posteriormente como Hipdtese do Continuo Generalizada ou
GCH.

2.3 Cardinais

O primeiro passo que daremos € definir cardinalidade. De forma ingénua poderiamos
dizer que um nimero cardinal é a representacdo do “tamanho” de um conjunto. A definicdao
abaixo pode ser facilmente aceita quando os conjuntos que trabalhamos sdo apenas finitos, rapi-
damente poderia concluir que para que dado dois conjuntos, 0s mesmos s0 terdo a mesma cardi-
nalidade, se possuirem a mesma quantidade de elementos. Perceba também que, na defini¢ao,
ndo usamos o conjunto w dos inteiros para propor a ideia de conjuntos possuirem a mesma
cardinalidade, apenas nos utilizamos da ideia de funcdo bijetora entre dois conjuntos, o que

certamente € suficiente.

Definicao 2.30. A e B tém a mesma cardinalidade se ha uma fungio bijetora de A sobre B.

Designaremos # A para cardinalidade de A.

Na nossa notacdo, a definicdo acima nos diz que #A = #B se existir f : A — B
bijetiva. Aqui, estamos considerando que # A = # B define uma relagao de equivaléncia, o que

pode ser facilmente demonstravel.

Definicao 2.31. #A < #B se existir uma fun¢ao injetiva de A em B, ou seja, a imagem de f

¢ um subconjunto do contradominio.

Teorema 2.32. (Teorema de Cantor-Bernstein): (#A < #B N #B < #A) — (#A = #B).

Demonstracao: Tenhamos uma f um-a-um e injetiva de A em B e g também um-a-um e
injetiva, mas de B em A, o que nos é dado por hipdtese. Suponha que A e B sejam disjuntos,
ouseja AN B = (), e S é um conjunto formado pela unido disjunta de sucessdes, temos entio
S =A{...,%4,Yn,...}, podendo ou ndo terminar a esquerda com z,, € A ey, € B. Facamos
agora com que f(x,) = yn € 9(yn) = T,_1. Se x se encontrar no contradominio de g entdo
Yn_1 aparece e se vy, estiver no contradominio de f entdo x,, aparece. Dai podemos definir ¢

um-a-um e injetivade S N A em S N B, da seguinte forma
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o(Ty) = Yn, se x, € S para todo n negativo;
(p =
©(Ty) = Yn_1, se um y é o ultimo elemento a esquerda em S.
Desta forma, ¢ € uma fungido bijetora de A sobre B. E, portanto, #A = # B. Perceba
que para esta demonstracao ndo foi necessario o uso do Axioma da Escolha, ulteriormente

iremos demonstrar um teorema usando este axioma. O

Dados dois conjuntos A e B, pode acontecer que #A < #B e #A # #B, dai resulta
que #A < #B. O teorema a seguir pretende mostrar que todo conjunto pode ser bem ordenado
e por causa disso a relacdo < induz uma relacdo de ordem entre as classes de equivaléncia que

sdo definidas por #A = # B, e para isso usaremos o Axioma da Escolha.

Teorema 2.33. (Teorema da boa ordem): Todo conjunto S pode ser bem ordenado.

Demonstracao: Vamos aplicar o axioma da escolha a funcio identidade sobre o conjunto
poténcia P(.S), dai teremos que uma f definida para todo x C S com z ndo vazio, de modo
ater f(x) € x. Chamaremos uma boa ordem de boa se Vx € T temos que x = f(S — {y |
y € T Ny < x}. Deste modo, estaremos obtendo através de uma fungdo escolha, no conjunto
dos elementos que restam, o elemento seguinte. Naturalmente, este processo pode ser repetido

sucessivamente de modo a obter uma relagao de boa ordem em todo o S. O

Mais além, podemos concluir que, dados dois subconjuntos A; e A, bem ordenados
pelas respectivas relagdes de boa ordem <; e <5, com A; C As. E, também, que A e o
segmento inicial de A; e a relacdo de boa ordem <, € na verdade uma restricao de <; em
As. Em particular, temos que ha apenas uma relagdo de boa ordem em A. Para provar o que
afirmamos, iremos inicialmente definir uma ¢ como uma fun¢do que conserva a relacao de boa
ordem em um segmento inicial A;. Tomemos = como o menor elemento de A;, de modo que
tenhamos ¢(x) # x. Vamos verificar que isso ndo se sustenta, mostrando que ndo ha outra
funcdo além de ¢ que possa obter x. Para isso, vemos que ¢ € uma funcdo sobre um segmento
inicial, dai temos que

o(xr) = sup{p(r) | y <1 x} em que o sup é na verdade a relagdo <o, sendo esta uma
relacdo de boa ordem, dai temos,

p(r) = f(S —{p(r) |y <1 z});

p(x) = f(S—{y |y <1 2});

p(r) = .

Isso contrariando nossa afirmagdo sobre (), sendo assim teremos entéo que p(x) = z
para todo e qualquer .

Agora veremos que dado um K formado pela unido de K, os K, serdo bem ordenados
por uma relacdo boa, ou seja, K serd um conjunto bem ordenado por uma relacdao de boa

ordem. Para isso, definaz < yparaz,y € K. Sez,y € K,esex € K, ey € Kpg, desse
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modo temos que K, € segmento inicial de K. Entdo temos que z,y € Kpg e, portanto, a
relacdo de ordem € definida até mesmo exclusivamente para todos os =,y € K. Agora falta
verificar se a relagdo < € uma relacdo de boa ordem. De fato, porque se tivermos x € K, e
o segmento inicial {y | y < z} = {y | y € Ko ANy <. x}, 0 que consequentemente temos
quexr = f(S—{y |y <=x}). Se K # S, basta que fagcamos um =y, = f(S — K) e tenhamos
um conjunto Ky = K U {x¢}, onde definiremos uma relagdo de boa ordem em K, como uma
extensdo da de K e fazendo x < x( para todo z € K. Deste modo, a relacdo é de boa ordem
e ndo € nenhuma das que relaciona os K. Logo, K = S e S é bem ordenado por uma relacio

boa.
Definicao 2.34. Um cardinal € um ordinal « tal que 8 < a — #0 < #a.

Vamos definir cardinal usando a ideia de ordinal. O cardinal € o menor ordinal com
esta cardinalidade [1, 2]. Do mesmo modo que procurdvamos um representante candnico para
cada classe de equivaléncia para definirmos os ordinais, o fazemos aqui para definir cardinal.
Consegue-se isso escolhendo para cada classe de equivaléncia de conjuntos de mesma cardi-
nalidade, um representante dnico. Isso € possivel, pois provamos que todo conjunto pode ser
bem ordenado e, por isso, temos que tais conjuntos possuem a mesma cardinalidade de algum
ordinal.

Agora que construimos e sabemos o que sdo os cardinais, podemos querer construir
cardinais arbitrariamente grandes, e isso serd possivel com o teorema que iremos preposicionar

em seguida.

Teorema 2.35. (Teorema de Cantor): Para qualquer conjunto A, temos que #A < #P(A).

Demonstracao: Claramente #A < #P(A). Agora resta saber se vale o contrdrio para con-
cluirmos se é ou ndo #A = #P(A). Para isso vamos supor que ¢ é uma fun¢do um-a-um e
sobrejetora de A sobre P(A). Agora tomemos um z, tal que z = {z € A | -z € p(z)}. Dai,
temos que z C A e sendo ¢ sobrejetora, existe y € A tal que z = p(y). Entdo

yez—> ey - yEz

e

yEz— ey »ycz

Isso é impossivel, logo ndo se pode ter uma fungao do tipo ¢, e portanto a cardinalidade

dos conjuntos ndo sdo iguais. Logo #A < #P(A). a

Com este teorema podemos obter uma sucessao de cardinais grandes. Podemos provar a
existéncia de um R, que é o menor cardinal transfinito maior do que Nz para todo S < «. Para
isso, basta definirmos por indug¢do transfinita uma funcdo de @ — N, de ordinais a cardinais.
Pelo Teorema de Cantor podemos obter sempre um cardinal maior que qualquer ordinal dado,

deste modo nossa defini¢ao € valida. E, por indugdo, podemos ter que o < N,. Sendo assim,
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N, percorre todos os cardinais inclusive os arbitrariamente grandes. Nesta breve demonstracdo
da existéncia de N, usamos o Axioma da Escolha. Uma vez que precisamos saber que todo
conjunto possui cardinalidade igual a um certo ordinal, hd como provar a existéncia de N,
sem esse axioma, mas nao o faremos aqui, essa demonstracdo € bem desenvolvida em [1, 2],
também hd uma aritmética que envolve cardiais grandes e para um estudo detalhado sobre essa
aritmética sugerimos [6, 11, 12].

Agora que sabemos que podemos obter cardinais arbitrariamente grandes [13, 14, 15].,
vamos considerar um conjunto C', definido como o Conjunto Poténcia de w, ou seja, C' = P(w).
Sabemos que este conjunto nio possui cardinalidade igual a de w pelos resultados anteriores e

também que ndo € contdvel, pois ndo pode ser posto em correspondéncia um-a-um com w.
Hipotese do Continuo. #C = X; sendo C' = P(w).

Podemos também conjecturar a C'H de forma geral.
Hipotese Generalizada do Continuo. #P(R,) = R,

Enunciamos, enfim, a Hipétese Generalizada do Continuo (GCH)*. Nos préximos
capitulos iremos abordar sua consisténcia. Mas antes, hd alguns aspectos interessantes sobre
a aritmética que envolve os cardinais, 0s mesmos possuem uma aritmética propria, sendo que
alguns resultados podem ser semelhantes a aritmética que envolve os inteiros, como no caso de
estarmos lidando com conjuntos finitos. Neste caso, se A e B sdo disjuntos e finitos, é facil

verificar que

#A+#B = #(AUB),
#A- 4B = 4(A x B).

No entanto, se A e/ou B forem infinitos, teremos que [2, 3]

HA+ #B = #A-#B = max(#A,#B).

4Aqui, assim como a C'H, foi preferivel o uso da abreviagio de Gerenalized Continuum Hypothesis, por isso
GCH enio HCG.



Capitulo 3

Axiomas da Regularidade e Altos de

Infinito

3.1 Axioma da Regularidade

Queremos dedicar a primeira parte deste capitulo a demonstrar que o Axioma da Re-
gularidade € consistente se todos os outros axiomas do sistema Z F' sejam consistentes. Aqui,
quando nos referimos ao ZF', o fazemos sem o Axioma da Escolha e sem o axioma da Re-
gularidade. Queremos, com isso, introduzir a ideia que Godel usou para mostrar que a GC'H
¢ consistente. Desse modo, veja esta secdo como um esbo¢o do que faremos posteriormente.
O motivo de retirarmos o Axioma da Escolha é porque este tem sua consisténcia provada pelo
mesmo método. E apesar de que a GC'H ndo tenha tido muitos desdobramentos na Matematica
moderna, mas o axioma da escolha (AF) tem. E, por isso, o que faremos em seguida sera
mostrar a consisténcia do sistema que possui a GC'H e o AE adicionado ao Z F'.

Vamos recapitular o que ocorrerd. O Axioma da Regularidade simplifica nossa ideia de
ordinal, onde podemos omitir que € € uma relacdo de boa ordem em um ordinal o e simples-
mente dizer que € ordena o . E veremos que o Axioma da Regularidade é uma proposi¢ao
consistente com os demais axiomas de Z F'. Para mostrarmos isso, iremos construir um modelo
para ZF', cujo Axioma da Regularidade (AR) € consistente. A esse tipo modelo chamaremos,
em breve, de modelo interno. No entanto, vale lembrar que ndo € possivel mostrar a consisténcia
de ZF (ConsisZ F) mantendo-se em Z [, deste modo nossa prova de consisténcia serd uma
prova relativa, pois de acordo com Paul J. Cohen, ConsisZ F' (Consisténcia de Z F') € um artigo
de fé e todas as provas de consisténcia sdo resultados relativos [3]. Acreditamos que este curto
resumo seja suficiente para compreender o processo que se seguira.

Agora vamos iniciar nossa discussdo relembrando o que queremos dizer quando falamos
de conjunto transitivo, esse conceito serd recorrente a partir de agora. x € transitivo se dado um

z € yey € ximplica que z € z. Certo, agora iremos definir alguns conceitos que servirdo para

30
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denominarmos quando um um conjunto € bem-fundado, isto é, vale o Axioma da Regularidade.

Para que posteriormente possamos trabalhar a ideia de um sub-modelo ou modelo interno.

Defini¢ao 3.1. Tomemos um conjunto Y transitivo, definimos uma fun¢@o de cota cem Y como

o valor z, que é um ordinal, de tal modo que = € Y e ¢(z) = sup{c(z) | z € x}.

O lema a seguir servird para mostrar que a funcao de cota, apresentada acima, € tunica
quando a interse¢ao de dois conjuntos, ambos transitivos e cada um com uma fungdo de cota,

resulta em um conjunto também transitivo.

Lema 3.2. Sejam K, e K5 conjuntos transitivos e cy e cy as fungbes de cota dos conjuntos,

respectivamente. Entdo K, N Ky é também transitivo e c; = co em K1 N K.

Demonstracao:

K7 N K, é transitivo: Seja v € K; N Ky, agora tomemos um v € x tal que u € K;.

Como este € transitivo por hipotese, também teremos que u € K5, pois K, é também transitivo.

Dai, podemos concluir que u € K7 N Ky, logo o que temos é
ve KiNKy,uev—ue KiNK,,

fazendo com que K N K seja, por defini¢do, transitivo.

c1 = co em K7 N K5: Vamos supor o contrdrio, seja & o menor ordinal tal que Jdx €

K7 N Ky e tenhamos ¢1(x) = ae ¢1(z) # c2(z). Sey € x, entdo ¢1(y) < a, pois a € cota de
x, daf temos que ¢ (y) = co(y), daf

ca(x) = sup{ca(y) [y € =}

ca(x) = supfei(y) [y € =}

(7)) = c1(z)

o que € impossivel, pois contradiz o que supomos inicialmente. O

Agora iremos apresentar outras duas definicdes que contribuiram para a nossa discussao
sobre 0 AR.

Defini¢ao 3.3. Um conjunto z € dito bem-fundado se x € A, com A transitivo, e existe uma

func¢ao de cota.

Para os conjuntos que serdo definidos a partir daqui, utilizaremos a notacao que Cohen

usou em [2].

Definicdo 3.4. Seja So = {z}, S,11 0 conjunto soma dos S, € S, = | J°, Snx

n=0 ~n<-

Teorema 3.5. S, x ¢ transitivo. E se v € S,z e x € A, com A transitivo, entdo S,z C A.
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Demonstracao:

S, € transitivo: Tomemos um a € S,z para algum n. Agora, tomemos um ¢ € a, entao

temos que t deve estar em S,, 1, de modo que por defini¢do ¢ € S, x, logo o que temos é
a€ S,r,t€a— S,x,

o que, por defini¢do, torna S,z um conjunto transitivo.

Sex C A: Temos por hipétese que, dado um z, sabemos que:
e xS,
e x € A;
» A é transitivo.

Como x € S,x, entdo x € Syx e, por hipdtese, temos que Soz C A. Agora suponhamos

que S,z C A, entdo vamos verificar se S, ;x C A é valida. Perceba que
Snx g A’ Sn g Sn+1x — Sn+1 g A,

o que implica em A ser transitivo, o que é verdade, logo S,z C A. O

Com auxilio do AR ¢ possivel provar que todo conjunto é bem-fundado, para certificar-

mos disto, formalizaremos em um teorema.

Teorema 3.6. Todo conjunto A é bem-fundado.

Demonstracao: [2] O

Corolario 3.7. Todo conjunto transitivo A tem uma fungdo de cota.

Para referéncias futuras, vamos apresentar um conjunto que serd de muita ajuda em
nossa discussdo. Tal conjunto pode ter sua existéncia demonstrada por inducdo transfinita,
esse conjunto é formado pelo conjunto de cotas de um ordinal o . Definimos, entdo, S(a) =
P(Usa S(8)), sendo 3 os ordinais que precedem o .

Os lemas que serdo enunciados agora serdo aceitos sem demonstragdo para que possa-
mos ser sucintos nesta se¢ao e apresentemos o nosso esboco de forma a ndo se estender muito.

Mas, se o leitor se interessar pelas demonstracdes dos mesmos, sugerimos [1, 2].
Lema 3.8. Seja o um conjunto bem-fundado para todo a € t, entdo t também é bem-fundado.
Lema 3.9. Seja Ord a, e Ord a é bem-fundado entdo a cota de Ord o = a.

Lema 3.10. Se z é bem-fundado, o conjunto poténcia P(x) também o é.
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Possuimos dois conceitos essenciais para a nossa discussdo. Nossa inteng¢do agora é
mostrar que ConsisZF — ConsisZF + AR, e como inicialmente falamos, vamos considerar
ZF sem o AR e AFE, a retirada ou a inclusdo deste ultimo nao afeta nossa intenc¢do, logo
ela é opcional, neste caso pode ser que em algum momento iremos considerd-lo como parte
de ZF'. Antes de mostrarmos a consisténcia de C'onsisZF + AR, vamos a um exemplo que
resumira nossa demostragao. Considere um modelo 7' para um sistema de axiomas A para
uma determinada linguagem formal. Pode ser do nosso interesse considerar, em especial, um
subconjunto M cujos z € M também estdo em 7', e obedecem uma determinada propriedade
L(z) da linguagem formal [7, 8]. O que podemos concluir com este subconjunto é que teremos
propriedades que sdo independentes do modelo 7, e isso serd consequéncia do fato de que 7' é
um modelo para o sistema de axiomas A. Vamos formalizar isso, mas primeiro vamos propor

uma defini¢cdo sobre uma férmula ser relativizada a uma propriedade L(x).

Definicio 3.11. Seja F' uma férmula, entdo F'© serd a demonstracdo da férmula aplicada a
propriedade L(X).

O que queremos com isso € que os quantificadores, tanto o existencial quanto o univer-

sal, estejam sujeitos a L(x). Isso significa que:
e dzY torna-se 3z (L(z) AY);
* VzY torna-se Va(L(z) — Y).

Sendo assim, quando falarmos de F, queremos dizer que toda [’ esté relativizada a condi¢ao

L(z). O lema a seguir € trivial, mas necessario para que seja claro o que estamos fazendo.

Lema 3.12. Se F ¢ vdlida, entdo sua relativizacdo a uma propriedade L(x) também o é.

Demonstracao: Suponhamos F’' vdlida para qualquer conjunto X, onde as constantes e as
relagdes correspondentes a uma linguagem formal estdo definidas e validas também em um
subconjunto {z | # € S A L(x)}. Entdo, segue que F'* é verdadeiro é consequentemente
vélida. O

Agora fagamos com que L(x) seja a propriedade “o conjunto x é bem-fundado”. Com
isso poderemos desenvolver o teorema a seguir adaptando nossa propriedade aquela que suge-

rimos.
Teorema 3.13. Seja A um axioma em ZF, entdo A" é demonstrdvel em ZF.

De outro modo, queremos mostrar com este teorema que os conjuntos bem-fundados sao
modelos para ZF'. Para isso, precisamos garantir que um conjunto x, bem-fundado, satisfaca
cada um dos axiomas de Z F'. Aqui vamos considerar aqueles que enunciamos, inclusive o AR

e o AFE, entdo vamos mostrar que isto € possivel.
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A1) Axioma do Conjunto Vazio: Como () é bem fundado, o axioma € satisfeito.

As) Axioma da Extensionalidade: Uma vez que se ha um x € y e se y € bem-fundado e o

mesmo para {z, y}, entdo x também é, desta forma o axioma ¢é satisfeito.

A3z) Axioma do conjunto Soma e Poténcia: Se x é bem-fundado, o conjunto soma de x
também € e o mesmo ocorre para seu conjunto poténcia, logo este axioma também €

satisfeito.

A4) Axioma do Infinito: O conjunto w, dos inteiros, € bem-fundado o que satisfaz este axi-

oma.

As) Axioma da Escolha: Seja f(a) uma funcéo escolha para os conjuntos A,. Se a fungio
que vai de f(a) — A, é bem-fundada, entdo a fungdo que vai de @« — f(«) também &,

satisfazendo este axioma.

Ag) Axioma da Substituicdo: Seja y = (x) uma fungdo definida para conjuntos bem-
fundados, e que, consequentemente tomarda como valores apenas conjuntos bem-fundados,

deste modo o contradominio de ¢ é bem-fundado.

A7) Axioma da Regularidade: Seja x elemento minimal de um conjunto C, nio vazio. Se
y € x, entdo hd uma fungdo de cota em y e se tomarmos c(y) = sup{c(Y)}, ou seja,
c(x) = {z | z > y}, que é uma fungdo de cota em C, entdo C' é bem fundado e portanto

0 axioma € satisfeito.

Como todos os axiomas que enunciamos em Z F' foram satisfeitos, o Teorema 3.13 esta de-

monstrado. Finalmente podemos propor o teorema a seguir e demonstri-lo.

Teorema 3.14. ConsisZF — ConsisZF + AR

Demonstracao: Vamos supor que ZF + AR seja inconsistente, com isso temos que ha uma
proposicdo validaem ZF 4+ AR na forma ARNA;ANAsN---NA, — X AN—X, onde A, sdo os
axiomas de Z F', mas sabemos também que todos os axiomas de Z F’ relativizados a uma L(x)
sdo validos, entdo temos que AR, AN Ay, AN Aap A+ NA, 1 — X A X € vdlida também.
E temos que tanto A,, ;, quanto AR, sdo demonstrdveis em ZF. Assim, podemos concluir que
ZF — X1 N —=Xp, elogo ZF' € inconsistente. Entdao a negacao de nossa afirmacao inicial s6

pode ser verdadeira. O

O que fizemos com os conjuntos bem-fundados foi construir um modelo interno, que
nada mais € do que um sub-modelo caraterizado por uma propriedade. No modelo interno dos
bem-fundados ndo modificamos a relacdo € , que vem sendo usada desde o nosso tratamento

com os ordinais. O método que desenvolvemos acima € analogo ao que foi usado por Godel para
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mostrar que GC'H é consistente, 0 que provaremos no capitulo seguinte. E possivel também
mostrar que AR € independente, mas ndo o faremos aqui.

A seguir enunciaremos um teorema que serd de uso posterior. E apds ele seguiremos
com uma discuss@o sobre conjuntos altos de infinito. O teorema que esbogcaremos sera relativo
aos conjuntos extensionais. Um conjunto H € denominado extensional quando dados z,y € H
temos que = # y implica que existe um v € H,talque (v € z Av € y)ou (—v € x Av € ).

Para estes tipos de conjuntos temos o teorema a seguir.

Teorema 3.15. Seja H extensional, existe um H', transitivo, tal que, dada uma ¢ que é um-a-

umde H — H', p é € -isomorfismo, ou seja, v € y — o(x) € p(y).

Demonstracao: [2] O

3.2 Axiomas altos de infinito

Nesta secao mostraremos que é possivel enunciar dois axiomas que sao nao-demonstraveis
em ZF, mas que, no entanto, muito provavelmente sdao verdadeiros. Também veremos que
pode-se ter extensdes do Z F', de modo que algumas das proposi¢des sejam poderosas de tal
forma que sua existéncia nao pode ser garantida por processos recursivos. Pode-se inferir que o
proposito deste capitulo € nos aproximar cada vez mais de um conjunto de todos os conjuntos,
mas nao chegaremos a tal ponto, até porque conhecemos que tal conjunto produz contradi¢oes.
Mas com resultados que em breve mostraremos, poderemos responder perguntas do tipo “Se
um sistema D de axiomas finito de Z F' for consistente, ndo é possivel mostrar que D implica
em Z F?7’ Tal pergunta seria até uma tentativa de mostrar a consisténcia de ZF' ja que com
D reduziriamos a um conjunto finito de axiomas. Esta secdo terd ideias e conceitos que serdo
importantes para capitulos sobre a Consisténcia da Hipotese do Continuo.

Vamos comegar com dois axiomas sobre modelos.

Axioma 10. M
Seja M um conjunto e dada uma relacao bindria do tipo € C M x M isso torna M um

modelo para Z F'.

Axioma 11. SM
Seja um conjunto M que tenha uma relagdo R, tal que R = {< =,y >| z € y Az,y €

M}. Entdo, o que temos € que M é um modelo para Z F' sob a relagio R.

Perceba que o modelo M possui a relagio € , que conhecemos como a relagdo €-padrao,
tornando desta forma M um modelo padrido. Os dois axiomas ndo podem ser demonstrados em

Z F, isso se deve ao fato de que ambos sdo proposicdoes em Z F'. No entanto, € muito provavel
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que M e SM sejam verdadeiros e por isso nao ha problema em té-los como axiomas. Essa ga-
rantia pode ser dada simplesmente considerando que, para M ser verdadeiro bastaria garantir a
existéncia de conjuntos, uma vez acreditando que, como M pode ser dado como uma proposi¢cao
Unica em Z F', mesmo que os axiomas neste tltimo sejam infinitos, acredita-se que ha conjun-
tos, entdo acredita-se que nao ha contradi¢des em Z F'. Ja mostrar que S M € verdadeiro bastaria
(aqui vale ressaltar que essa € uma tentativa informal por motivos que ja foram citados) que seja
possivel construir a partir de um modelo, sub-modelos internos contaveis. Para isso usariamos
o Teorema de Lowenheim-Skolem. Como estamos considerando que ja hd uma certa familia-
ridade com este teorema, faremos apenas um esbogo de como se poderia tentar mostrar que S M
¢ verdadeiro. O teorema, de forma sucinta, consiste em escolhermos sucessivamente conjuntos
que satisfazem certas propriedades desde que 0os mesmos existam. Aqui, para o nosso proposito,
poderiamos usar o teorema para mostrar que o conjunto M € modelo de Z F', se provarmos que
h4 um sub-modelo caracterizado por R em M de forma que este € contdvel ou ndo ultrapassa
a cardinalidade de M. E possivel fazer tal processo em ZF de forma finita, bastando apenas
restringir a relacdo € a esta colecdo contavel de conjuntos, e que consequentemente teriamos
um modelo padrio contdvel para Z F'. No entanto, ndo hd em Z I’ uma propriedade A(n, ) que
exprima a propriedade x que queremos considerar na ordem n. Sendo assim, acreditamos que
S M seja verdadeiro.

O motivo de apresentar estes dois teoremas € explicitar um modo de construir extensoes
do ZF', simplesmente unindo a ele proposicdes intuitivamente verdadeiras, € muitas vezes es-
sas preposi¢des podem ser poderosas de tal forma que seus resultados nem sempre podem ser
obtidos por um processo repetitivo. Um exemplo trivial € tentarmos mostrar a existéncia dos
nimeros inteiros. Sabe-se que podemos fazé-lo pelo Axioma dos Pares. No entanto, podemos
ir mais adiante, podemos provar que existe um w que € o conjunto que contém todos os inteiros
e isso € possivel pelo Axioma do Infinito. Desta forma, um conjunto maior é construido por
um processo que nao pode ser repetido. Chamamos esses tipos de axiomas de Axiomas altos de

infinito. Vamos a um outro exemplo um pouco mais peculiar.

3.2.1 Cardinais Inacessiveis

Axioma 12. Seja o um cardinal incontdvel, temos entao que:

1. Se 8 < a, o ndo pode ser obtido pela soma dos cardinais [ , e cada um dos 8 € menor

do que .
2. Se f < a,entdo #(P(5)) < a.

O axioma propde um « que nao pode ser obtido pelos Axiomas do Conjunto Poténcia

e Substituicdo, porque tais axiomas quando aplicados ao conjunto de cardinais menores « , que
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sdo modelos para Z F', ndo produzem resultados fora dele. Sendo assim, cardinais como « sdo
conhecidos como incessiveis, tentar demonstrar sua existéncia em Z F’ resulta, consequente-
mente, em mostrar a consisténcia de ZF’, o que ja sabemos ndo ser possivel, logo o axioma é
nao demonstravel em ZF', mas comumente aceita-se como verdade. Vale ressaltar que € sim
possivel obter outros cardinais inacessiveis por maneiras mais complicadas. [1, 2]

Enfim, conhecemos axiomas mais altos da teoria dos conjuntos, e um fato interessante
€ que a descoberta de novos axiomas possibilita a demonstracdo de uma preposi¢do na teoria
elementar dos conjuntos. Pode-se ter uma ideia de um esquema axiomatico completo, com
axiomas poderosos quanto os que mostramos, mas tal tentativa é impossivel de realizar uma
vez que sempre haverd um passo adiante. Uma tltima observacdo é que quando se depara com
um axioma de infinito hd um desafio se ird ou ndo aceitd-lo, pois cada vez que se postula um

axioma deste tipo, nos aproximamos do paradoxo do conjunto de todos os conjuntos.

3.3 Teorema de Lowenheim-Skolem

Nesta tdltima parte, queremos introduzir, de forma sucinta, o Teorema de Léwenheim-
Skolem, pois o desenvolvimento que aqui serd dado serd importante para o capitulo seguinte.
Como esperamos que ji se tenha tido contato com tal teorema, iremos apenas enuncii-lo e

posteriormente apresentar um outro que se utiliza deste teorema para ser demonstrado.

Teorema 3.16. (Lowenheim-Skolem) Seja M um modelo para uma colegdo 'T' de simbolos de
constantes e relacionais. Hd um sub-modelo elementar de M cuja cardinalidade ndo ultrapassa

ade T se T é infinito e serd no mdximo contdvel se ' for finito. [2]

Anteriormente vimos como usar este teorema para verificar a veracidade do axioma S M
de forma a mostrar que hd um conjunto M sob uma relacdo R que é modelo para Z F'. Para que
i1sso possa ser feito em Z F' teriamos que restringir o ndmero de frases declarativas que podem
ser satisfeitas no modelo, e fazendo a conjun¢ao de todas essas frases poderiamos nos ater a uma
Unica proposicdo. Deste modo, vamos reformular o Teorema de Lowenheim-Skolem adaptado
asl.

Teorema 3.17. Seja A(xy, ..., x,) uma formula em ZF. Pode-se demonstrar em Z F' que para
qualquer conjunto B existe um B' C B de modo que # B’ = max (X, #B) e VT; € B’ temos

que A(T1, ..., 7y) & AP (1, ..., 7).

Demonstracao: [3] U



Capitulo 4

A Consistencia da GCH

Para darmos inicio a nossa discussao sobre a consisténcia de GC'H, vamos antes esbogar
a ideia de defini¢do predicativa e impredicativa. Informalmente se define algo de forma predi-
cativa quando as propriedades e varidveis que envolvem a defini¢do sdo concebidos por con-
ceitos previamente dados. Por exemplo, suponha que nos seja dados o conjuntos dos inteiros
e as operagOes aritméticas, e que vamos definir um conjunto de inteiros por meio de uma pro-
priedade p(m) onde suas varidveis tomam valores do conjuntos dos inteiros. Deste modo, o
conjunto formado por meio de p(m) é definido de forma predicativa em termos de inteiros.
No caso de uma defini¢ao impredicativa, ndo nos € dado nenhum conceito prévio obrigando,
assim, a aceitar as propriedades como tendo certo sentido em sua totalidade. Com isso em
mente, podemos resumir a ideia de Godel para mostrar que GCH e AE (Axioma da Esco-
lha) sdo satisfeitos em ZF'. Para Godel, se fosse possivel repetir a construcao predicativa até
algum ordinal, os conjuntos que viessem como resultado destas constru¢des formariam um mo-
delo para Z F'. A estes conjuntos formados por sucessoes transfinitas de definicdes predicativas
chamamos de construtiveis. E o modelo que estes conjuntos formam para Z F' torna possivel
mostrar que GC H e AFE sdo satisfeitos em Z F', dadas as motivagdes para que possamos obter a
consisténcia de GC' H provando que Z F' seja consistente. Iniciaremos com algumas defini¢oes.
Primeiro introduziremos um conjunto que nos auxiliard em resultados importantes posteriores,

sendo assim sua compreensdo € importante pois iremos utiliza-lo com uma certa frequéncia.

Definicao 4.1. Seja um conjunto X. O conjunto X’ é definido como sendo a unido de X e de
todos os y os quais existe uma formula A(z, by, by, ..., by) em ZF tal que a férmula A* € a
formula A com todas as varidveis ligadas restritas ao conjunto X . Deste modo podemos definir

Y COMO
y={z¢€ X|A(Z,E,E,...,E)}

parab_l,b_%...,EemX.

38
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Com esta definicao iniciamos um conceito que conhecemos como interpretacdo. Quando
restringimos as varidveis de A para os elementos do conjunto X fizemos uma interpretacio de
Aem X. O tipo de interpretacdo que fizemos é algo bem particular e que posteriormente indi-
caremos como relativizagdo. Em palavras, estamos relativizando A em X, escreveremos entiao
AX; estes conceitos precederdo o que conhecemos como Modelos Internos ou Inner Models

[5]. Nossa segunda defini¢do tratard de um outro conjunto.
Defini¢ao 4.2. Seja o um ordinal. Defina-se M,, fazendo My = () e
My =z oo Mp se o éum ordinal limite.

Uma nota de observacao a essa definicao que estamos dando, e que posteriormente fara
mais sentido, € que estamos a construir uma familia de conjuntos M indexados por ordinais de
forma a obtermos uma estrutura (M, €), isto é, um modelo M que possua uma relagio € padrao
e por meio de inducdo transfinita estamos a construir uma classe de forma predicativa. A ideia
desta defini¢do estd relacionada com o universo de Von Neumann para uma classe universal. A
terceira definicdo introduzird a ideia de conjuntos construtiveis. Com este conjunto poderemos

construir uma classe que servird de modelo para Z F'.
Definicao 4.3. Um conjunto x é construtivel se existir um o ordinal e v € M, .

Dadas estas definicbes podemos agora representar a classe dos construtiveis como L.
Estamos a supor que o leitor tenha conhecimento de que ha diferenca entre classe e conjunto
[9, 10], ainda assim queremos salientar que L ndo € conjunto, uma vez que se construirmos
um conjunto deste modo estariamos caindo em um paradoxo, o que ndo nos é favoravel. Re-
presentaremos também a classe universal, assim como indicada por Godel, como V. Estas

representagdes servirdo para formularmos o seguinte axioma.
Axioma 13 (Axioma de Construtibilidade). V = L

Intuitivamente queremos dizer que todos os conjuntos sao construtiveis, no entanto nao
podemos formalizar deste modo pois 0s objetos em questdo ndo sao conjuntos. Agora podemos

obter trés resultados que servirdo para o nosso objetivo especifico deste capitulo.

Teorema 1. Seja A um axioma em ZF tal que sua interpretacio na classe dos construtiveis A”

é demonstravel em Z F'.

Teorema 2. Dado o Axioma da Construtibilidade V' = L sua interpretacdo na classe dos cons-

trutiveis (V' = L)L é demonstravel em ZF.

Teorema 3. (V = L) - AE + GCH é demonstravel em ZF'.
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Uma breve discussdo sobre esses trés teoremas se faz necessdrio uma vez que temos
como objetivo mostrar que GC'H e AFE sdo consistentes quando adicionados a Z F'. O primeiro
resultado nos dard como consequéncia um modelo, neste caso o modelo dos construtiveis, que
iremos construir para Z F'. O segundo nos garantird que V' = L (Axioma de construtibilidade),
que serd dado como uma tnica férmula em Z F', pode também ser adicionado ao nosso modelo,
ou seja, V = L também € construtivel. Este resultado tem uma sutileza interessante pois
nele obteriamos que a propriedade usada em Z [’ para definir um determinado conjunto quando
restrita a um modelo M qualquer serd a mesma usada em Z F, isso ird introduzir o conceito de
Relagoes absolutas. E, por ultimo, com o terceiro teorema poderemos garantir que se ha uma
contradicdo em Z F' + AF + GC H, poderemos, entdo, ter uma contradicdo em Z F'. Em outras

palavras, temos que V = L — AE A GCH nao pode ser refutado em Z F'.

4.1 Teorema 1

Teorema 1. Seja A um axioma em Z F' tal que sua interpretacio na classe dos construtiveis A”

seja demonstravel em ZF'.

Para demonstrar este teorema teremos que garantir que os conjuntos construtiveis satis-

fazem todos os axiomas de ZF'.

A;) Axioma do Conjunto Vazio

Como () estd contido em qualquer conjunto, é trivial que () € L.

As) Axioma da Extensionalidade

Utilizando a defini¢do que demos para X e X', podemos obter que X' C P(X)U X para
qualquer X. Dai podemos tirar que y € z. Sendo assim, se x € M,, y € x e o € limite,
entioy € s<o Mp de modo que teremos y € M, 0 que por definigdo faz comy € L, o

que pode também ser comprovado pela transitividade de M,
re M, yexr—ye M,.

Também poderemos inferir de forma mais direta que
rel,yex —ye€ L.

Concluindo, temos um conjunto construtivel que satisfaz o axioma da extensionalidade.
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As)

Ag)

As)

Axioma dos Pares Nao-Ordenados
Vamos supor que v € M,,y € Mge o < 3. Entdo z, y € Mg, desse modo, por defini¢do
temos que: Sendo /5 ordinal, com My = 0, Mg = J{ M3z}, e sendo My = Ua<,3 M,,

consequentemente teremos o conjunto {z,y} = {z|z € M, A (2 =z V z = y)} de modo

que {x,y} € Ms.1, 0 que satisfaz a nossa defini¢céio de conjunto construtivel.

Axioma do Conjunto Soma ou Uniao

Seja x € M, para algum « ordinal. Definimos um conjunto ) z como
Uzrz={zlze MoAFy(ye Mo ANy ez Nzey)}

O que fizemos acima foi apenas usar o Axioma do Conjunto Soma original tomando como
elementos os conjuntos que estdo em M,. Desse modo, teremos | J = € M,. Como M, é

transitivo, entao

r e My,yer—ye M,,
zeyye M, — ze M,,

z € Ma, Ma € MOH—I —, 2 € Moz-i-lv
sendo assim
rer,xe L -z elL,

e como | J z é o conjunto soma, entdo o Axioma da Soma satisfaz os construtiveis.

Axioma do Infinito

Para demonstrarmos que ha um conjunto definido pelo Axioma do infinito que € cons-

trutivel precisaremos de dois lemas.

Lema 4.4. Seja A(x) a formula x é um ordinal. Entao
Vo(z € L — (A(z) «— AX(2))).
De modo geral, se X € um conjunto ou classe qualquer,

Vy(y € X — (A(z) +— A% (2))).

Demonstracao: Como a férmula AX esta restrita aos elementos x, se © € L, pela

transitividade de L, a condi¢do A(z) permanece a mesma em L. a
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Ae)

Lema 4.5. Vo, sendo alfa ordinal teremos que o € M,

Demonstraciio: E trivial que () € M. Seja agora v 0 menor « para o qual o Lema 4.5

seja falso. Entao tomemos um [ tal que

f<a— € Mg,

5€M5+1—>5€X,

com X = [J,., M. Considerando a férmula A(z) definida como “x é um ordinal”,

como X ¢ transitivo e pelo Lemas 4.4, tem-se que
re X — (A% (x) & A(z)),

de modo que, dado que o conjunto A = {x € X|AX(x)} € um conjunto de ordinais e
como A é bem ordenando por € e X ¢é transitivo, entdo A € um ordinal. Sendo assim, A

excede os ordinais 3 < «, desse modo podemos inferir que o < A.

Seja agora X' definido como sendo a unido do conjunto X e de todos A, entao
aeX, XeX 5ae X’

ecomo X' C My1eac X, entdioa € X' X' € Myy1 — a € Myy. O

Poderiamos usar estes argumentos com w e concluir que w € L de modo que o Axioma
do Infinito € satisfeito nos construtiveis. Pode-se chegar a esta mesma conclusao de forma
bem mais simplificada, no entanto teriamos que formular os lemas dados posteriormente.
Perceba que o Axioma do Infinito depende de trés conjuntos definidos em axiomas pos-
teriores, estes conjuntos sdo: (), Uz e {a,b}. Como tais conjuntos so satisfeitos quando

relativizados a L, € trivial que o Axioma do Infinito também seja satisfeito.

Axioma da Regularidade

Sabemos que L, a classe dos construtiveis, € uma substrutura de V' e também que ambas
as estruturas possuem a relacdo €-padrdo. Desse modo devemos provar que se dado um
x € L ndo vazio, tendo y € z, terfamos entdo que x Nz = (. Seja a um férmula
que defina x, com « satisfeito em ZF'. Se tomarmos um y € z, pela transitividade de
L resulta que y € L. Deste modo, « € satisfeito em L, como « é o AR, temos que 0s

construtiveis satisfazem AR.
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A7) Axioma do conjunto Poténcia

Mostrar que o Axioma do Conjunto Poténcia satisfaz a classe L ndo € tao simples e trivial
como os anteriores. Ha uma certa sutileza em como iremos prosseguir. Facamos entao
x € Le P(x) o conjunto poténcia de x. Aqui vale deixar explicito que estamos utilizando

o Axioma original do Conjunto Poténcia e ndo a sua relativizacido a L. Seja
Pt(z) ={yly e P(X) ANy € L},

onde y € P¥(x) e p(y) seja o menor « tal que y € M,. Pelo Axioma da Substitui¢io
existe um Ordf que € supremo dos ordinais no contradominio de ¢ (posteriormente da-

remos um valor especifico para 3 ). Logo,
yEPL(x)%yGMB.

Vamos considerar o conjunto P = {yly € M, AVt(t € Mg — (t € y — t € z))}.
E como PP € Mj entdo P € o préprio PE(z) e como esse estd em Mz o Axioma do
Conjunto Poténcia satisfaz a condi¢do de ser construtivel.

Ag) Axioma da Substituicao

A demonstracdo que o Axioma da Substituicao satisfaz os construtiveis utiliza o Teorema

Lowenheim-Skolem. Para esta demonstracdo deixamos as referéncias [1, 3].

4.2 Teorema 2

Teorema 2. Dado o Axioma da Construtibilidade, V' = L, sua interpretacdo na classe dos

construtiveis (V = L)L é demonstravel em ZF'.

Relacoes Absolutas

Antes de seguir para a demonstracdo do Teorema 2 vamos introduzir o conceito de
relacdo absoluta, o que sera util para o resultado. Primeiramente mostraremos que X’ =Y pode

ser expresso em Z ' e consequentemente teremos que V' = L também pode. Consideremos que

para cada r > 0 seja X, o conjunto de todos os conjuntos .S de n-tuplos < z1, ..., x, > para os
quais existe uma férmula A(x1,...,z,;t1,...,t,) com exatamente r quantificadores. Facamos
com que os parAmetros ; € X tal que S = {< xy,..., 1, > |[AX (21, ..., 2,); (F1,, .o ) T

Exemplificando, a relacdo Y = X € expressa enumerando todas as formulas, sem quantifi-
cadores e por inducdo sobre o comprimento das férmulas e definindo S que resulta de cada
formula.

Por indugdo em r define-se agora Y = X, dizendo que um S de n-tuplos pertence a X,

tal que
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37 de (n + 1)-tuplos em X,,_; de modo que < x1,...,z, >€ S <> Jrg € X ou

37 de (n + 1)-tuplos em X,,_; de modo que < zy,...,z, >€ S <> Vo € X tal que
< X0, T1y...,T, >ET.

Podemos definir X’ como sedo a unido de X e de todos os n-tuplos que ocorrem em
X,. Agora perceba que os conjuntos M, foram definidos por uma simples indu¢do transfinita
em termos da operacdo X — X', entdo podemos expressar V = L em ZF' como uma frase
declarativa. A demonstracdo do Teorema 2 dependerd de mostrarmos que a definicio que
fizemos de M, quando relativizada a L permanece a mesma. Pode-se concluir que a satisfacao
dessa definicdo quando relativizada a L deve-se ao fato de L ser um modelo para ZF'. No
entanto, o fato de (M, )" ser construido de modo que seja idéntico ao M, e consequentemente
resultando (V = L)* se deve a um fato mais geral que nio depende de L ser modelo de Z F.

Seja uma férmula qualquer ¢(z). E suponhamos que c(x) é transitivo, ou seja,
clx) Ny € x— c(y).

Assim, para qualquer férmula A que seja restrita a ¢(z), i.e., A(z)¢, entdo se dado um ¢ fixo,
podemos fazer c(x) = x € t. Na nossa aplicagdo principal teriamos ¢(x) com x € L e perceba
que a relativizacdo a um conjunto € um caso particular do tipo relativizacdo que acabamos de

descrever. Sendo assim, podemos apresentar a definicao de relagcdo absoluta.

Defini¢ao 4.6. Seja A(zy,...,x,) e B(r) formulas, define-se uma relagdo absoluta se para

todas as relagdes transitivas,
B(xy) A B(z) A+ A B(xp) NAB(2q, .. xn) = Az, ..o 0).
Além disso, se dado B’ como uma outra condigio tal que Vo B(z) — B'(x), entdo
B(xy)) AB(xa) A+ A Bay) NAB(zy, ..., 2,) = AP (2, ..., 2y).

De forma intuitiva queremos dizer que para verificar uma féormula A(z4, ..., x,) basta
verificar em qualquer classe transitiva que contenha todos os objetos que sdo definidos por A.
Nio podemos concluir que A — AP uma vez que niio ha garantias de que B seja suficien-
temente grande. Podemos introduzir, por outro lado, uma defini¢do mais restrita de relagdo
absoluta. Nesta, tendo A como relativizado a uma classe B, onde os axiomas de Z F' sao satis-
feitos quando relativizados a B, entdio poderiamos ter A — A”. Vejamos alguns exemplos de

relagdes que ndo sdo absolutas.

1. y = P(x). Uma vez que y pode ser o conjunto dos subconjuntos de = em B, no entanto

1$s0 ndo nos garante que seja o verdadeiro conjunto poténcia.

2. Arelacdo #y < #x. Mesmo que nao seja possivel obter um fungao um-a-um de x em y

na classe B, ndo significa que ela exista.
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Agora vejamos os seguintes exemplos de relagdes absolutas. Pode-se verificar seu cariter ab-
soluto tomando como absoluto as relacdes precedentes e também € possivel verificar que a
transitividade de B exerce um papel fundamental em algumas relacdes, como por exemplo em

z=<x,y >.
l.zey

2. x=y

6. z=xNy

7. 2z ={x,y}

8. z =<2,y >

9. x € um par ordenado
10. z =2 Xy

11. x € uma fun¢ao

12. Ordx (x € um ordinal)

13. z=w

4. Y =X,
15. Y =X’
16. x = M,

17. Ordae x = M,

Finalizamos, entdo, as nossas discussdes sobre relacdes absolutas. Agora vamos a

demonstra¢do do Teorema 2.

Teorema 2. (V = L)X
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Demonstracao: Ja demonstramos que existe um M, para cada o que satisfaz uma certa pro-
priedade. E como essa demonstracdo utilizou apenas axiomas de ZF' e estes sdo satisfeitos
em L, entdo existe um M, em L que satisfaz a condigdo relativizada (M,)*. Sendo assim,
se v € L, existe um « tal que x € M,. Também vimos que o € L. E pelos resultados das
relagdes absolutas, temos entdao que M, quando definida relativamente a classe L, € ainda M,,.

De modo que x € M, € satisfeito quando relativizada a L. O

4.3 Teorema 3

Teorema 3. (V = L) - AE + GCH é demonstravel em Z F.
Ja sabemos que V' = L € satisfeito em L, o que nos resta agora é mostrar que
V=L—AEANGCH.

Vamos dividir essa demonstracdo em duas etapas. Primeiro mostraremos que V' = L implica
no Axioma da Escolha e posteriormente que implica na Hipdtese do Continuo Generalizada.

Vamos iniciar essa primeira etapa enunciando um teorema.

Teorema 4.7. Seja A(u,v; X,Y') uma formula em ZF tal que se Y é uma boa ordem em X, a

relagcdo u < v <> A(u,v; X,Y') induz uma boa ordem no conjunto X'.

Demonstragao: Enumerando as férmulas em nimero contavel B(z;ty, ... ,t,), sabemos que
podemos exprimir uma relacao R(u, v;ty,...,t,)em ZF. Sejau = {z € X|B, x(z;t1...,tn)}.
Dada uma boa ordem em Y, ela serd uma boa ordem natural no conjunto de todos (k+ 1)-tuplos
possiveis < n;ty,...,t >emquet; € X. Paracadau € X' podemos definir ¢(u) como sendo
o primeiro (k+ 1)-tuplos, para algum k, sob esta ordem de tal modo que R(u, ¢(u)) é satisfeita,

permitindo, assim, que A seja definido fazendo u < v significar p(u), ¢(v). O

Agora vamos definir uma boa ordem em M,. Se uma boa ordem for definida em Mpg
para 8 < « teremos entdo uma boa ordem em | J;_, Mp. Sendo assim, o Teorema 4.7 nos
permitiria uma boa ordem em M ,. Consequentemente, se V' = L & satisfeito, seja ¢(x) o
menor « tal que © € M,. Defina-se = < y se p(z) < ¢(y) ou se p(x) = ¢(y) = a com
2 precedendo y na boa ordem em M,. Logo, terfamos uma tnica férmula induzindo uma boa
ordem em todos os conjuntos, ou seja, V = L — AF.

Para mostrarmos que V' = L — GC'H, vamos iniciar com um teorema.
Teorema 4.8. Se v € M,, com « infinito, y C z, entdo 3B # = #a ey € Mp.

Esse teorema € o ponto critico do nosso problema, uma vez que, se demonstrado, po-

deriamos inferir que w € M, e assim terifamos que o conjunto dos inteiros é construido em um
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nimero contdvel de passos. E como sabemos que o conjunto que contém os ordinais que sdo
contédveis possui cardinalidade igual a Ny e # M, = N se « for contdvel, entdo teriamos para o
continuo #C = N;. Uma observacao interessante sobre o Teorema 4.8 ¢ que sua demonstragao
nos da um outro método de mostrarmos que Axioma do Conjunto Poténcia satisfaz L, pois se

x € M, entdo P(x) € Mz com [ sendo o primeiro ordinal de cardinalidade superior a a.

Lema 4.9. Seja T' um conjunto extensional com #1 = #o tal que M, C T e Mpg, B e y sdo

elementos de 'T' de modo que a proposicdo “f3 constroi” é vilida quando relativizada a T'.

Demonstracao: [2] O

Por resultados anteriores sabemos que existe um, € apenas um, € -isomorfismo em um
conjunto B transitivo. Seja, entdo, uma ¢ a funcdo identidade sobre M,,, que é transitivo. As-
sim, ¢(y) = y uma vez que y C x e p é a identidade sobre . Como y ndo tem que ser
identidade sobre 3, entdo fagamos ¢(/3) = ', com § um ordinal relativo a B. Pelo carater ab-
soluto da propriedade ser um ordinal, entdao 3’ existe e ¢ um ordinal e 5’ C B pela transitividade
de B. Assim, chegaremos em #3' < #B e, consequentemente, #3 < #a. Logo, y € Mjy
¢ satisfeito quando relativizado a B e pelo seu cardter absoluto, v € Mg também € satisfeita.
Sendo isso, precisamente, o que o teorema diz.

Pelo Teorema 4.8, podemos demonstrar GC' H . Primeiro, sabemos que para todo « infinito
#M, = Fa, este resultado vem por inducdo e o caso para o = Ny € trivial. Em geral, para
algum o e um conjunto X, = {Mj3|f < a} temos que #X,, < #a - #a = a. Deste modo, o
nimero de férmulas para definir M,, tem cardinalidade igual ou menor que #«. Sendo assim,
#M, < #o uma vez que S € Mgy, entdo #M, > #a e assim #M, = #a.

Assim, se « é cardinal, « € M, e B é o cardinal que segue « , entdo P(«) C Mg
e, assim, #P(a) < #f. Pelo Teorema de Cantor, temos que #P(a) > #a e, portanto,
#P(a) = #0, o que é exatamente a GC H.

Demonstramos os trés resultados principais e, embora para qualquer axioma A,,, tere-
mos que Z F' seja um sistema axiomatico infinito, mostramos como fazer uma demonstragao de

A, em ZF. Assim, considerando Z F' um sistema formal, fizemos entdo a demonstracdo de
(CosisZF) — (ConsisZF + AE + GCH).

Sendo assim, se dada uma contradi¢cdo em ConsisZF + AE + GCH teremos um processo

efetivo para transformar em uma contradi¢do em ZF'.



Capitulo 5
Consideracoes Finais

Iniciamos este trabalho construindo nosso sistema axiomatico, o Zermelo-Fraekel Choice
(ZFC), com todos os nove axiomas e os conceitos decorrentes. Com o conceito de ndmero
ordinal podemos determinar um representante canOnico para classes de conjuntos ordenados.
Posteriormente apresentamos o conceito de cardinal e o Teorema de Cantor que concluiram,
entdo, os conceitos necessarios para enunciarmos a Hipétese do Continuo (C'H) e a Hipdtese
do Continuo Generalizada (GC'H). Ja no capitulo 3 esbocamos, com o Axioma da Regulari-
dade, uma demonstracdo de consisténcia relativa, fazendo com que os conjuntos bem-fundados
formassem um modelo para Z F'. Desse modo, se relativizarmos qualquer axioma de Z F' para a
classe formada pelos conjuntos bem-ordenados ele ainda seria demonstravel em Z F'. O método
que usamos para essa demonstracao € similar ao que utilizamos para provar um dos resultados
principais deste trabalho; sendo assim, esse predmbulo serviu como apresentacdo do método
de Godel para a consisténcia da Hipétese do Continuo Generalizada (GC'H). No capitulo 4,
desenvolvemos o conceito de conjunto construtivel, construimos uma classe L formada apenas
por esse tipo de conjunto e apresentamos o Axioma da Construtibilidade. Em seguida, enuncia-
mos os trés resultados principais deste trabalho na forma de trés teoremas que, se demonstrados,
provam que para um sistema formal, a Hip6tese do Continuo Generalizada (GC H) seria consis-
tente. No desenvolvimento destes resultados provamos que L é um modelo de Z F' e para isso
relativizamos cada um dos axiomas de ZF em L. E como todos foram satisfeitos tinhamos,
entdo, um modelo de Z F'. Em seguida, provamos, com auxilio do conceito de relagdo absoluta,
que até mesmo o Axioma da Construtibilidade pode ser relativizado em L. Por dltimo, com
o Teorema 3 buscamos provar que o Axioma da Construtibilidade implicaria no Axioma da
Escolha (AFE) e Hipdtese do Continuo Generalizada (GC H). Completando as demonstra¢des
desses teoremas poderiamos, entdo, ter que, considerando Z F' um sistema formal, que se ndo ha
contradi¢do em Z F' entdo ndo teriamos contradi¢do se adicionarmos o Axioma da Escolha e a
Hipotese Generalizada do Continuo. E caso esse ultimo apresente uma contradi¢ao poderiamos,

entdo, ter uma contradi¢do em Z F'. Desse modo cumprimos com 0s nossos objetivos e acredi-

48
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tamos que este trabalho podera servir de material introdutério para a investigacdo de resultados

mais atuais sobre a Hipétese do Continuo Generalizada (GC H).
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