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RESUMO

No presente trabalho, realizamos um estudo acerca da funcdo W de Lambert a qual é definida
implicitamente como a inversa da func¢do f(x) = xexpx. Comegamos construindo o gréfico de
f e em seguida o refletimos em torno da reta y = x a fim de obter o griafico de W. Fizemos
uma apresentacdo de particularidades da sua lei de formagdo, do esboco grafico destacando
seu dominio e imagem, uma vez que a mesma ¢ uma fun¢cdo multivalorada, ou seja, definida
em ramos. Apresentamos algumas de suas propriedades imediatas e identidades fundamentais,
além de um principio de simplificacdo. Exibimos alguns valores notdveis e especiais da fung¢ao,
tais como a constante Omega. Estudamos as aplicagdes da fungdo W na obtengdo de solucdes
para equagdes transcendentes. Por fim, fazemos também um estudo do célculo infinitesimal e

integral da funcdo W de Lambert.

Palavras chave: Constante Omega. Equagdes transcendentes. Funcdes transcendentes. Fungdo

W de Lambert.



ABSTRACT

In the present work, we carried out a study on the Lambert function W which is implicitly de-
fined as the inverse of the function f(x) = xexpx. We start by constructing the graph of f and
then reflect it around the line y = x in order to obtain the graph of W. We make a detailed pre-
sentation of the particularities of its formation law, the graphic outline highlighting its domain
and image, since it is a multivalued function, that is, defined in branches. We present some of
its immediate properties and fundamental identities, beyond the principle of simplification. We
display some notable and special values of the function, such as the Omega constant. We study
the applications of the W function in obtaining solutions to transcendental equations. Finally,

we also study the infinitesimal and integral calculus of Lambert W function.

Keywords: Omega constant. Lambert W function. Transcendent equations. Transcendental

functions.
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1 INTRODUCAO

As fungoes transcendentais, sendo fungdes que ndo podem ser expressas em termos
de equagdes polinomiais, sdo fungdes que estdo categorizadas numa classe de fungdes especiais
que carregam uma vasta aplicabilidade, sendo til em solugdes de problemas diversos, como
exemplo temos as fungoes mais familiares, como fungdes exponenciais, logaritmicas e trigono-
métricas. Essa classe de fungoes € aplicada em variadas dreas do conhecimento, como a fungio
logaritmica aplicada na quimica, em que é usada para determinar o tempo de desintegragio
de uma substincia radioativa; na escala Richter, em que com o uso do logaritmo se calcula a
amplitude, epicentro e magnitude de um terremoto; na medicina, quando € utilizada para o cdl-
culo do tempo que um medicamento ¢ metabolizado e eliminado proporcionalmente do corpo
humano. Além das fung¢des logaritmicas, as fungdes trigonométricas também sdo ferramentas
usuais que estdo presentes em dreas como geografia, no cédlculo de distincias em mapas, através
de paralelos e meridianos; na astronomia, em medi¢oes de distancias de planetas por meio da
triangulagdo; nas engenharias, na medicdo de pecas em série e na andlise de comportamentos
de séries; presente também na medicina, assim como a funcdo logaritmica, mas para a leitura

de eletrocardiogramas.

Notoriamente, as fungdes transcendentais estdo presentes em distintas dreas do conhe-
cimento, e sdo fun¢oes que vao desde abordagens mais simples até a aplica¢des mais comple-
xas, sendo ferramentas exclusivas para a resolugido de determinados problemas, e dentro dessa
classe de fungdes transcendentais elementares, existe uma funcio conhecida como a fungio W

de Lambert que sera o objeto de estudo deste trabalho.

Embora nio seja tdo usual ou familiar como as fungdes transcendentais apresentadas
anteriormente, a fungdo W de Lambert ¢ uma fun¢do também especial que tem variadas aplica-
¢Oes em situagoes problemas em fisica e outras dreas afins, além disso, € por vezes ferramenta
unica de solugdes de problemas mais complexos. Assim como a fung¢do logaritmica, esta fungio
ndo trivial é também a inversa de uma outra fun¢do que veremos adiante, ao qual sua natureza

oferece propriedades a serem estudadas minuciosamente.

A fungiio W de Lambert é uma fung¢do transcendental elementar definida implicitamente.
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Originalmente, sua defini¢do inicial teve apari¢do no trabalho publicado por de Johann Heinrich
Lambert, em 1758, e posteriormente estudada por Euler, em 1779 (CORLESS et al., 1996).
Embora historicamente tenha chamado a aten¢do de matemdticos renomados, a fun¢do nao
teve uma abordagem clara na qual seus valores notdveis, aplicacdes e propriedades imediatas
fossem devidamente evidenciados. Foi em meados da década de 90, quando Corless (CORLESS
et al., 1996) e sua equipe estudaram e obtiveram resultados surpreendentes, que a mesma foi
reconhecida como uma fung¢do especial pertencente a um grupo de fun¢des com uma ampla

gama de aplicacoes.

Introduzimos a fungdao W de Lambert utilizando a abordagem historica para seu surgi-
mento, isto €, através de solugdes da equagdo transcendente yexpy = x. A procura por solu-
coes desta equagdo nos leva a definicdo da funcdo W de Lambert como a inversa da fungdo

f(x) = xexpx, ou seja, se denotamos a fungcdo W de Lambert por W (x), entdo ela satisfaz
W(x)e" W =x,
para certos valores x. Veja (CORLESS et al., 1993).

Esta funcdo despertou o interesse da comunidade cientifica devido a sua aplicabilidade
em vdrias dreas da Matematica e das Ciéncias da Natureza. Suas aplicacdes mais destacadas sdao
elencadas a seguir. P6lya usou a funcdo W e a inversao de Lagrange para deduzir uma expressao
para o nimero de arvores enraizadas em um ndmero dado de pontos marcados; o problema da
torre exponencial ou exponencial iterada, o qual consiste em estudar sua convergéncia, para va-
lores especificos de x; estudo de solugdes de equacdes diferenga-diferenciais com retardamento
da forma y(¢) = ay(t — 1), as quais sdo utilizadas no estudo de estabilidade de equagdes diferen-
ciais ndo lineares com retardamento; a equagdo de Volterra para crescimento populacional; o
estudo do comportamento assintético de raizes de equacdes polinomiais; estudo de epidemias;
andlise de algoritmo, entre outros (CORLESS et al., 1996), (STEWART, 2005), (KNOEBEL,
1981).

Neste trabalho fizemos um estudo acerca da funcdo W de Lambert. Mais precisamente,
exibimos seu dominio e imagem através de representacdo grafica dando énfase ao fato da exis-
téncia de ramificacdes. Nossa abordagem de estudo tem cardter qualitativo visando apresentar
propriedades elementares, valores notdveis e algumas aplicagdes. Para isso, o trabalho possui a

seguinte organizagao.
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No capitulo 2 apresentamos conceitos e defini¢des basicas necessarios ao entendimento

do trabalho.

No capitulo 3, apresentamos a definicdo da funcdo W de Lambert. Exibimos a cons-
trucdo e comportamento do grafico dando €nfase ao surgimento de ramificagdes. Apds intro-
duzirmos a funcdo, apresentaremos suas principais propriedades, alguns valores notdveis e a

constante Omega.

No capitulo 4, apresentamos aplicacdes da funcdo W de Lambert como solugdo de equa-
coes transcendentes. A abordagem € feita através de exemplos, no qual cada exemplo € a reso-

lucdo de uma equagdo transcendente.

No capitulo 5, apresentamos o cdlculo infinitesimal da fungdo W de Lambert. Mais
precisamente, obtemos expressoes para a derivada e integral da fungdo W de Lambert e outras

funcdes correlacionadas.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo estudamos, de forma sucinta, alguns tépicos de Matematica que sdao
necessdrios tanto a confec¢do quanto ao entendimento do trabalho. A ideia € fazer um estudo
sobre a fun¢do apresentando sua ampla abordagem, mas com o texto o mais autocontido possi-
vel. As referéncias que seguimos serdo destacadas a medida que formos avancando nas se¢oes

do capitulo.

2.1 Funcoes Inversiveis

Nesta secdo, relembramos a defini¢do de funcdo inversa bem como alguns critérios
de inversibilidade de fungdes a valores reais. Nossa principal referéncia € o livro (STEWART,

1999).

Informalmente, podemos considerar que quando um ponto do dominio de uma fungio
qualquer assume a mesma imagem de outro ponto desse mesmo dominio, temos que essa fungio
ndo possui uma inversa. Graficamente falando, temos que se, no esbogo do grifico de uma
fungiio dada, houver uma reta horizontal (paralela ao eixo x) em que o grifico da funcio faga
mais que uma interse¢io com a mesma, essa fungido nido € inversivel. A razdo para isso é que
o ponto da imagem associado aos dois pontos do dominio passard a ser um ponto do dominio
da suposta fun¢do inversa, associado a dois pontos da imagem, o que contraria a defini¢do de
fungio.

Sejam X,Y C R.

Defini¢do 2.1 Dizemos que uma fungio f : X — Y ¢ inversivel (possui inversa), quando existe

uma fungdo g : ¥ — X tal que fog = idy e go f = idy (id=fungdo identidade).

Ou seja, 0 que era dominio na fun¢do original (o conjunto X) vira imagem da fungio

inversa, ¢ o que era imagem da fungdo original (Y) vira dominio.

A notagiio usual para a inversa é: g = 1.
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Exemplo 2.2 Seja f: R — R, dada por f(x) = x*. Perceba que quando os valores do dominio
sdo x; = —2 e xp = 2, as imagens sdo f(x;) = f(x2) = 4. Logo, ndo é uma fun¢do inversivel,

pois x; # x2 e f(x1) = f(x2).

Exemplo 2.3 A fungdo f(x) =x+2, definida de R em R, possui inversa. De fato, seja

y =x+ 2. Resolvendo equagdo em y, obtemos y = x — 2. Portanto, f -1 (x) =x—2.

Uma condicdo necessaria e suficiente para que uma func¢do seja inversivel € que ela seja

bijetiva.

Definicdao 2.4 Uma funcdo f: X — Y € sobrejetora (ou sobrejetiva), se para todo elemento

y €Y existe pelo menos um elemento x € X tal que f(x) =y.

Ou seja, quando o conjunto imagem coincide com o contradominio da fun¢do. Nao é necessario
que x seja unico; a func¢do f pode apontar um ou mais elementos de X para o mesmo elemento

de?Y.

Definicao 2.5 Uma funcdo f: X — Y € dita injetora se possui um valor da imagem correspon-
dente a apenas um valor do dominio da fung@o; ou seja, se x; # x» em X, entdo f(x1) # f(x2)

emY.
Definicao 2.6 Uma fun¢do f: X — Y € bijetiva (ou bijetora) se ela € injetora e sobrejetora.

Claramente a fun¢do do exemplo 2.2 nao € injetora. Ja a funcdo do exemplo 2.3 €, como

pode ser checado pelo leitor, injetora e sobrejetora, ou seja, € bijetora.

2.2 Funcao logaritmica e propriedades

Seja x um nimero real positivo. O logaritmo de x na base e € o nimero y solu¢do da
equacdo ¢’ = x. A notacdo usual é y =Inx. A medida que x percorre um subconjunto X C R
no qual a equac@o ¢’ = x possui solugdo, temos definido a fun¢do logaritmica y = f(x) = Inx.
Note que In definida dessa forma € a funcdo inversa da fun¢do exponencial. A referéncia que

seguimos € (SILVA, 2016).

A seguir elencamos algumas propriedades da funcao logaritmo.
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Propriedades 2.2.1 Ine = 1.

1

Note que se Ine = y entdo ¢” = e, que remete a ¢¥ = e', como sao expoentes de mesma base,

implica que y = 1.
Propriedades 2.2.2 In1 =0.
Selnl =y, entdo ¢’ = 1, ou seja, ¢’ = €, 0 que implica que y = 0.

Propriedades 2.2.3 ™! = x;.

k Inx; _

Perceba que Inx| = , isso quer dizer que ¢¥ = x1, e como €™ = ¢, 0 que implica que e

X1.

Propriedades 2.2.4 In[(x;)*] = klnx;.

Se Inx; = y1 e In[(x1)*] = y,, entdo "' = x| e 2 = (x1)*. Dessa forma, temos e*2 = (x1)*.

k

Como temos que x1 = ¢!, implica que €2 = ("), e como as bases sdo iguais, temos y, = e®1,

e conhecemos y; € ya, logo In[(x1)¥] = klnx;.
Propriedades 2.2.5 Inxjx; = Inx; 4 Inx;.

Temos que Inx; = y; e que Inx; = y;. Entdo, &' = x1 e €2 = xp. Com isso, temos que o
produto entre x| € x; é dado por x1x; = €1’ = ¢’172. Como vimos, x1x; = €”1 2, Aplicando
o logaritmo na sua base natural em ambos os lados da igualdade, temos Inxjx, = Ine”1 ™2 e a
propriedade (4) nos dd Inx;x; = (y; +y2) Ine, e pela propriedade (1), temos Inxjxy = y; + y2.

Logo, Inx1xo = y;1 +y2» = Inx; 4+ Inx;.

X1

Propriedades 2.2.6 In ( > =Inx; —Inx,.

X2

Partindo da propriedade (5), onde se encontra x| substituiremos por 7. Sendo assim,

2
In [()ﬂ) xz} =1In (ﬁ) + Inx,
X2 X2

temos
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Inx; =1In ()ﬂ> +Inxy
x2

X1

Inx; —Inx; =1n (
X2

) +1nx; —Inxp

X1

Logo, In ( ) =Inx; — Inxs.

X2

2.3 Funcao Transcendente

Visto que a funcdo que iremos estudar pertence a classe das func¢des transcendentes,
definimos aqui o que vem a ser uma fung¢do transcendente. Seguimos as referéncias (CORREIA,

1999), JACOMINO, 2013).

Definicao 2.7 Uma fungdo y = f(x) é dita algébrica se ela pode ser expressa como
Po(x)y" 4+ Pr(x)y" ' 4. 4+ P (x)y! 4+ Pu(x)y° = 0, 2.1)

em que Py(x), Pi(x), P»(x), ..., P,(x) sdo polindmios com coeficientes inteiros, e n é dito como

o grau do polindmio. A equagdo (2.1) é chamada de equacdo algébrica.

Em outras palavras, uma funcdo algébrica é aquela dada por expressdes algébricas com um
nimero finito de termos, envolvendo apenas as operacdes de adi¢do, subtracdo, multiplicagao,

divisdo e potenciacdo com o expoente podendo ser fraciondrio.

Exemplo 2.8 Considere a equacio x?y* +xy — 1 = 0. Entio,

y= 2x2
xV'5
= —X _—
2x?
5
— _x_.l_ i’
2x

V5

¢ uma funcao algébrica. Analogamente, a outra solucao da equacdo, y = —x — 275’ também o é.
Definicao 2.9 Uma fungao € dita transcendente se ela nao for algébrica.

Alguns exemplos de func¢des transcendentes sdo: f(x) = €*, g(x) = Inx, h(x) = cosx.
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2.4 Nocoes de Calculo

Nesta se¢do vamos apresentar alguns conceitos e defini¢des do ~4lculo que utilizamos
no desenvolvimento do trabalho. Seguimos as referéncias (STEWART, 1999), (GUTDORIZZI,
2001) e (LIMA, 2004).

2.4.1 Limites

Definicao 2.10 Considere que f esteja definido num intervalo aberto que contenha
o numero k, embora f ndo esteja definido possivelmente em k. Dizemos que o nimero L
¢ o limite de f(x) quando x tende a k, se dado um nimero € > 0 existir um & > 0 tal que
| f(x) —L| < €, sempre que |x — k| < 8. A notagdo é:

lim f(x) = L.

x—k

Definicao 2.11 (Limites laterais)

* Dizemos que o nimero real L é o limite a esquerda de f(x) quando x tende a k, cuja a
notacdo é lim,_,;— f(x) = L, se para todo € > 0 dado arbitrariamente, existir 6 > 0 tal que

|f(x)—L| < €sempre que 0 < k—x < 9.

* Analogamente, dizemos que o nimero real L é o limite a direita de f(x) quando x tende
para k, e escrevemos lim,_,;+ f(x) = L, se para todo € > 0 dado arbitrariamente, existir

d > 0tal que |f(x) —L| < € sempre que 0 < x —k < 3.

Definicdo 2.12 (Limites infinitos) Seja f(x) uma funcéo definida num intervalo 7, ao qual
k € I, mas f(x) ndo necessariamente esteja definida no proprio k. Diremos que limy_ f(x) = oo

quando, para todo A > 0 dado, exite um & > 0 tal que 0 < |x — k| < 3, x € I, tivermos f(x) > A.

Ou seja, quando os valores de x se tornam cada vez ms préximos de k os valores de f(x) se

tornam cada vez maiores, tendendo ao infinito.

Definicdo 2.13 (Assintota Vertical) Uma reta x = k € dita assintota vertical da curva y = f(x)

se satisfaz a0 menos uma das condi¢des abaixo:
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1. limy_y; f(x) =00

2. lim, - f(x) = oo
3. lim, g f(x) = oo
4. limy_yy f(x) = —oo

5. lim, i f(x) = —oo

@)

climy et f(x) = —oo.

Definicao 2.14 (Assintota horizontal) Temos que a reta y = L € dita como assintota horizontal

da curva y = f(x) se ela satisfaz

lim f(x)=Lou lim f(x)=L

X—rFoo X——oo

Definicao 2.15 (Pontos de Maximo e de Minimo) Seja f uma fungdo ao qual D seja seu do-
minio, e também k € I. Entdo k € dita ponto de maximo da fungdo f se f(k) > f(x),Vx € L.

Analogamente, k € dita ponto de minimo da fungdo f se f(k) < f(x),Vx € 1.

2.4.2 Derivadas

A derivada de uma funcdo € defina utilizando-se do conceito de limite.

Definicdo 2.16 Sejam f: I C R — R e a € I. Dizemos que a derivada da funcdo f no ponto a

¢é o limite

Y

£a) = tim LB =L@ _

x—a XxX—a h—0

fla+h)—f(a)
h

quando o mesmo existe. Se a derivada f’(x) existe para todo x € I dizemos que f: 1 — R é
derivdvel no conjunto / e obtem-se uma nova fungio f': I — R, x — f’(x), a qual chamamos

d
de funcdo derivada de f'. Uma notagéo também usual é f/(x) = d_y em que y = f(x).
X
A seguir exibimos, sem demonstra¢cdo, algumas propriedades da derivada e alguns exemplos.

Exemplo 2.17 (Regra da Poténcia) Sejan € N e y=x". Entdo

dy n—1
—~ =n .
dx o
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Exemplo 2.18 (Derivada da funcao exponencial) Se & um nimero real positivo com k # 1,

temos a seguinte regra
d

(k) = K'In.

Fazendo k = e e utilizando a propriedade 2.2.1, obtemos a derivada da fun¢do exponencial:

ou seja, a derivada da funcdo exponencial € a prépria.

Exemplo 2.19 (Derivadas basicas de funcoes trigonométricas)

1. d—x(sinx) = Ccosx;

2. d—x(cosx) = —sinx.

Propriedades 2.4.1 (Regra da soma e subtracio) Se assumirmos as fungdes f(x) e g(x) como

sendo derivaveis, entao

d

() £ g0) = )% 4 g,

Propriedades 2.4.2 (Regra do Produto) Sejam f e g fungdes derivdveis em I € R, entdo

d d

1 0)80)] = F3) 5 (800) + £00) - (£(x).

dx

Propriedades 2.4.3 (Regra do Quociente) Tomemos as fungdes f(x) e g(x) como derivaveis

em / € R, entdo

a ( f@) gL (f(x) — f(x) L (g(x))
dx \ g(x) (g(x))? '

Propriedades 2.4.4 (Regra da cadeia) Seja g derivavel em x e f derivdvel em g(x), entdo a
func¢do composta F(x) = f(g(x)) é derivdvel em x. A derivada da funcdo F(x) é obtida através

da seguinte regra
dg

d df
F(x) = —L Rt}
dx

= (e LEw.
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Exemplo 2.20 (Derivada da funcio logaritmica) Sejam g(x) =Inx, f(x) =¢e*e F(x) = f(g(x)).

Entao, pela regra da cadeia temos:

d d
Portanto, 4 (x) = 4 (Inx) = 1.

Exemplo 2.21 Sejan € Ne f uma fun¢do derivavel, temos entdo

d

@I =l

d

af (x).

A regra de L’hospital é utilizada para os casos de limites com indeterminagado do tipo 8

e =, os quais veremos neste trabalho, além de outras indeterminagdes, como 0Y, 0 e 1.

Nos casos das indeterminagdes que nos interessa, sejam f e g funcdes derivaveis em

I C R, tal que g(x) # 0 para todo x € I. Suponhamos que

lim f(x) =limg(x) =0 ou lin}cf(x) = lim g(x) = Hoo.

x—k x—k x—k

Ao considerarmos um processo de limite da funcdo quociente %, quando x tende para k,

. . ~ . 0 +oo
teremos indeterminagdes do tipo  ou .

A Regra de L’hospital nos fornece entdao

S CONMRTRC))

x—kg(x)  x—k g'(x)

Y

ou seja, a regra nos dard o limite do quociente de duas fun¢des como sendo o limite do
quociente de suas respectivas derivadas. Vale ressaltar que, para isso, ndo se faz uso da regra do

quociente, as funcdes f e g sdo derivadas separadamente.
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2.4.3 Integrais

Nesta sec@o seguimos as referéncias (GUIDORIZZI, 2001) e (STEWART, 2005).

Definicao 2.22 (Primitiva) Seja f uma funcao derivdvel num intervalo /. Uma primitiva de f

em / ¢ uma funcao F definida em /, tal que

F'(x) = f(x), Vxel.

Note que se F'(x) é uma primitiva de f(x) em I, entdo F (x)+k (k uma constante) também

0 é. De fato, (F(x) +k) =F'(x)+k =F'(x) = f(x).

Por outro lado, se além de F(x) houver outra primitiva G(x) de f(x) em I, entdo G(x) =
F (x)+k, em que k é uma constante. Isso vem do fato de que se duas fun¢des possuem derivadas
iguais entdo elas diferem por uma constante. A ideia informal € a seguinte: Sejam f e g fungdes

derivdveis em [ tais que f'(x) = g’(x), para todo x € I. Entdo

K=0=Ff(x)-g'(x) = (f(x) —g(x))"
Portanto f(x) — g(x) = k, para alguma constante k.

Assim, se F(x) é uma primitiva de f(x) em / entdo todas as primitivas de f(x) sdo da

forma F(x) +k, com k constante.

Defini¢do 2.23 Dizemos que a familia y = F(x) +k, k constante, é a integral indefinida de f

em /. A notagdo é:

A seguir enunciamos algumas propriedades e técnicas de integracdo de funcdo.

Propriedades 2.4.5 Consideremos uma fungo f(x) e tomemos ¢ como sendo uma constante

qualquer, entdo

/cf(x)dx = c/f(x)dx.
Propriedades 2.4.6 Condiremos as fungdes f(x) e g(x), entéo

/[f(x)ig(x)]dx:/f(x)dxj:/g(x)dx.
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Exemplo 2.24 Seja k € R, entdo

/ kdx =kx+C,
para alguma constante C.
De fato, (kx+C)' =k.
Exemplo 2.25
1. [sinxdx = —cosx+ C, onde C € uma constante.

2. [cosxdx =sinx+ C, onde C é uma constante.

Uma técnica de integracdo que nos ajuda muito nas efetuacdes dos cdlculos € a técnica
conhecida como integragdo por partes. Ela € uma espécie de contrapartida da regra do produto

para derivadas. Assim, integrando a derivada do produto de duas fungdes f e g, obtemos

[0 80+ 60 - Wl = F(0)g()

= [+ [ o) 7 pds = g

= [ 105 = F050) — [ g0 5w

dx
Simplificando, tomando u = f(x) e v = g(x), e, respectivamente, du = f'(x)dx e dv =

g’ (x)dx, temos que a integragdo por partes pode ser reescrita como

/udv:uv—/vdu.
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3 FUNCAO W DE LAMBERT

Neste capitulo iremos introduzir a fungdo W de Lambert. Algumas das referéncias
que seguiremos de perto sdo (CORLESS et al., 1996), (CORLESS et al., 1993) e (STEWART,
2005). O processo que motivou o surgimento da fun¢cdo W de Lambert foi a tentativa de ob-
tencdo das solucdes da equacdo transcendente ye' = x. Formalmente, a fun¢do W de Lambert
¢ definida como a inversa da funcdo transcendente f : R — R, dada por f(x) = xe*. Ap6s fa-
zer um estudo minucioso sobre 0 comportamento de f(x) = xe* e em quais subconjuntos de R
podemos inverte-la, ou seja, em quais intervalos ela ndo € bijetora para que haja necessidade de
defini-la em ramos para obtermos sua inversa, iremos apresentar algumas propriedades e alguns

fatos envolvendo a fungao W de Lambert a partir do estudo da func¢io que a define.

3.1 Estudo de f(x) = xe*

Iremos comegar analisando fungio f(x) = xe*. Nosso objetivo é construir seu gréifico
e, a partir dai, apés uma troca de eixos, entender o grifico e W. Comegamos estudando sua

derivada, ao qual ¢ obtida, através da aplica¢io da "Regra do Produto”, por

o d d
f(x) =€ —tx+ rae
=& +xe'
= ¢€*(1 +x).

Veja que f'(x) = 0 se, e somente se, x = — 1. Portanto, x = —1 € o tnico ponto critico da fungdo,

ou seja, ou ¢ um ponto de maximo ou de minimo.

Note que a expressiao x+ 1 > Oparax > —1,ex+ 1 <0 parax < —1. Logo, a primeira
derivada f'(x) > Oparax € (—1,%0) e f'(x) < 0 parax € (—ee, —1). Portanto, f(x) é decrescente
em (—oo, —1) e crescente em (—1,00). Como f(x) decresce em (—oo, —1) e cresce em (—1,00),

temos entdo que o ponto x = — 1 possa ser um ponto de minimo.
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Agora, calculando a segunda derivada, obtemos

f'(x) = exi(x—i— 1)+ (x+ l)iex

dx dx
="+ (x+1)e
=e'(x+2),
A derivada segunda nos fornece ainda que se f”(—1) > 0, entdo x = —1 € um ponto
de minimo, e se f”'(—1) < 0 teremos um ponto de maximo. Aplicando em x = —1, f"(—1) =

e 1(=142) =e"! > 0. Logo, demonstramos a

Proposicao 3.1 O ponto de minimo global de f(x) = xe* ocorre no ponto (—1, _71)

Para o leitor que ndo tenha familiaridade com os resultados do célculo que relacionam cresci-
mento e decrescimento da funcdo com o sinal de sua derivada, sugerimos (STEWART, 1999) e

(GUIDORIZZI, 2001).

Para expressarmos o grifico da fungdo f(x) = xe® vamos continuar a utilizar o cdlculo
infinitesimal. Primeiramente, ndo hd nenhuma restri¢ao para essa fun¢dao quanto ao dominio, o

que nos leva a concluir que Dom(f) = R.

Note que, pelo prépria definicao da fung@o, a mesma nao possui assintotas verticais. Por
outro lado, quando x tende a —oo, temos

s X s X 79_00”
lim xe' = lim — ="—7",
X—y—oo x——oc0 g X ~+o0

o qual é uma indeterminacdo. Para resolver esse problema de indeterminagdo, faz-se uso da

regra de "L’hopital"e obtemos

fim L9

x——o0 gl(x)  x——eo —e¥

=0,

portanto, y = 0 € uma assintota horizontal.

Quando o limite da fungdo tende a +oo, temos

lim xe* = +oo,
X—>—o0

dessa forma, note que o grafico da fungdo, neste caso, se comporta de maneira anidloga ao

gréifico de funcdes exponenciais.
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Agora iremos obter informagdes sobre as concavidades da curva de f(x). Para isto,

iremos langar mdo mais uma vez da segunda derivada f”(x) = ¢*(2 +x).

Vale lembrar que as solugdes da equacgdo f”(x) = 0 fornece os pontos de inflexdes da
funcdo os quais nos mostram a mudanca de concavidade da curva da fun¢do. Sendo assim,
temos que f”(x) = 0 se, somente se, x = —2. Logo, temos que f(x) possui concavidade voltada

para baixo no intervalo (—eo, —2) e concavidade voltada para cima no intervalo (—2,+oco).

Dessa forma, apresentamos o grafico de f(x) = xe* na figura 1.

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 05 1 15 2 25 3 35

Figura 1 — Gréfico de f(x) = xe*
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3.2 Existéncia e grafico de W

Vimos na se¢ao anterior que f(x) € decrescente em (—oo, —1] e crescente em [—1,00).
Logo, a mesma € inversivel nestes intervalos e, consequentemente, bijetora sobre as imagens

separadamente. Ou seja,

h=r: (_°°7_1] - [_67170) e L=r: [_1700) - [_671700)

sdao ambas bijetoras, e portanto, inversiveis.

Definicdo 3.2 (Funcio W de Lambert) A fungio W de Lambert, W : [—e~ !, o0) — R, & defi-

nida por

), se xe el eo)
W)= {ffl(x), se xc[—e 10).

Observacio 3.3 Note que para x € (—e™!,0), temos £, Tx) # fi L (x). Isto significa que exis-
tem pontos no dominio de W que estdo associados a dois pontos distintos da imagem, o que
contraria a definicdo de fung¢do. Por esta razdo dizemos que W (x) é uma fungio multivalorada
ou ramificada. Temos entdo uma func¢do multivalorada. Com isso, faz-se necessdrio algumas
adequacdes. A porcdo de W com valores maiores ou iguais que —1 é chamada de ramo princi-
pal e é denotada por Wy(x). Por sua vez, a parte de W que com valores menores ou iguais que

—1 é chamada de ramo secunddrio e o denotaremos por W_.

Observacao 3.4 Em termos das solu¢des da equagdo transcendente ye” = x temos o seguinte:

1. se x < —e~ ! entdo a equagio ndo possui solugio real;

2. se —e~! <x < 0aequacio possui duas solugdes reais;

3. se x > 0 entdo a equagdo possui uma raiz real.
Como a fungdo W (x) € inversa, sabemos que o esbogo do seu gréfico serd o espelhamento do
gréafico de f(x) = xe* sobre a a reta y = x. Veja o esbogo da funcdo f(x) = xe* refletindo sua

inversa a partir da reta y = x na figura 3. O esbocgo do grafico da fungdo W (x) é apresentado na

figura 2.
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Figura 2 — Grafico de W (x) Figura 3 — Gréfico de y = xe* e sua reflexdo em
torno da reta y = x

A seguir, obtemos algumas identidades fundamentais que seguem imediatamente da

defini¢ao W (x).
Proposicao 3.5 W(0) = 0.

Lembremos que se y satisfaz ye¥ = x, entdo W(x) =y, por defini¢io. A fim de
encontrarmos y = W (0), devemos resolver a equagdo 0 = ye’. Note que y = 0 é uma solugio,
pois 0e” = 0. Por outro lado, como f(y) = ye*, y > 0, é injetiva e f(0) =0, segue y=0¢ a
tnica solucdo real de ye” = 0. Portanto W (0) = 0.

Proposicao 3.6 W <_—1) =—1

e

Como na proposi¢do anterior, queremos resolver ’71 =ye’. Note que y=—1 é uma

solugio real, pois —le™! = _71 Por outro lado, y = —1 é o ponto de minimo global de f(y) =

. s . —1 . PR ~ -1 _
ye’, cujo o minimo € —, segue que y = —1 € a Unica solugdo real de — = ye’. Portanto,

W (_—1) =W(-1-eh)y=-1.

e

Proposiciio 3.7 Para todo x > —e™ !, temos W(x) = oh
e X

Por defini¢do, temos que W (x) = y desde que y satisfaca x = ye”. Dessa forma,

W (x)e" @) = x. Logo, ao trabalharmos a igualdade obtemos W (x) = -



28

Proposicao 3.8 Para todo x > —e~ 1 temos W(x)=1n <W)Zx)> '

Pela proposi¢do anterior temos W(x)eW(x) = x. Logo, ao trabalharmos a igualdade
W(x) _ . . B
obtemos ") = ﬁ, e pela propriedade do logaritmo encontramos W (x) = ln(ﬁ).

3.3 Valores especiais e formula de simplificacao

Assim como outras fungdes transcendentes, a fungdo W (x) também conta com valo-
res especiais. Alguns sdo facilmente notados devido a forma com que a fun¢ado € definida, isto é,
W (ye”) = y. Pela simples andlise grafica (veja figura 2) da funcdo W de Lambert, encontramos

1

as imagens dos pontos x = —e~ ' e x = 0. Ou seja, temos

Wo(0) =0, Wy <‘71) —w, (‘71) "

—1
pois, por definicdo W, <(—1)e(_1)> =W (—) = —1, k=0, —1, como foi demonstrado na
e

secdo anterior. Perceba nesta ultima expressao que quando o nimero — € colocado na forma
e
—1

(—1)el=Y, fica claro qual a sua imagem.
e

Inspirado na discussdo acima, podemos obter outros valores para W.

Exemplo 3.9 (O valor de Wy(e)) Como podemos escrever le! = e, entio Wy(e) = Wy(le!) =

1, ou ainda Wp(e)e"0(©) = ¢,

Para evidenciar esses valores, utilizamos a definicdo de W como funcdo inversa de

f(x) = xe*. Assim, temos a seguinte regra de simplificacdo

Wo(xe*) para x > —1
X =

W_1(xe*) parax < —1.

Agora, a partir dessa regra de simplificacdo podemos obter uma infinidade de valores

exatos para W. Por exemplo,
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Exemplo 3.10

Wo(21n2) = In2; vem do fato de que 2In2 = In2- 2.

e assim por diante.

Exemplo 3.11 (A constante ) Um valor importante referente a funcdo W de Lambert € a
constante Q. Ela é dada como solucio real da equacdo transcendental e~ = Q. Multiplicando
ambos os lados por ¢, obtemos 1 = Qe?. Com isso, aplicando Wy, temos que Wy(1) = Q.
Através de técnicas de cdlculo numérico tem-se que Wy (1) ~ 0,567143290409, (WEISSTEIN,
2008).

Como podemos ver em (WEISSTEIN, 2002) e (WEISSTEIN, 2008),  desempenha
um papel andlogo ao que cumprem algumas constantes irracionais conhecidas tais como: T
para funcdes transcendentes trigonométricas e e para os logaritmos. Para mais detalhes so-
bre a constante Q, além das duas mencionadas anteriormente, referimos (GOUVEA, 2000) e

(BRITO; FABIAO; STAUBYN, 2008) e as referéncias contidas nelas.
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4 APLICACAO NA RESOLUCAO DE EQUACOES

A utilizagdo da fungio W de Lambert como ferramenta de resolugdo de equagdes se
baseia em fazer manipulagoes algébricas, de tal forma que a equagio adquira o formato daquelas

obtidas na se¢ido 3.3.

Para ficar mais evidente, consideremos seguinte exemplo:

Exemplo 4.1 Resolver a equagio

x+e =0. (4.1)

Somando —e* em ambos os lados da equagéio (4.1) obtemos x = —¢*. Agora, dividindo por ¢*

v

vem xe ' = —1. Agora, multiplicando a tltima equagiio por —1 obtemos —xe

= 1. Fazendo
a mudanga —x = £, a equagdo anterior pode ser escrita como f¢' = 1. Ou seja, como visto no
exemplo 3.11, £ = Q = Wy(1). Logo, —x = Wy(1) e consequentemente x = —Wy(1). Assim, a

solugio da equagio (4.1) € aproximadamente

x =~ —0,567143290.
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Exemplo 4.2 Resolva a equacdo
K =2% (4.2)

Perceba que a equacdo é satisfeita para x = 2 e x = 4, pois para x = 2 temos (2)?> =4 = 2(2),
e para x = 4 temos (4)2 =16 =24, Mas quando se faz a plotagem das duas curvas dadas
por y; = x% e y, = 2, num mesmo gréfico (veja figura 4), nota-se que ha uma terceira solugio
(intersecdo dos graficos de y; e y2) a qual pode ser encontrada em termos da fungdo W de

Lambert. Como temos que a raiz quadrada de x* ¢ igual a |x|, entdo

Va2 = |x| = V2¥
=£V2¢

— 423,

. . X X X .
Sendo assim, temos dois casos: x =22 e x = —22. Para o caso em que x = 22, aplicamos

a propriedade de logaritmo na equacio e obtemos Inx = In22 = 5In2. Agora, aplicando a

<x1n2>
x=e 2

In2
Em seguida, multiplicamos ambos os lados da equagado pelo inverso de exp <x ; ) :

exponencial em ambos os lados, temos

1 1

B xIn2 1
<xln2) R S (mz) -
exp | — exp | —

2 2
. xIn2 |
XEX _— = 1.
P\7™

Multiplicando ambos os lados da igualdade por —%, obtemos

xIn?2 ( xln2> In2
— exp | — =,

Assim,

2 2 2
—1In2 —xIn2 —xIn2 —xIn2
(57 = (Z e (757)) =777
2W —In2
m2 °\ 2

Com isso,

Portanto

X =
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In2 1
2

Como — 5= fica entre — e zero, temos que os dois ramos da fun¢do W de Lambert precisam

ser considerados nesse ponto. Logo, temos por solugdes:

_ 2 (—n2),
M=\ T )

2, (-2
T T\ T )

2 (=2
M= m2"0\ T2

Note que

_ 2 —1In2
- EW()( n2-e )
2
——Z (—n2
2 n2)

A demonstracdo de que x, = 4 € deixada para o leitor interessado.

Mas ainda temos um terceiro caso. Uma terceira solu¢ao considerando o caso negativo
em que x = —v/2*. De maneira andloga ao caso positivo, aplicamos entdo o logaritmo em

ambos os lados. Dessa forma, usando as propriedades de logaritmo e exponencial, temos

X = _e%InZ
X
xe 202 = |

Dessa forma, temos que

In2 xIn2
()7

_ -2, (2
im0\ 2 )
In2

Através de métodos numéricos, (STEWART, 2005) obteve W, ( > ) ~ (0,265706. Logo, che-

Ou equivalentemente

gamos a terceira solugcdo

2 In2
=————Wy| — | = — 469.
x=—r 0( 2) 0,76666469
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Figura 4 — Intersecdo de y; = x% e y, = 2*
Exemplo 4.3 Resolver 100n?> = 2"

Primeiramente, vamos deixar a equacdo na forma usual para ser resolvida em termos de Lam-

bert. Para isso, vamos usar propriedades do logaritmo e da exponencial.
100n% = 2"

_ eln2".

Aplicando a propriedade de logaritmo no segundo termo e evidenciando o produto notavel no

primeiro termo, temos

(101’1)2 — enan

10n = £/ enn2

10n =+ (e”lnz)%
nin2

10n=+Le 2.

. g . nin2
Agora, multiplicando a inversa de e 2, obtemos
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In2
Multiplicando i

em ambos os lados da equagdo, obtemos

In2 nin2 1 In2
nln - nln
— 2 =4+ | =
< 2 ) ¢ 10n ( 2 )
nln?2
nln2 5 _ In2
2 )¢ o0
Note que temos uma expressao que pode ser resolvida em termos de Lambert, ao qual, assume
W In2\  nln2
T20)T 2

In2
—nln2 =2W —
nln (]on)’

B 2W In2
"= 2" T2

A expressdo que serd calculada em fun¢do de Lambert assume sinais positivo e nega-

a seguinte expressiao

Isolando o n, temos

ou seja,

tivo. Para o sinal positivo, temos que o argumento € maior que zero, logo, faz parte do ramo
principal, e tem apenas solugdo via Wy(x). Quando assume o valor negativo, o argumento terd
duas solugdes, pois se encontra no intervalo —é < x < 0. Sendo assim, quando o argumento €
positivo, temos

2 /2
— Wy [ =2) &~ —0,0967040343267.
" T2 0(20) 09

Para o caso em que o argumento € negativo, temos as duas solucdes relativamente a cada

ramo Wy(x) e W_;(x), a saber

2 In2

2 In2

In2 In2
Os valores aproximados W (—;—0) e W_i (—;—O> foram obtidos via métodos nu-
méricos, (WEISSTEIN, 2008).
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Exemplo 4.4 Resolver xInx = o+ px, com o, € R
Note que € uma equacdo um quanto tanto dificil de se resolver. Mas, fazendo o processo de
manipular algebricamente a expressdo para que resulte na forma da defini¢do da funcdo Lam-

bert, temos, primeiramente, que isolar a incégnita x ao qual estamos querendo descobrir o valor.

Assim sendo

xlnx = ot + Px
Inx—Bx=a

x(lnx—B) =a.
Substituindo x = '™ na equacdo, obtemos

elnx<ln(elnX) o B) -0

A propriedade de Logaritmo nos fornece

¢ (Inx(Ine) — B) = o

¢ (Inx — B) = a.
Agora, multiplicando ¢~ P em ambos os lados da equagdo,obtemos

e P (Inx —B) = oe P

(Inx — B)e™ P = e P,

Perceba agora que chegamos onde queriamos. Chegamos numa expressdao que se resolve em

termos de Lambert. Assim, temos
(Inx—B)e™ P = e B,

o que implica

W(ae P) =Inx—B

ou, se preferir, ja que estamos mexendo com equagao, podemos interpretar como sendo apli-

cando Lambert W em ambos os lados da equacgdo, nos da

W ((Inx—B)e™P) —w(aeP)



Inx—B =W (oeP).

Agora, vamos isolar a incégnita x.
Inx = W (ae P) —B.

Exponenciando ambos os lados da equagdo, concluimos que

Jnx — eW((xe*ﬁ)—B

36
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Exemplo 4.5 Resolver a equagdo e = ——, em que o, B, ¢ € R.
x—c

Trabalhando a igualdade e depois multiplicando por e*¢, temos

(x—cle™™ =

(x —c)e”* e = Be™.

Agora, multiplicando o termo —ol em ambos os lados da equagdo, obtemos

—o(x— c)e” M) = _qpe™.

Perceba, que conseguimos manipular a expressao de tal forma que possa ser resolvida

em termos da funcdo W de Lambert.

W(—ape™) = —a(x—c).

Isolando agora a incégnita x de um lado da equacao

W _ (074
e Woape)
—Q
e,portanto,
W —o olc
x:c_i_w.

—Q
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5 CALCULO DA FUNCAO W DE LAMBERT

Neste capitulo realizamos um estudo sobre o cdlculo infinitesimal da fun¢io W de
Lambert, Mais precisamente, iremos obter expressdo para sua derivada e integral, bem como
para fungdes compostas com a mesma. Seguimos os trabalhos de (CORLESS et al., 1993),

(CORLESS et al., 1996) ¢ (STEWART, 2005).

5.1 Derivacao

Nesta se¢iio obtemos expressoes para derivada da fungio W de Lambert.

Proposigio 5.1 Para x # 0, vale

W(x)
W (x) = —=—. 51
&) = T+ w @) e
Aplicando a regra do produto e regra da cadeia em ambos os lados da identidade W (x)e" ™) = x,

obtemos

W' (x)e" &) + W (x)W (x)e ) = 1

e reorganizando

W (x)(1+W(x)e"™ =1.

Isolando W'(x) temos
I

W = arwierm:

Agora, lembrando que W(x)e"' ¥ = x, obtemos
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Assim,

W/(x) . W()C)

=———"—— desd 0.
AW @) esde que x #

As derivadas de ordem superior bem como sua expansdo séries de Taylor pode ser en-

contrada em (CORLESS et al., 1996).

5.2 Integracao

Nesta secdo obtemos uma expressao para a integral da funcdo W de Lambert. Ve-
remos que W (x), por se tratar de uma fun¢fo inversa, assim como o logaritmo por exemplo,

requer uma substitui¢do que aponta para o método de integracao por partes.

Proposicao 5.2 A integral da funcdo W de Lambert é dada por

/W(x)dx _x (W(x) 14 th)) el

em que C é uma constante.

Fazendo a mudanga da varidvel w = W (x), a equagdo de defini¢ao resulta em we" = x e

dx = (w+ 1)e"dw. Dai, multiplicando por W (x) obtemos

/W(x)dx = /w(w—|— 1)e"dw.
Ou seja, encontrar a integral de W é equivalente a encontrar a integral de w(wl + 1)e".

Iremos fazer integragio por partes. Para isto, escolhemos u = w?> +w e dv = ¢”dw, o

que levaadu = 2w+ 1)dw e v =¢€". Assim, temos
/(w2 +w)eVdw = (W +w)e? — /(2w + 1)e"dw.

Agora iremos integrar por partes a integral do lado direita da equacdo. Seja u =2w+1 e

dv =¢e"dw, o que nos leva a du = 2dw e v = ¢€". Assim

/(2w+ Dedw = 2w+ 1)e" — /Zewdw
= 2w+ l)ew—2/ewa’w

= (2w+1)e” —2¢" +C.



Logo,

/(w2+w)ewdw = (W +w)e” —[2w+1)e" —2¢"]+C
= (W2 +w)e” — 2w+ 1)e" +2¢" +C
=W 4+w—2w—142)e"+C
=W —w+1)e"+C.

Como w = W (x), substituimos na expressio e obtemos

/ W (x)dx = (W2(x) = W (x) + D" 4. ¢

Logo, obtemos o que queriamos.
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Podemos integrar outras expressdes que envolva W (x), fazendo o mesmo processo de

mudanca de varidveis e aplicacdo da regra de integracdo por partes, como fizemos nas integrais

acima. Sendo assim, deixamos a cargo do leitor verificar as seguintes identidades:
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6 CONSIDERAGOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo apresentar uma pesquisa na modalidade de revisao
bibliogrifica sobre a funciio transcendente. Mostramos que ela é uma fun¢io definida impli-
citamente através da inversa da fungdo f(x) = xexpx e que é uma fungdo multivalorada, ou
seja, dada em ramos. Uma vez que destacamos seus dois ramos os quais estio bem definidos,
apresentamos propriedades imediatas e identidades fundamentais, evidenciando sua versatili-
dade em aplicagdes como, por exemplo, na obten¢do de solugdes para equacdes transcendentes.
Conseguimos perceber que algumas dessas equacdes nido poderiam ser resolvidas somente com
a utilizagao de fungdes e técnicas comumente conhecidas, e neste sentido a fun¢do W de Lam-

bert desempenhou um papel importante.

Como sequéncia a esta pesquisa podemos apontar para aplicagao da fungdo W de Lam-
bert na resolucio do problema da torre, isto €, condi¢des em x para o qual o processo 0 seja

convergente; considerar ramos complexos e aplicagdes a dreas afins a matemadtica.

O trabalho realizado encima do estudo sobre essa fun¢io especial expande o conheci-
mento sobre fung¢des, pois ao fazer uma abordagem sobre uma fun¢do que se difere das demais
de mesma classe, que se tornaram comuns por estarem inseridas em indeterminadas situagdes
em diferentes dreas do conhecimento, mostra o quio exploratério € o conhecimento matematico,
e 0 quanto ¢ inovador estudar uma fung¢io incomum, multivalorada e implicita, para aprofundar
o conceito de fun¢do, além de explorar propriedades pouco conhecidas, mas com um potencial

vasto em aplicagdes e resolugdes de problemas mais complexos.
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