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RESUMO

No presente trabalho, realizamos um estudo acerca da função W de Lambert a qual é definida

implicitamente como a inversa da função f (x) = xexpx. Começamos construindo o gráfico de

f e em seguida o refletimos em torno da reta y = x a fim de obter o gráfico de W . Fizemos

uma apresentação de particularidades da sua lei de formação, do esboço gráfico destacando

seu domínio e imagem, uma vez que a mesma é uma função multivalorada, ou seja, definida

em ramos. Apresentamos algumas de suas propriedades imediatas e identidades fundamentais,

além de um princípio de simplificação. Exibimos alguns valores notáveis e especiais da função,

tais como a constante Omega. Estudamos as aplicações da função W na obtenção de soluções

para equações transcendentes. Por fim, fazemos também um estudo do cálculo infinitesimal e

integral da função W de Lambert.

Palavras chave: Constante Omega. Equações transcendentes. Funções transcendentes. Função

W de Lambert.



ABSTRACT

In the present work, we carried out a study on the Lambert function W which is implicitly de-

fined as the inverse of the function f (x) = xexpx. We start by constructing the graph of f and

then reflect it around the line y = x in order to obtain the graph of W . We make a detailed pre-

sentation of the particularities of its formation law, the graphic outline highlighting its domain

and image, since it is a multivalued function, that is, defined in branches. We present some of

its immediate properties and fundamental identities, beyond the principle of simplification. We

display some notable and special values of the function, such as the Omega constant. We study

the applications of the W function in obtaining solutions to transcendental equations. Finally,

we also study the infinitesimal and integral calculus of Lambert W function.

Keywords: Omega constant. Lambert W function. Transcendent equations. Transcendental

functions.
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 11

Originalmente, sua definição inicial teve aparição no trabalho publicado por de Johann Heinrich

Lambert, em 1758, e posteriormente estudada por Euler, em 1779 (CORLESS et al., 1996).

Embora historicamente tenha chamado a atenção de matemáticos renomados, a função não

teve uma abordagem clara na qual seus valores notáveis, aplicações e propriedades imediatas

fossem devidamente evidenciados. Foi em meados da década de 90, quando Corless (CORLESS

et al., 1996) e sua equipe estudaram e obtiveram resultados surpreendentes, que a mesma foi

reconhecida como uma função especial pertencente a um grupo de funções com uma ampla

gama de aplicações.

Introduzimos a função W de Lambert utilizando a abordagem histórica para seu surgi-

mento, isto é, através de soluções da equação transcendente yexpy = x. A procura por solu-

ções desta equação nos leva à definição da função W de Lambert como a inversa da função

f (x) = xexpx, ou seja, se denotamos a função W de Lambert por W (x), então ela satisfaz

W (x)eW (x) = x,

para certos valores x. Veja (CORLESS et al., 1993).

Esta função despertou o interesse da comunidade científica devido à sua aplicabilidade

em várias áreas da Matemática e das Ciências da Natureza. Suas aplicações mais destacadas são

elencadas a seguir. Pólya usou a função W e a inversão de Lagrange para deduzir uma expressão

para o número de árvores enraizadas em um número dado de pontos marcados; o problema da

torre exponencial ou exponencial iterada, o qual consiste em estudar sua convergência, para va-

lores específicos de x; estudo de soluções de equações diferença-diferenciais com retardamento

da forma ẏ(t) = ay(t−1), as quais são utilizadas no estudo de estabilidade de equações diferen-

ciais não lineares com retardamento; a equação de Volterra para crescimento populacional; o

estudo do comportamento assintótico de raízes de equações polinomiais; estudo de epidemias;

análise de algoritmo, entre outros (CORLESS et al., 1996), (STEWART, 2005), (KNOEBEL,

1981).

Neste trabalho fizemos um estudo acerca da função W de Lambert. Mais precisamente,

exibimos seu domínio e imagem através de representação gráfica dando ênfase ao fato da exis-

tência de ramificações. Nossa abordagem de estudo tem caráter qualitativo visando apresentar

propriedades elementares, valores notáveis e algumas aplicações. Para isso, o trabalho possui a

seguinte organização.
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No capítulo 2 apresentamos conceitos e definições básicas necessários ao entendimento

do trabalho.

No capítulo 3, apresentamos a definição da função W de Lambert. Exibimos a cons-

trução e comportamento do gráfico dando ênfase ao surgimento de ramificações. Após intro-

duzirmos a função, apresentaremos suas principais propriedades, alguns valores notáveis e a

constante ômega.

No capítulo 4, apresentamos aplicações da função W de Lambert como solução de equa-

ções transcendentes. A abordagem é feita através de exemplos, no qual cada exemplo é a reso-

lução de uma equação transcendente.

No capítulo 5, apresentamos o cálculo infinitesimal da função W de Lambert. Mais

precisamente, obtemos expressões para a derivada e integral da função W de Lambert e outras

funções correlacionadas.
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2.2. FUNÇÃO LOGARÍTMICA E PROPRIEDADES 14

Exemplo 2.2 Seja f : R→ R, dada por f (x) = x2. Perceba que quando os valores do domínio

são x1 = −2 e x2 = 2, as imagens são f (x1) = f (x2) = 4. Logo, não é uma função inversível,

pois x1 ̸= x2 e f (x1) = f (x2).

Exemplo 2.3 A função f (x) = x+2, definida de R em R, possui inversa. De fato, seja

y = x+2. Resolvendo equação em y, obtemos y = x−2. Portanto, f−1(x) = x−2.

Uma condição necessária e suficiente para que uma função seja inversível é que ela seja

bijetiva.

Definição 2.4 Uma função f : X → Y é sobrejetora (ou sobrejetiva), se para todo elemento

y ∈ Y existe pelo menos um elemento x ∈ X tal que f (x) = y.

Ou seja, quando o conjunto imagem coincide com o contradomínio da função. Não é necessário

que x seja único; a função f pode apontar um ou mais elementos de X para o mesmo elemento

de Y .

Definição 2.5 Uma função f : X →Y é dita injetora se possui um valor da imagem correspon-

dente a apenas um valor do domínio da função; ou seja, se x1 ̸= x2 em X , então f (x1) ̸= f (x2)

em Y .

Definição 2.6 Uma função f : X → Y é bijetiva (ou bijetora) se ela é injetora e sobrejetora.

Claramente a função do exemplo 2.2 não é injetora. Já a função do exemplo 2.3 é, como

pode ser checado pelo leitor, injetora e sobrejetora, ou seja, é bijetora.

2.2 Função logarítmica e propriedades

Seja x um número real positivo. O logaritmo de x na base e é o número y solução da

equação ey = x. A notação usual é y = lnx. A medida que x percorre um subconjunto X ⊂ R

no qual a equação ey = x possui solução, temos definido a função logarítmica y = f (x) = lnx.

Note que ln definida dessa forma é a função inversa da função exponencial. A referência que

seguimos é (SILVA, 2016).

A seguir elencamos algumas propriedades da função logaritmo.
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Propriedades 2.2.1 lne = 1.

Note que se lne = y então ey = e, que remete a ey = e1, como são expoentes de mesma base,

implica que y = 1.

Propriedades 2.2.2 ln1 = 0.

Se ln1 = y, então ey = 1, ou seja, ey = e0, o que implica que y = 0.

Propriedades 2.2.3 elnx1 = x1.

Perceba que lnx1 = k, isso quer dizer que ek = x1, e como elnx1 = ek, o que implica que elnx1 =

x1.

Propriedades 2.2.4 ln[(x1)
k] = k lnx1.

Se lnx1 = y1 e ln[(x1)
k] = y2, então ey1 = x1 e ey2 = (x1)

k. Dessa forma, temos ey2 = (x1)
k.

Como temos que x1 = ey1 , implica que ey2 = (ey1)k, e como as bases são iguais, temos y2 = eky1 ,

e conhecemos y1 e y2, logo ln[(x1)
k] = k lnx1.

Propriedades 2.2.5 lnx1x2 = lnx1 + lnx2.

Temos que lnx1 = y1 e que lnx2 = y2. Então, ey1 = x1 e ey2 = x2. Com isso, temos que o

produto entre x1 e x2 é dado por x1x2 = ey1ey2 = ey1+y2 . Como vimos, x1x2 = ey1+y2 . Aplicando

o logaritmo na sua base natural em ambos os lados da igualdade, temos lnx1x2 = lney1+y2 , e a

propriedade (4) nos dá lnx1x2 = (y1 + y2) lne, e pela propriedade (1), temos lnx1x2 = y1 + y2.

Logo, lnx1x2 = y1 + y2 = lnx1 + lnx2.

Propriedades 2.2.6 ln
(

x1

x2

)
= lnx1 − lnx2.

Partindo da propriedade (5), onde se encontra x1 substituiremos por x1
x2

. Sendo assim,

temos

ln
[(

x1

x2

)
x2

]
= ln

(
x1

x2

)
+ lnx2
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lnx1 = ln
(

x1

x2

)
+ lnx2

lnx1 − lnx2 = ln
(

x1

x2

)
+ lnx2 − lnx2

Logo, ln
(

x1

x2

)
= lnx1 − lnx2.

2.3 Função Transcendente

Visto que a função que iremos estudar pertence à classe das funções transcendentes,

definimos aqui o que vem a ser uma função transcendente. Seguimos as referências (CORREIA,

1999), (JACOMINO, 2013).

Definição 2.7 Uma função y = f (x) é dita algébrica se ela pode ser expressa como

P0(x)yn +P1(x)yn−1 + ...+Pn−1(x)y1 +Pn(x)y0 = 0, (2.1)

em que P0(x), P1(x), P2(x), ..., Pn(x) são polinômios com coeficientes inteiros, e n é dito como

o grau do polinômio. A equação (2.1) é chamada de equação algébrica.

Em outras palavras, uma função algébrica é aquela dada por expressões algébricas com um

número finito de termos, envolvendo apenas as operações de adição, subtração, multiplicação,

divisão e potenciação com o expoente podendo ser fracionário.

Exemplo 2.8 Considere a equação x2y2 + xy−1 = 0. Então,

y =−x+

√
x2 +4x2

2x2

=−x+
x
√

5
2x2

=−x+

√
5

2x
,

é uma função algébrica. Analogamente, a outra solução da equação, y =−x−
√

5
2x , também o é.

Definição 2.9 Uma função é dita transcendente se ela não for algébrica.

Alguns exemplos de funções transcendentes são: f (x) = ex, g(x) = lnx, h(x) = cosx.
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2.4 Noções de Cálculo

Nesta seção vamos apresentar alguns conceitos e definições do cálculo que utilizamos

no desenvolvimento do trabalho. Seguimos as referências (STEWART, 1999), (GUIDORIZZI,

2001) e (LIMA, 2004).

2.4.1 Limites

Definição 2.10 Considere que f esteja definido num intervalo aberto que contenha

o número k, embora f não esteja definido possivelmente em k. Dizemos que o número L

é o limite de f (x) quando x tende à k, se dado um número ε > 0 existir um δ > 0 tal que

| f (x)−L|< ε, sempre que |x− k|< δ. A notação é:

lim
x→k

f (x) = L.

Definição 2.11 (Limites laterais)

• Dizemos que o número real L é o limite à esquerda de f (x) quando x tende a k, cuja a

notação é limx→k− f (x) = L, se para todo ε > 0 dado arbitrariamente, existir δ > 0 tal que

| f (x)−L|< ε sempre que 0 < k− x < δ.

• Analogamente, dizemos que o número real L é o limite à direita de f (x) quando x tende

para k, e escrevemos limx→k+ f (x) = L, se para todo ε > 0 dado arbitrariamente, existir

δ > 0 tal que | f (x)−L|< ε sempre que 0 < x− k < δ.

Definição 2.12 (Limites infinitos) Seja f (x) uma função definida num intervalo I, ao qual

k ∈ I, mas f (x) não necessariamente esteja definida no próprio k. Diremos que limx→k f (x) = ∞

quando, para todo A > 0 dado, exite um δ > 0 tal que 0 < |x−k|< δ, x ∈ I, tivermos f (x)> A.

Ou seja, quando os valores de x se tornam cada vez ms próximos de k os valores de f (x) se

tornam cada vez maiores, tendendo ao infinito.

Definição 2.13 (Assíntota Vertical) Uma reta x = k é dita assíntota vertical da curva y = f (x)

se satisfaz ao menos uma das condições abaixo:
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1. limx→k f (x) = ∞

2. limx→k− f (x) = ∞

3. limx→k+ f (x) = ∞

4. limx→k f (x) =−∞

5. limx→k− f (x) =−∞

6. limx→k+ f (x) =−∞.

Definição 2.14 (Assíntota horizontal) Temos que a reta y = L é dita como assíntota horizontal

da curva y = f (x) se ela satisfaz

lim
x→+∞

f (x) = L ou lim
x→−∞

f (x) = L

Definição 2.15 (Pontos de Máximo e de Mínimo) Seja f uma função ao qual D seja seu do-

mínio, e também k ∈ I. Então k é dita ponto de máximo da função f se f (k) ≥ f (x),∀x ∈ I.

Analogamente, k é dita ponto de mínimo da função f se f (k)≤ f (x),∀x ∈ I.

2.4.2 Derivadas

A derivada de uma função é defina utilizando-se do conceito de limite.

Definição 2.16 Sejam f : I ⊂ R→ R e a ∈ I. Dizemos que a derivada da função f no ponto a

é o limite

f ′(a) = lim
x→a

f (x)− f (a)
x−a

= lim
h→0

f (a+h)− f (a)
h

,

quando o mesmo existe. Se a derivada f ′(x) existe para todo x ∈ I dizemos que f : I → R é

derivável no conjunto I e obtem-se uma nova função f ′ : I → R, x 7→ f ′(x), a qual chamamos

de função derivada de f ′. Uma notação também usual é f ′(x) =
dy
dx

em que y = f (x).

A seguir exibimos, sem demonstração, algumas propriedades da derivada e alguns exemplos.

Exemplo 2.17 (Regra da Potência) Seja n ∈ N e y = xn. Então

dy
dx

= nxn−1.
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Exemplo 2.18 (Derivada da função exponencial) Se k um número real positivo com k ̸= 1,

temos a seguinte regra
d
dx

(kx) = kx lnk.

Fazendo k = e e utilizando a propriedade 2.2.1, obtemos a derivada da função exponencial:

d
dx

(ex) = ex,

ou seja, a derivada da função exponencial é a própria.

Exemplo 2.19 (Derivadas básicas de funções trigonométricas)

1.
d
dx

(sinx) = cosx;

2.
d
dx

(cosx) =−sinx.

Propriedades 2.4.1 (Regra da soma e subtração) Se assumirmos as funções f (x) e g(x) como

sendo deriváveis, então
d
dx

( f (x)±g(x)) =
d
dx

f (x)± d
dx

g(x).

Propriedades 2.4.2 (Regra do Produto) Sejam f e g funções deriváveis em I ∈ R, então

d
dx

[ f (x)g(x)] = f (x)
d
dx

(g(x))+g(x)
d
dx

( f (x)) .

Propriedades 2.4.3 (Regra do Quociente) Tomemos as funções f (x) e g(x) como deriváveis

em I ∈ R, então
d
dx

(
f (x)
g(x)

)
=

g(x) d
dx ( f (x))− f (x) d

dx (g(x))

(g(x))2 .

Propriedades 2.4.4 (Regra da cadeia) Seja g derivável em x e f derivável em g(x), então a

função composta F(x) = f (g(x)) é derivável em x. A derivada da função F(x) é obtida através

da seguinte regra
d
dx

F(x) =
d f
dx

(g(x)) · dg
dx

(x).
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Exemplo 2.20 (Derivada da função logarítmica) Sejam g(x)= lnx, f (x)= ex e F(x)= f (g(x)).

Então, pela regra da cadeia temos:

1 =
d
dx

(x) =
d
dx

(F(x))

=
d
dx

( f (g(x)))

=
d f
dx

(g(x)) · dg
dx

(x)

= elnx · dg
dx

(x)

= x · dg
dx

(x).

Portanto, dg
dx (x) =

d
dx(lnx) = 1

x .

Exemplo 2.21 Seja n ∈ N e f uma função derivável, temos então

d
dx

[ f (x)]n = n [ f (x)]n−1 · d
dx

f (x).

A regra de L’hôspital é utilizada para os casos de limites com indeterminação do tipo 0
0

e ∞

∞
, os quais veremos neste trabalho, além de outras indeterminações, como 00, ∞0 e 1∞.

Nos casos das indeterminações que nos interessa, sejam f e g funções deriváveis em

I ⊂ R, tal que g(x) ̸= 0 para todo x ∈ I. Suponhamos que

lim
x→k

f (x) = lim
x→k

g(x) = 0 ou lim
x→k

f (x) = lim
x→k

g(x) =±∞.

Ao considerarmos um processo de limite da função quociente f (x)
g(x) , quando x tende para k,

teremos indeterminações do tipo 0
0 ou ±∞

±∞
.

A Regra de L’hôspital nos fornece então

lim
x→k

f (x)
g(x)

= lim
x→k

f ′(x)
g′(x)

,

ou seja, a regra nos dará o limite do quociente de duas funções como sendo o limite do

quociente de suas respectivas derivadas. Vale ressaltar que, para isso, não se faz uso da regra do

quociente, as funções f e g são derivadas separadamente.
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2.4.3 Integrais

Nesta seção seguimos as referências (GUIDORIZZI, 2001) e (STEWART, 2005).

Definição 2.22 (Primitiva) Seja f uma função derivável num intervalo I. Uma primitiva de f

em I é uma função F definida em I, tal que

F ′(x) = f (x), ∀x ∈ I.

Note que se F(x) é uma primitiva de f (x) em I, então F(x)+k (k uma constante) também

o é. De fato, (F(x)+ k)′ = F ′(x)+ k′ = F ′(x) = f (x).

Por outro lado, se além de F(x) houver outra primitiva G(x) de f (x) em I, então G(x) =

F(x)+k, em que k é uma constante. Isso vem do fato de que se duas funções possuem derivadas

iguais então elas diferem por uma constante. A ideia informal é a seguinte: Sejam f e g funções

deriváveis em I tais que f ′(x) = g′(x), para todo x ∈ I. Então

k′ = 0 = f ′(x)−g′(x) = ( f (x)−g(x))′.

Portanto f (x)−g(x) = k, para alguma constante k.

Assim, se F(x) é uma primitiva de f (x) em I então todas as primitivas de f (x) são da

forma F(x)+ k, com k constante.

Definição 2.23 Dizemos que a família y = F(x)+ k, k constante, é a integral indefinida de f

em I. A notação é: ∫
f (x) dx = F(x)+ k.

A seguir enunciamos algumas propriedades e técnicas de integração de função.

Propriedades 2.4.5 Consideremos uma função f (x) e tomemos c como sendo uma constante

qualquer, então ∫
c f (x)dx = c

∫
f (x)dx.

Propriedades 2.4.6 Condiremos as funções f (x) e g(x), então∫
[ f (x)±g(x)]dx =

∫
f (x)dx±

∫
g(x)dx.
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Exemplo 2.24 Seja k ∈ R, então ∫
kdx = kx+C,

para alguma constante C.

De fato, (kx+C)′ = k.

Exemplo 2.25

1.
∫

sinxdx =−cosx+C, onde C é uma constante.

2.
∫

cosxdx = sinx+C, onde C é uma constante.

Uma técnica de integração que nos ajuda muito nas efetuações dos cálculos é a técnica

conhecida como integração por partes. Ela é uma espécie de contrapartida da regra do produto

para derivadas. Assim, integrando a derivada do produto de duas funções f e g, obtemos

∫
[ f (x)

d
dx

g(x)+g(x)
d
dx

f (x)]dx = f (x)g(x)

⇒
∫

f (x)
d
dx

g(x)dx+
∫

g(x)
d
dx

f (x)dx = f (x)g(x)

⇒
∫

f (x)
d
dx

g(x)dx = f (x)g(x)−
∫

g(x)
d
dx

f (x)dx

Simplificando, tomando u = f (x) e v = g(x), e, respectivamente, du = f ′(x)dx e dv =

g′(x)dx, temos que a integração por partes pode ser reescrita como∫
udv = uv−

∫
vdu.
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Agora, calculando a segunda derivada, obtemos

f ′′(x) = ex d
dx

(x+1)+(x+1)
d
dx

ex

= ex +(x+1)ex

= ex(x+2),

A derivada segunda nos fornece ainda que se f ′′(−1) > 0, então x = −1 é um ponto

de mínimo, e se f ′′(−1)< 0 teremos um ponto de máximo. Aplicando em x =−1, f ′′(−1) =

e−1(−1+2) = e−1 > 0. Logo, demonstramos a

Proposição 3.1 O ponto de mínimo global de f (x) = xex ocorre no ponto (−1, −1
e ).

Para o leitor que não tenha familiaridade com os resultados do cálculo que relacionam cresci-

mento e decrescimento da função com o sinal de sua derivada, sugerimos (STEWART, 1999) e

(GUIDORIZZI, 2001).

Para expressarmos o gráfico da função f (x) = xex vamos continuar a utilizar o cálculo

infinitesimal. Primeiramente, não há nenhuma restrição para essa função quanto ao domínio, o

que nos leva a concluir que Dom( f ) = R.

Note que, pelo própria definição da função, a mesma não possui assíntotas verticais. Por

outro lado, quando x tende a −∞, temos

lim
x→−∞

xex = lim
x→−∞

x
e−x = ”

−∞

+∞
”,

o qual é uma indeterminação. Para resolver esse problema de indeterminação, faz-se uso da

regra de "L’hopital"e obtemos

lim
x→−∞

f ′(x)
g′(x)

= lim
x→−∞

1
−e−x = 0,

portanto, y = 0 é uma assíntota horizontal.

Quando o limite da função tende a +∞, temos

lim
x→+∞

xex =+∞,

dessa forma, note que o gráfico da função, neste caso, se comporta de maneira análoga ao

gráfico de funções exponenciais.
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Agora iremos obter informações sobre as concavidades da curva de f (x). Para isto,

iremos lançar mão mais uma vez da segunda derivada f ′′(x) = ex(2+ x).

Vale lembrar que as soluções da equação f ′′(x) = 0 fornece os pontos de inflexões da

função os quais nos mostram a mudança de concavidade da curva da função. Sendo assim,

temos que f ′′(x) = 0 se, somente se, x =−2. Logo, temos que f (x) possui concavidade voltada

para baixo no intervalo (−∞,−2) e concavidade voltada para cima no intervalo (−2,+∞).

Dessa forma, apresentamos o gráfico de f (x) = xex na figura 1.

Figura 1 – Gráfico de f (x) = xex
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3.2 Existência e gráfico de W

Vimos na seção anterior que f (x) é decrescente em (−∞,−1] e crescente em [−1,∞).

Logo, a mesma é inversível nestes intervalos e, consequentemente, bijetora sobre as imagens

separadamente. Ou seja,

f1 = f : (−∞,−1]→ [−e−1,0) e f2 = f : [−1,∞)→ [−e−1,∞)

são ambas bijetoras, e portanto, inversíveis.

Definição 3.2 (Função W de Lambert) A função W de Lambert, W : [−e−1,∞)→ R, é defi-

nida por

W (x) =

{
f−1
2 (x), se x ∈ [−e−1,∞)

f−1
1 (x), se x ∈ [−e−1,0).

Observação 3.3 Note que para x ∈ (−e−1,0), temos f−1
2 (x) ̸= f−1

1 (x). Isto significa que exis-

tem pontos no domínio de W que estão associados a dois pontos distintos da imagem, o que

contraria a definição de função. Por esta razão dizemos que W (x) é uma função multivalorada

ou ramificada. Temos então uma função multivalorada. Com isso, faz-se necessário algumas

adequações. A porção de W com valores maiores ou iguais que −1 é chamada de ramo princi-

pal e é denotada por W0(x). Por sua vez, a parte de W que com valores menores ou iguais que

−1 é chamada de ramo secundário e o denotaremos por W−1.

Observação 3.4 Em termos das soluções da equação transcendente yey = x temos o seguinte:

1. se x <−e−1 então a equação não possui solução real;

2. se −e−1 ≤ x < 0 a equação possui duas soluções reais;

3. se x ≥ 0 então a equação possui uma raiz real.

Como a função W (x) é inversa, sabemos que o esboço do seu gráfico será o espelhamento do

gráfico de f (x) = xex sobre a a reta y = x. Veja o esboço da função f (x) = xex refletindo sua

inversa a partir da reta y = x na figura 3. O esboço do gráfico da função W (x) é apresentado na

figura 2.
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Figura 2 – Gráfico de W (x) Figura 3 – Gráfico de y = xex e sua reflexão em
torno da reta y = x

A seguir, obtemos algumas identidades fundamentais que seguem imediatamente da

definição W (x).

Proposição 3.5 W (0) = 0.

Lembremos que se y satisfaz yey = x, então W (x) = y, por definição. A fim de

encontrarmos y = W (0), devemos resolver a equação 0 = yey. Note que y = 0 é uma solução,

pois 0e0 = 0. Por outro lado, como f (y) = yey, y ≥ 0, é injetiva e f (0) = 0, segue y = 0 é a

única solução real de yey = 0. Portanto W (0) = 0.

Proposição 3.6 W
(
−1
e

)
=−1.

Como na proposição anterior, queremos resolver −1
e = yey. Note que y =−1 é uma

solução real, pois −1e−1 = −1
e . Por outro lado, y =−1 é o ponto de mínimo global de f (y) =

yey, cujo o mínimo é −1
e , segue que y =−1 é a única solução real de −1

e = yey. Portanto,

W
(
−1
e

)
=W (−1 · e−1) =−1.

Proposição 3.7 Para todo x ≥−e−1, temos W (x) =
x

eW (x)
.

Por definição, temos que W (x) = y desde que y satisfaça x = yey. Dessa forma,

W (x)eW (x) = x. Logo, ao trabalharmos a igualdade obtemos W (x) = x
eW (x) .
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Proposição 3.8 Para todo x ≥−e−1, temos W (x) = ln
(

x
W (x)

)
.

Pela proposição anterior temos W (x)eW (x) = x. Logo, ao trabalharmos a igualdade

obtemos eW (x) = x
W (x) , e pela propriedade do logaritmo encontramos W (x) = ln( x

W (x)).

3.3 Valores especiais e fórmula de simplificação

Assim como outras funções transcendentes, a função W (x) também conta com valo-

res especiais. Alguns são facilmente notados devido à forma com que a função é definida, isto é,

W (yey) = y. Pela simples análise gráfica (veja figura 2) da função W de Lambert, encontramos

as imagens dos pontos x =−e−1 e x = 0. Ou seja, temos

W0(0) = 0, W0

(
−1
e

)
=W−1

(
−1
e

)
=−1,

pois, por definição Wk

(
(−1)e(−1)

)
= Wk

(
−1
e

)
= −1, k = 0,−1, como foi demonstrado na

seção anterior. Perceba nesta última expressão que quando o número
−1
e

é colocado na forma
−1
e

= (−1)e(−1), fica claro qual a sua imagem.

Inspirado na discussão acima, podemos obter outros valores para W .

Exemplo 3.9 (O valor de W0(e)) Como podemos escrever 1e1 = e, então W0(e) =W0(1e1) =

1, ou ainda W0(e)eW0(e) = e.

Para evidenciar esses valores, utilizamos a definição de W como função inversa de

f (x) = xex. Assim, temos a seguinte regra de simplificação

x =

W0(xex) para x ⩾−1

W−1(xex) para x ⩽−1.

Agora, a partir dessa regra de simplificação podemos obter uma infinidade de valores

exatos para W . Por exemplo,
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Exemplo 3.10

W0(2e2) = 2;

W0(5e5) = 5;

W0(2ln2) = ln2; vem do fato de que 2ln2 = ln2 · eln2.

W−1(−2e−2) =−2;

e assim por diante.

Exemplo 3.11 (A constante Ω) Um valor importante referente à função W de Lambert é a

constante Ω. Ela é dada como solução real da equação transcendental e−Ω = Ω. Multiplicando

ambos os lados por eΩ, obtemos 1 = ΩeΩ. Com isso, aplicando W0, temos que W0(1) = Ω.

Através de técnicas de cálculo numérico tem-se que W0(1)≈ 0,567143290409, (WEISSTEIN,

2008).

Como podemos ver em (WEISSTEIN, 2002) e (WEISSTEIN, 2008), Ω desempenha

um papel análogo ao que cumprem algumas constantes irracionais conhecidas tais como: π

para funções transcendentes trigonométricas e e para os logaritmos. Para mais detalhes so-

bre a constante Ω, além das duas mencionadas anteriormente, referimos (GOUVEA, 2000) e

(BRITO; FABIAO; STAUBYN, 2008) e as referências contidas nelas.
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Exemplo 4.2 Resolva a equação

x2 = 2x. (4.2)

Perceba que a equação é satisfeita para x = 2 e x = 4, pois para x = 2 temos (2)2 = 4 = 2(2),

e para x = 4 temos (4)2 = 16 = 2(4). Mas quando se faz a plotagem das duas curvas dadas

por y1 = x2 e y2 = 2x, num mesmo gráfico (veja figura 4), nota-se que há uma terceira solução

(interseção dos gráficos de y1 e y2) a qual pode ser encontrada em termos da função W de

Lambert. Como temos que a raiz quadrada de x2 é igual a |x|, então

√
x2 = |x|=

√
2x

=±
√

2x

=±2
x
2 .

Sendo assim, temos dois casos: x = 2
x
2 e x = −2

x
2 . Para o caso em que x = 2

x
2 , aplicamos

a propriedade de logaritmo na equação e obtemos lnx = ln2
x
2 = x

2 ln2. Agora, aplicando a

exponencial em ambos os lados, temos

x = e

(
x ln2

2

)

Em seguida, multiplicamos ambos os lados da equação pelo inverso de exp
(

x ln2
2

)
:

1

exp
(

x ln2
2

) · x = exp
(

x ln2
2

)
· 1

exp
(

x ln2
2

) = 1.

Assim,

xexp
(
−x ln2

2

)
= 1.

Multiplicando ambos os lados da igualdade por − ln2
2 , obtemos

−x ln2
2

exp
(
−x ln2

2

)
=− ln2

2
.

Com isso,

W0

(
− ln2

2

)
=W0

(
−x ln2

2
exp
(
−x ln2

2

))
=

−x ln2
2

.

Portanto

x =− 2
ln2

W0

(
− ln2

2

)



CAPÍTULO 4. APLICAÇÃO 32

Como − ln2
2 fica entre −1

e e zero, temos que os dois ramos da função W de Lambert precisam

ser considerados nesse ponto. Logo, temos por soluções:

x1 =− 2
ln2

W0

(
− ln2

2

)
;

x2 =− 2
ln2

W−1

(
− ln2

2

)
.

Note que

x1 =− 2
ln2

W0

(
− ln2

2

)
=− 2

ln2
W0

(
− ln2 · e− ln2

)
=− 2

ln2
(− ln2)

= 2.

A demonstração de que x2 = 4 é deixada para o leitor interessado.

Mas ainda temos um terceiro caso. Uma terceira solução considerando o caso negativo

em que x = −
√

2x. De maneira análoga ao caso positivo, aplicamos então o logaritmo em

ambos os lados. Dessa forma, usando as propriedades de logaritmo e exponencial, temos

x =−2(
x
2)

x =−e
x
2 ln2

xe−
x
2 ln2 =−1

−x
2

ln2e−
x
2 ln2 =

ln2
2

.

Dessa forma, temos que

W0

(
ln2
2

)
=−x ln2

2
.

Ou equivalentemente

x =
−2
ln2

W0

(
ln2
2

)
.

Através de métodos numéricos, (STEWART, 2005) obteve W0

(
ln2
2

)
≈ 0,265706. Logo, che-

gamos à terceira solução

x =− 2
ln2

W0

(
ln2
2

)
≈−0,76666469.
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Figura 4 – Interseção de y1 = x2 e y2 = 2x

Exemplo 4.3 Resolver 100n2 = 2n.

Primeiramente, vamos deixar a equação na forma usual para ser resolvida em termos de Lam-

bert. Para isso, vamos usar propriedades do logaritmo e da exponencial.

100n2 = 2n

= eln2n
.

Aplicando a propriedade de logaritmo no segundo termo e evidenciando o produto notável no

primeiro termo, temos

(10n)2 = en ln2

10n =±
√

en ln2

10n =±
(

en ln2
) 1

2

10n =±e
n ln2

2 .

Agora, multiplicando a inversa de e
n ln2

2 , obtemos(
1

e
n ln2

2

)
10n =±e

n ln2
2

(
1

e
n ln2

2

)
10n

(
e−

n ln2
2

)
=±1

e−
n ln2

2 =± 1
10n

.
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Multiplicando −n ln2
2

em ambos os lados da equação, obtemos

(
−n ln2

2

)
e
−

n ln2
2 =± 1

10n

(
−n ln2

2

)
(
−n ln2

2

)
e
−

n ln2
2 =∓ ln2

20
.

Note que temos uma expressão que pode ser resolvida em termos de Lambert, ao qual, assume

a seguinte expressão

W
(
∓ ln2

20

)
=−n ln2

2
.

Isolando o n, temos

−n ln2 = 2W
(
∓ ln2

20

)
,

ou seja,

n =− 2
ln2

W
(
∓ ln2

20

)
A expressão que será calculada em função de Lambert assume sinais positivo e nega-

tivo. Para o sinal positivo, temos que o argumento é maior que zero, logo, faz parte do ramo

principal, e tem apenas solução via W0(x). Quando assume o valor negativo, o argumento terá

duas soluções, pois se encontra no intervalo −1
9 < x < 0. Sendo assim, quando o argumento é

positivo, temos

n =− 2
ln2

W0

(
ln2
20

)
≈−0,0967040343267.

Para o caso em que o argumento é negativo, temos as duas soluções relativamente a cada

ramo W0(x) e W−1(x), a saber

n =− 2
ln2

W0

(
− ln2

20

)
≈ 0,1036578164.

n =− 2
ln2

W−1

(
− ln2

20

)
≈ 14,324727837.

Os valores aproximados W0

(
− ln2

20

)
e W−1

(
− ln2

20

)
foram obtidos via métodos nu-

méricos, (WEISSTEIN, 2008).
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Exemplo 4.4 Resolver x lnx = α+βx, com α,β ∈ R

Note que é uma equação um quanto tanto difícil de se resolver. Mas, fazendo o processo de

manipular algebricamente a expressão para que resulte na forma da definição da função Lam-

bert, temos, primeiramente, que isolar a incógnita x ao qual estamos querendo descobrir o valor.

Assim sendo

x lnx = α+βx

lnx−βx = α

x(lnx−β) = α.

Substituindo x = elnx na equação, obtemos

elnx(ln(elnx)−β) = α

A propriedade de Logaritmo nos fornece

elnx(lnx(lne)−β) = α

elnx(lnx−β) = α.

Agora, multiplicando e−β em ambos os lados da equação,obtemos

e−βelnx(lnx−β) = αe−β

(lnx−β)elnx−β = αe−β.

Perceba agora que chegamos onde queríamos. Chegamos numa expressão que se resolve em

termos de Lambert. Assim, temos

(lnx−β)elnx−β = αe−β,

o que implica

W (αe−β) = lnx−β

ou, se preferir, já que estamos mexendo com equação, podemos interpretar como sendo apli-

cando Lambert W em ambos os lados da equação, nos dá

W
(
(lnx−β)elnx−β

)
=W (αe−β)
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lnx−β =W (αe−β).

Agora, vamos isolar a incógnita x.

lnx =W (αe−β)−β.

Exponenciando ambos os lados da equação, concluímos que

elnx = eW (αe−β)−β

x = eW (αe−β)−β.
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Exemplo 4.5 Resolver a equação e−αx =
β

x− c
, em que α,β,c ∈ R.

Trabalhando a igualdade e depois multiplicando por eαc, temos

(x− c)e−αx = β

(x− c)e−αxeαc = βeαc.

Agora, multiplicando o termo −α em ambos os lados da equação, obtemos

−α(x− c)e−α(x−c) =−αβeαc.

Perceba, que conseguimos manipular a expressão de tal forma que possa ser resolvida

em termos da função W de Lambert.

W (−αβeαc) =−α(x− c).

Isolando agora a incógnita x de um lado da equação

x− c =
W (−αβeαc)

−α
,

e, portanto,

x = c+
W (−αβeαc)

−α
.
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Assim,

W ′(x) =
W (x)

x(1+W (x))
desde que x ̸= 0.

As derivadas de ordem superior bem como sua expansão séries de Taylor pode ser en-

contrada em (CORLESS et al., 1996).

5.2 Integração

Nesta seção obtemos uma expressão para a integral da função W de Lambert. Ve-

remos que W (x), por se tratar de uma função inversa, assim como o logaritmo por exemplo,

requer uma substituição que aponta para o método de integração por partes.

Proposição 5.2 A integral da função W de Lambert é dada por∫
W (x)dx = x

(
W (x)−1+

1
W (x)

)
+C,

em que C é uma constante.

Fazendo a mudança da variável w =W (x), a equação de definição resulta em wew = x e

dx = (w+1)ewdw. Dai, multiplicando por W (x) obtemos∫
W (x)dx =

∫
w(w+1)ewdw.

Ou seja, encontrar a integral de W é equivalente a encontrar a integral de w(w1+1)ew.

Iremos fazer integração por partes. Para isto, escolhemos u = w2 +w e dv = ewdw, o

que leva a du = (2w+1)dw e v = ew. Assim, temos∫
(w2 +w)ewdw = (w2 +w)e2 −

∫
(2w+1)ewdw.

Agora iremos integrar por partes a integral do lado direita da equação. Seja u = 2w + 1 e

dv = ewdw, o que nos leva a du = 2dw e v = ew. Assim∫
(2w+1)ewdw = (2w+1)ew −

∫
2ewdw

= (2w+1)ew −2
∫

ewdw

= (2w+1)ew −2ew +C.
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Logo, ∫
(w2 +w)ewdw = (w2 +w)ew − [(2w+1)ew −2ew]+C

= (w2 +w)ew − (2w+1)ew +2ew +C

= (w2 +w−2w−1+2)ew +C

= (w2 −w+1)ew +C.

Como w =W (x), substituímos na expressão e obtemos∫
W (x)dx = (W 2(x)−W (x)+1)eW (x)+C

=

(
W (x)−1+

1
W (x)

)
W (x)eW (x)+C

=

(
W (x)−1+

1
W (x)

)
x+C.

Logo, obtemos o que queríamos.

Podemos integrar outras expressões que envolva W (x), fazendo o mesmo processo de

mudança de variáveis e aplicação da regra de integração por partes, como fizemos nas integrais

acima. Sendo assim, deixamos a cargo do leitor verificar as seguintes identidades:

•
∫ W (x)

x dx =W (x)+ W 2(x)
2 +C.

•
∫

W (x)dx = 1
2 [(1+W (x))W (x)−W (x)cosW (x)]eW (w)+C.

•
∫

cosW (x)dx = 1
2 [(1+W (x))cosW (x)+W (x)W (x)]eW (w)+C.
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