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RESUMO

Essa pesquisa teve o objetivo de estabelecer uma relacdo entre o plano complexo estendido e a
esfera, através de uma técnica muito estudada na antiguidade, a projecdo estereogrifica. Para
isso, faremos uma introdug@o ao conjunto dos nimeros complexos, destacando os tépicos mais
relevantes para compreendermos e definirmos a projecdo estereogrifica, em seguida, apresen-
taremos suas principais propriedades e duas aplicacdes, a primeira relaciona a projecao este-
reografica e os ternos pitagoricos de Euclides, a segunda é uma aplicacao na fotografia, que
mostra como uma imagem pode ser manipulada para ter a aparéncia de uma esfera. Além
disso, este trabalho abordard os estudos desenvolvidos por August Ferdinand Mobius (1790 -
1868), que originou o que hoje conhecemos por transformacdes de Mobius. Apds definir essas
transformacdes e apresentar seus principais resultados, mostraremos uma aplicagcdo envolvendo
as transformagdes em uma esfera apoiada no plano complexo, e também as transformacoes de
Mobius elementares, translacdo, inversao e rotacdo, onde faremos o uso do software GeoGebra
para criar animacdes em 3D.

Palavras-chave: Numeros Complexos. Projecao Estereogréfica. Transformagdes de Mobius.



ABSTRACT

This research aims to establish a relationship between the extended complex plane and the
sphere, through a technique that has been studied in ancient times, the stereographic projection.
For this, we will make an introduction to the set of complex numbers, highlighting the most
relevant topics to understand and define the stereographic projection, then we will present its
main properties and two applications, the first relates the stereographic projection and Euclid’s
Pythagorean triple, to second is an application in photography, which shows how an image can
be manipulated to look like a sphere. In addition, this work will address the studies developed
by August Ferdinand Mobius (1790 - 1868), who originated what we know today by Md&bius
transformations. After defining these transformations and presenting their main results, we will
show an application involving the transformations in a sphere supported on the complex plane,
and also the elementary Mobius transformations, translation, inversion, and rotation, where we
will use the GeoGebra software to create 3D animations.

Keywords: Complex numbers. Stereographic Projection. Mobius transformations.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, fizemos um estudo introdutério da Projecdo Estereografica e as
Transformagdes de Mobius, explorando suas principais propriedades e algumas aplicacgoes.

A técnica denominada projecdo estereogrdfica na Esfera de Riemann foi estabelecida
pelo matematico alemao Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866). Em seus estudos
sobre a superficie esférica, Riemann mostra que € possivel projetar estereograficamente uma
esfera sobre um plano, essa projecdo € definida na esfera inteira, menos um ponto, chamado
ponto de projecao.

Essa técnica de projetar estereograficamente uma esfera sobre um plano ja havia sido
apresentada na antiguidade por Ptolomeu (100 - 168), que descreve a projecdo estereografica
em sua obra denominada Planisphaerium, que pode ser traduzida como “plano celestial”’ou
“mapa estelar”.

O termo projecao estereografica foi introduzido em 1831 pelo matematico alemao Ludwig
Immanuel Magnus, que nasceu em 15 de margo de 1790 em Berlim e morreu no dia 25 de se-
tembro de 1861, a quem a descoberta dessa projecdo € por vezes atribuida. O reconhecimento
de Magnus como matematico foi estabelecido em 1834.

A palavra “estereografica” origina do grego e € a unido das palavras: sélido e desenho,
ou seja, € a geometria que desenha sdlidos. A palavra “geometria” origina do grego e significa,
“geo” terra, e “metria” significa “medir”.

A projegdo estereogrdfica viabilizou o desenvolvimento de dreas como a andlise com-
plexa, a cartografia, a astronomia, a topologia, a fotografia dentre outras areas. Essa projecao
notdvel € uma relacdo entre o plano complexo e a esfera.

O segundo tema abordado neste trabalho deve-se efetivamente a August Ferdinand Mobius,
matematico e astronomo alemao que nasceu em 17 de novembro de 1790, e morreu aos 77 anos
em Leipzig. Mobius tinha um interesse natural pela Matemaética, apesar de ter iniciado o curso
de direito na universidade de Leipzig, em 1809. Porém, logo mudou o rumo de seus estudos,

concentrando-se no que realmente gostava, Matematica, Fisica e Astronomia.

12
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Em 1815, Mobius defende a sua tese sobre equacdes trigonométricas. O seu trabalho
mais conhecido foi a criagdo da fita de Mdbius, um objeto obtido pela colagem das duas ex-
tremidades de uma fita, apds dar meia volta numa delas. Ele originou também o que hoje
conhecemos por Transformagoées de Mobius e estdo entre as transformacdes mais importantes
da Geometria.

As transformagdes exercem um papel muito importante em vdrias dreas da Matematica,
e na ciéncia de modo geral. Essa importancia consiste no fato delas tornarem possivel conver-
ter problemas aparentemente complicados em problemas andlogos, porém, com solu¢des mais
simples.

Como o assunto dessa monografia estd inserido no ambiente dos nimeros complexos, o
Capitulo 2, propde uma introdugdo desse conjunto, apresentando definicdes, exemplos e algu-
mas propriedades.

No Capitulo 3, definimos o plano complexo estendido através do estudo da projecao
estereogréfica, da qual, apresentamos algumas de suas principais propriedades e suas respecti-
vas demonstragdes, nas quais, utilizamos o software GeoGebra, para auxiliar a visualizacdo do
leitor.

No Capitulo 4, apresentamos duas aplicagdes da projecdo estereogréfica, na primeira
mostramos uma relac@o entre os ternos pitagéricos de Euclides e a projecao estereografica, e
na segunda mostramos como produzir uma fotografia estereografica a partir de imagens pa-
noramicas, para essa aplicacdo, utilizamos o software Adobe Photoshop CS6.

No Capitulo 5, definimos as transformacdes de Mobius seguida de seus principais resul-
tados e apresentamos os conceitos de pontos fixos e razao cruzada.

Por fim, no Capitulo 6, apresentamos uma aplica¢ao envolvendo as transformacgdes de
Mobius e as transformacdes em uma Esfera apoiada no plano complexo. Para uma melhor

visualizagdo dos passos que foram seguidos, utilizamos o software GeoGebra versao 5.0.



Capitulo 2
Uma Introducao aos Numeros Complexos

O surgimento dos nimeros complexos estd ligado as equagdes polinomiais cujas solucdes
sdo expressas por raizes quadradas de nimeros negativos, por um longo tempo, os mateméaticos
consideraram essas equagdes sem solugdo, até que perceberam a insuficiéncia do conjunto dos
nimeros reais, originando assim, as primeiras ideias para a criacdo dos nimeros complexos.
Neste capitulo, apresentaremos primeiramente o corpo dos nimeros complexos, a representagao
geométrica seguida do conjugado e médulo de um ndmero complexo, sua representagdo e
operacodes na forma polar, e por fim, falaremos sobre como podemos extrair as raizes n-ésimas

de um nimero complexo. A elaboracdo deste capitulo estd baseada nas referéncias [1, 4, 5].

2.1 Corpo dos Numeros Complexos

Definicao 2.1. Chama-se conjunto dos nimeros complexos, e representa-se por C, o conjunto
dos pares ordenados de nimeros reais para os quais estdo definidas as operagdes de adicdo e a
multiplicacao.

E usual representar-se cada elemento (a, b) € C com o simbolo z, portanto:
2 € C<«= z=(a,b) sendo a,b € R.

Ao introduzir os nimeros complexos, devemos definir as operacdes de adi¢ao e multiplica-
cdo de maneira que permanecam validas as propriedades associativa, comutativa e distributiva

que essas operagdes possuem quando referidas aos nimeros reais.
Definicao 2.2 (Adi¢do). Se z = (a,b) e w = (¢, d) € C, entdo
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d).
Definicao 2.3 (Multiplica¢do). Se z = (a,b) e w = (¢, d) € C, entdo
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + cb).

14



2.1. CORPO DOS NUMEROS COMPLEXOS 15

Observacao 2.4. i) Notemos que considerando o nimero complexo i = (0, 1), obtemos
(0,1)-(0,1) = —1

dessa forma, o nimero complexo ¢ = (0, 1) sera chamado de unidade imagindria. Logo,

a propriedade bésica da unidade imaginéria é:
i’ =—1.
ii) Os ndmeros complexos formam um conjunto numérico mais abrangente que os nimeros

reais, dado que é possivel solucionar equacdes do tipo 22 + 1 = 0, se usarmos o simbolo

v/ —1 como se fosse um niimero em particular.

Destacamos que existe um outro tipo de notagdo para nimeros complexos, na forma
z=a+1b,

a qual, iremos utilizar neste trabalho.
A partir dessa nova notagdo, podemos analisar como se dd cada uma das operacdes

citadas para os elementos desse conjunto.

2.1.1 Propriedades da adicao

Usando a nova notacao para nimeros complexos, consideremos z = a+tbe w = c+1d,

a0 somarmos teremos:
(@+1ib) + (c+id) =a+c+ib+id = (a+c) + (b+ d)i.
O ntimero complexo (0 + 0) é denotado por 0.

Proposicao 2.5. As seguintes propriedades sdo validas para quaisquer z = a + ib, w = ¢ + id,
v=e+if €C:

a) z + (w +v) = (2 + w) + v (associatividade).

b) z + w = w + z (comutatividade).

¢) 0 + z = z (elemento neutro).

d) z + (—2) = 0 (elemento oposto).
Demonstracdo: Sejam z =a+ b, w=c+1id, v=e+if € C.

a)
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(c+id) + (e+if)]
(c+e)+ (d+ f)i]

a+1ib) +
a+ib) +
+ (c+e) +ib+ (d + f)i]

z4+(w+v) = (
(
= [a
= [(a+c)+e+ (ib+id) + if]
[
[
(

[
[

(a+c)+ (ib+id)] + (e +if)
(a+ib) + ( +id)] + (e +if)
zZ4w)+

b)

(a+1ib) + (c+1id)
= (a+c)+ (b+d)i
= (c+a)+ (d+0b)i

(c+1d) + (a + ib)

= w+ z.

z+w =

O0+2z = (04+00)+ (a+1b)
= (0+a)+ (0+0b)
= a-+1b

= z.
d)

2+ (—2) = (a+1ib)+[—(a+1ib)]
= (a+1b) + (—a —1b)
= (a—a)+ (b—10)i
= 0+0i
= 0.

Exemplo 2.6. A seguir, apresentamos a adi¢cao de alguns nimeros complexos.

a) (246i)+ (10 — 8i) = (2+ 10) + (6 — 8)i = 12 — 2i;
b) (T+3i)— (2+2)=(7T—2)+(3—2)i =5+1;
) (2490) — (6 — 10i) = (2 — 6) + (9 + 10)i = —4 + 19i;

d) 2i+(64+7)=(0+6)+(2+7)i =6+ 9.
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2.1.2 Propriedades da multiplicacao

Agora, para a multiplicagdo, usando a nova nota¢cdo dos niimeros complexos, conside-

remos z = a + tb e w = ¢ + 7d temos:
(a +ib)(c + id) = ac + aid + ibc + bdi* = ac — bd + aid + ibc = (ac — bd) + (ad + be)i.

O nimero complexo (1 + i0) é denotado por 1.
As operacdes de subtracdo e divisdo em C sdo definidas da seguinte forma: dados
z,w € C, temos
z

z—w=z+(—w) e —=zw'sew#D0.
w

Proposicao 2.7. As seguintes propriedades sdo validas para quaisquer z = a + b, w = ¢ + id,
v=e+if €C:

a) z(wv) = (zw)wv (associatividade).

b) zw = wz (comutatividade).

¢) 1z = z (elemento neutro).

d) zz7! =1 se z # 0 (elemento inverso).

e) z(w + v) = zw + zv (distributividade em relagdo a adi¢go).
Demonstracao: Sejam z =a+ib, w=c+1id, v=e+if € C.

a)

(a+1b) - [(c+1id) - (e +1if)]

(a+1b) - [(ce — df) + (cf + de)i]

la(ce — df) — b(cf + de)] + [a(cf + de) + b(ce — df)]i
(ace — adf — bef — bde)| + [(acf + ade + bce — bdf )]
ac — bd)e — (ad + bc) f + [(ac — bd) f + (ad + bc)eli
ac — bd) + (ad + be)i] - (e +if)

a+ib) - (c+id)] - (e+if)

z(wv) =

b)

(a+1ib) - (c+id)
(ac — bd) + (ad + be)i
= (ca—db)+ (cb+ da)i
(c+1id) - (a + ib)

= w=z.

c)
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d)

1z

zz

= (a+1b)-(a+ib)~?
= (a+1b)-

(1+140) - (a + ib)
(1-a=b-0)+(a-0+b-1)i
a+ b

Z.

1
(a + 1b)

(a +1ib)
(a +1ib)
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e)

zZ(w+wv) = (a+1b)-[(c+id)+ (e+if)]
(a+1ib) - [(c+e)+ (d+ f)i]
la(c+e) =b(d+ f)] + [a(d + f) + b(c + e)]i
lac + ae — bd — bf] + [ad + af + bc + be)]i
lac — bd + ae — bf] + [ad + bc + af + bei
[(ac — bd) + (ad + bc)i] + [(ae — bf) + (af + be)i]
(a+1b) - (c+1id) + (a +1ib) - (e +if)

= zw + zv.

Exemplo 2.8. A seguir, apresentamos a multiplica¢do de alguns nimeros complexos.
a) (3—5i)(4+T7i) = (12+35) + (21 +20)i = 47 + 4;
b) (3+6i)-[(2—3i)+ (4—50)] = (3+67)-(6—8i) = (18+48) + (36 — 24)i = 66 + 121;
¢) 10(5 + 57) = 50 + 50 = 50(1 + 9);
d) 44+30)+[(1—-2i)-B3+1)]=4+3i+(5—5i) =9 —2i.

Finalizamos esta se¢do destacando que o conjunto dos nimero complexos C é um corpo,
ou seja, € um conjunto no qual estdo definidas uma operacao de adicdo e uma operacao de

multiplicacdo satisfazendo as propriedades mencionadas nas Proposi¢des 2.5 e 2.7.

2.2 Representacao Geométrica, Conjugado Complexo e
Médulo

Seja o nimero complexo z = a + b, sua parte real a é representada por Re z, e sua
parte imagindria b, por I'm z. Podemos associar esse niimero complexo a um tinico ponto P de
coordenadas a e b no plano bidimensional, denominado plano de Argand-Gauss, como vemos

na Figura 2.1.
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Figura 2.1: Afixo do Ponto P.

Im

» Re

ol

Fonte: Arquivo pessoal.

2.2.1 Complexo conjugado

Definicao 2.9. Dado o nimero complexo z = a + ib, o conjugado de z € o nimero complexo

zZ=a —1b.

Proposicao 2.10. As seguintes propriedades se verificam para quaisquer z = a + @b,
w=c+1ide C:

@QzZ=zzFfw=z+wezw=2zW0.

(b) z/w =Z/W se w # 0.

©)z+Z=2Rez e z—Z=2iImz.

(d) z € R se, e somente se Z = z.

(e) z é imagindrio puro, isto é, Re z = 0, se, e somente se z = —z.
Demonstracao: A demonstracdo desta proposi¢cdo pode ser vista em [4], p. 6. O

Exemplo 2.11. Dados os niimeros complexos z = 2+ 67 e w = 3 — 7, vamos calcular Z, z + Z,

Z2—Z,2—w, zZw.
Resolucao:

i) O conjugadode z =2+ 6i é Z =2 — 6i. O conjugado de 7 = 2 — 61 serd z = 2 + 6i ou

seja, z;
i) 2+Z=(2+6i)+ (2 —6:) =4 = 2Re;
i) 2—z=(2+6i) — (2—61) =2-6i = 12i;

iv) z—w=(2-6i) — (3+7i) =1—133;
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V) Z0 = (2— 6i) - (3+Ti) = (6 + 42) + (14 — 18)i = 48 — 4i.

A figura abaixo ilustra exemplos de complexos conjugados.

Figura 2.2: Afixo do Conjugado de z.

Im
4

lea‘l'bi

____________ lea,_bl

Fonte: Arquivo pessoal.

2.2.2 Moédulo de um nimero complexo

O médulo ou valor absoluto de um nimero complexo z = a + b é definido por
|z| = Va? + b2

Proposicao 2.12. As seguintes propriedades se verificam para quaisquer z = a + @b,
w=c+1ideC:

(@) Rez <|Rez| < |z| e Imz<|Imz| <|z|.

) [2]* = 2Z, [2| = |2| e |zw|=[z|lw].

©) |z/w| = |z|/|w| se w #0.

@ |z +w| < |z| + |w].

© |z +w| = |[z] = [w]].

Demonstracao: A demonstragdo desta proposi¢cao pode ser vista em [4], p. 6.

Exemplo 2.13. Dado z = 3 + 27, w = 3 + 44, vamos determinar:
a) |z - wl.
b) |z/w].
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Resolucao:

|z] = V32 +22 = +/13.

lw| = /32442 = /25 = 5.

a) |[z-w| = |z]-|w|
= 135
= 5V13.

b) |z/w| = [2|/|wl]
= V13/5.

Observacio 2.14. A propriedade (b) 2z = (a + bi)(a — bi) = a® — abi + abi — b*i* =

a® + b* = zZ = |z|?, possibilita calcular o quociente z = — de dois nlimeros complexos z; €
22

29 com 2o # 0, onde zzy = z;. Para isso, basta multiplicar o numerador e o denominador pelo

complexo conjugado do denominador.

De modo geral, sejam z; = a + bie 25 = ¢+ di com ¢ # 0 e d # 0, temos:

2z Zy_atbioc—di ac — adi + bic — bdi®  ac+ bd — (ad + be)i

Z2 22'52_c+di.c—di_ 2+ d2 - 2 + 2

Exemplo 2.15. A seguir, determinamos o quociente dos nimeros complexos z; = 4 + 6i e

29 = 2 — 21, respectivamente.

Resolucao:

21 4+60 2420 8+8 +12i+12i* —4+20i —1+5i

s 2-2% 242 4+ 4 T8 2

2.3 Representacao Polar

Nesta secio estudaremos uma outra maneira de representar os numeros complexos no
plano. Seja z = x + yi, um nimero complexo ndo nulo, chama-se argumento de z o dngulo 6

formado entre o eixo Ox e a semirreta Oz, sendo 0 € [0, 27) como vemos na Figura 2.3.
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Figura 2.3: Forma Polar.

Im

z=x+yi

1zl

Re

Fonte: Arquivo pessoal.

A partir das relagdes trigonométricas no triangulo retangulo:

T
cos(f) = —,
2| _
x = |z| cos(0),
- 2] sem (0
y y = |z| sen ().
sen (6) = I

Assim temos:
z =1z +yi = |z| cos(0) + i|z| sen (0) = |z|[cos(f) + isen (0)].
Considerando r = |z|, obtemos
z = rlcos(f) + isen (6)], 2.1

chamado forma polar ou forma trigonométrica do nimero complexo z.
Se substituirmos # por 6 + 2km, com k € Z, temos que a igualdade (2.1) ainda sera

valida. Logo, o conjunto de todos os argumentos de z € dado por
arg(z) = {0+ 2km; k € Z}.
Observacao 2.16. Temos:
1) A forma polar do conjugado de z €

Z = r[cos(—0) + isen (—0)] = r[cos(f) — isen (6)].

A Figura 2.4 mostra a representacdo geométrica.
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Figura 2.4: Conjugado de z.

Im
A

» Re

Fonte: Arquivo pessoal.

ii) Dado que |z|> = 2z, temos que 27! = ﬁ Logo,
2

27t =17 cos(—0) +isen (—0)].

Exemplo 2.17. Vamos determinar a forma polar dos seguintes nimeros complexos:

(@) z =2+ 2.
(b) z=1+/3i.
Resolucao:
(@) z=2+ 2i.
2| = V22422 =8 =22
2 1 V2 _ V2
sen(f) = —==—+-—==—
2V2 V2 V22
2 V2
) = = — Y=
cos(0) 2 2
Logo, 6 = 45° ou%

Portanto, z = 2\/5

—

cos(45°) + isen (45°)).

(b) z=1+3i.
2] = /12 + (V3)2 =2

sen (0) =

%
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1

9 = —

cos(f) 5
Logo, 8 = 60°

Portanto, z = 2(cos(60°) + i sen (60°)).

2.4 Operacoes na Forma Polar

Vamos utilizar a representacdo polar de um nimero complexo para deduzir com mais

clareza as operacdes de multiplicac@o e divisdo de nimeros complexos.
Teorema 2.18. Se z = r[cos(6) + isen (0)] e w = t[cos(¢) + isen (¢)], entdo
(i) o produto z - w é dado por
z-w =71 -tlcos(0 + @) + isen (6 + ¢)].

.o . Z Ve
(ii) o quociente — é dado por
w

- [cos(8 — @) +isen (0 — ¢)].

| 3

Demonstracao:

(7) Vamos provar o produto:

z-w = rfcos(f) + isen (0)] - t[cos(¢) + isen (¢)]
7 - t[cos(0) cos(¢) + cos(f)isen (¢) + cos(¢p)isen (0) + i? sen (6) sen (¢)]
= r-t[cos(f) cos(¢p) — sen (A) sen (¢) + i(cos(f) sen (¢) 4 cos(¢) sen (9)].

Segundo as férmulas de adi¢c@o das relagdes trigonométricas cosseno e seno: Dados quais-
quer, 6 e ¢, temos:

cos(0+ ¢) = cos(f) - cos(¢p) — sen () - sen (o)
sen (6 — ¢) = sen () cos(¢) — sen(¢) - cos(h).

Portanto, z - w = r - t[cos(0 + ¢) + i sen (6 + ¢)].
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(#4) Vamos provar o quociente:

Z-w

gl

rlcos(0) + i sen (0)] - t[cos(¢) — isen (¢)]
t2[cos(p) + isen (¢)] - [cos(¢) — isen (¢)]

rlcos(0) + i sen (0)] - t[cos(¢) — isen (¢)]
t2[cos?(¢) + sen?(¢)]

rlcos(0) + isen (0)] - t[cos(¢) — isen (¢)]
12

- g¢mq@+¢%nwﬂ¢mq@—wwnwﬂ

Na terceira igualdade foi wusada a relagdo fundamental da trigonometria:
sen?(¢) + cos?(¢) = 1.

De acordo com o item (), podemos concluir que:

z r
Z =T cos( — @) +isen (0 — &)
2 =T eos(8 — ) +isen (6 0)]
O
Exemplo 2.19. Sejam os ndmeros complexos z =  20(cos30° + isen30°) e
w = 2(cos 60° 4 ¢ sen 60°). Vamos calcular z - w.
Resolucao:
z-w = 20-2[cos(30°+ 60°) + sen (30° 4 60°)]
40(cos 90° + i sen 90°)
40(0 + )
= 40:.
Exemplo 2.20. Sejam os ndmeros complexos z = 15(cos120° + isen120°) e
w = 3(cos 30° 4 i sen 30°). Vamos determinar i
w
Resolucao:
z 15 .
w — 3 [cos(120° — 30°) + i sen (120° — 30°)]
w

= 5(cos90° + isen 90°)
— 5(0+1) = 5i.
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2.4.1 Formula de De Moivre

Proposicao 2.21. A multiplicacdo de nimeros complexos na forma polar estende-se para um

nimero qualquer de fatores. Sendo
z; =rj(cosf; +isend,;), j=1,2,...n,
teremos:

21 292y =11 To o rplcos(By + 0+ ...+ 0,) +isen (6 + 0+ ...+ 6,)]. (2.2)

Demonstracao:
Quando consideramos n = 1 retornamos a forma polar dos nimeros complexos, e a
mesma nao seria relevante nesse contexto.

Quando n = 2, temos:
21 - 29 = 11 - ro[cos(0y + 02) +isen (01 + 6)],

de acordo com o item (i) do Teorema 2.18 podemos verificar que a férmula acima € vilida.

Agora suponhamos que também seja vélida paran = k,com k € N
21029t 2 =11 T v TE[cOS(01 + O + ... + 0) +isen (01 + Oy + ... + 6k)],
entdo paran = k + 1 temos:
21029t 2yl =T1To oo Trp1[cos(0y + 0y + ...+ Oky1) +isen (0 + 0y + ... + Op11)].
Portanto, a equagdo (2.2) € vdlida para n nimeros complexos como queriamos demonstrar. O
Observacao 2.22. Temos:

i) Em particular, se todos os fatores forem iguais a z = r(cos 8+ sen 6), da Proposi¢do 2.21
obtemos

2" = r"[cos(nf) + isen (n#)|, paratodon € N.

ii) Se z # 0, a afirmacdo do item i) anterior também vale para todo inteiro n < (. Dado que,

1
por i) resulta ™" = r~"[cos(—nf) + isen (—nfd)| e como 2" = —, obtemos
e
2" = r"[cos(nf) + isen (n#)], para todo inteiro n < 0.
iii) Dos itens i) e ii) anteriores, concluimos que se z # 0

2" = r"[cos(nf) + isen (n#)|, paratodon € Z.

iv) Se |z| = r = 1 no item anterior, obtemos a formula de De Moivre

(cos@ + isen )" = cos(nf) + isen (nf), paratodon € Z.
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2.5 Raizes n-ésimas

Sejam w um nimero complexo e n > 1 um ndmero natural, dizemos que z € C € uma
raiz n-ésima de w se

2" =w.
A seguir veremos que um nimero complexo w # () possui n raizes distintas.

Teorema 2.23. Fixe n € N* = N — {0}. Todo niimero complexo ndo nulo w possui exatamente

n raizes n-ésimas complexas distintas, a saber,

W[cos <W+M) + isen (‘”"9(“’)—+2’W)] (2.3)

n

ondek =0,1,....n— 1.
Demonstracao: A demonstracdo deste teorema pode ser vista em [4], p. 10. O

Observacao 2.24. De (2.3) todas as n raizes n-ésimas de w possuem o mesmo médulo igual a

n

wl.
Exemplo 2.25. Vamos determinar as raizes sextas do nimero complexo z = v/3 + i.

Resolucao:

r=la= /(Y32 + 1P =Vi=2,

1
0) = -
sen () 5
3
cos(f) = £
2
0 = 30° ou ~rad.
2 ™ LT 2 . £
Logo a forma polar é z = 2 (E + zg) . O médulo das 6 raizes é
YRI=r =11
O argumento de cada raiz serd determinado por

arg(z) + 2km

Y

n

onde k =0,1,....,n — 1.
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Neste caso como n = 6, os argumentos das outras 5 raizes sao:

As seis raizes sdo:

20 = \6/§(c051+@sen1>

25 = \c/ﬁ(cos——l—zse —)

36 36

137
COS — —|— 7 sen ——

cos——l—zsen—
Cos——l—zsen—

=g i)
- ;)
( 3w 37 )
=g i g )

61 6l
36 36

Exemplo 2.26. Quais sdo as raizes quartas de 1?

Resolucao: z =1+ 0i,r = |z| =

V2] =

sen () =0

cos() =
0 =0°.

1

V12402 =

vVi=1,

Logo a forma polar é z = 1(cos 0 + isen 0). O mddulo das quatro raizes é

Vr=vi=1.

Como no exemplo anterior, o argumento de cada raiz de z =

arg(z) + 2km

n

Y

1 sera determinado por
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onde k =0,1,....,.n — 1.

Dado que, estamos calculando as raizes quartas, n = 4. Assim, os argumentos das ou-

tras 3 raizes sao:

O+g=gmd

g—kgzﬂmd
3

7r+g=§md.

As quatro raizes sao:

2o = 1(cos 0 + isen0)

T T
z1 =1 COSE—FZSGHE

29 = 1(cos7r+isen7r)

3m . 3
z3=1 cos;—l—zsen;

7r>'



Capitulo 3

O Plano Complexo Estendido: Projecao

Estereografica

O plano complexo estendido € formado por todos os nimeros complexos juntamente
com o ponto infinito, em outras palavras, é a unido do infinito ao plano complexo. A adi¢do
do infinito aos nimeros complexos permite a utilizacdo de operacdes que em determinados
contextos nao fariam sentido, como a divisao por zero, representada pela expressao % = 00.

A fim de um melhor entendimento das propriedades e conceitos que abrangem o Plano
Complexo Estendido, estudaremos inicialmente as Projecdes Estereogréficas e suas principais
propriedades. Os conteidos que se encontram neste capitulo estdo baseados nas referéncias
[2, 6].

3.1 Projecao Estereografica

Nesta secdo estabelecemos uma relagdo entre o plano complexo e a esfera, através da

projecdo estereografica, definida na esfera inteira, exceto em um ponto chamado Polo Norte.

Consideremos a esfera unitaria S? de centro O = (0,0,0), definida da seguinte forma:
S ={(w,y,u) €R”:2® +¢* + 0’ =1},

Por outro lado, identificamos o plano complexo com o plano equatorial, ou seja, para as
coordenadas (z,y,u) € R C é o plano onde u = 0. O ponto N = (0,0, 1) é chamado Polo
Norte.

Nesse sentido, o plano complexo é o conjunto C, cujos elementos sdo denotados da
seguinte forma z = z + yi. Notemos que a circunferéncia unitiria em C coincide com o

equador da esfera S? e que com esta representacdo, N ndo pertence ao plano C.

31
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Para o ponto P € S?—{ N}, existe uma tnica reta que passa por P e N, que indicaremos

por N ﬁ Essa reta intercepta o plano C em exatamente um ponto z € C.

Defini¢ao 3.1. A aplicagio ¥ : S? — { N} — C que associa a um ponto P = (2, 3/, 2’) o ponto
P’ = U(P) € C obtido pela intersec¢io ﬁ M C é chamado Projecdo Estereografica.

Figura 3.1: Projecao Estereografica.

N=(0,-0, 1)

Fonte: Arquivo pessoal.

A projecao estereogréfica € conforme, pois permite projetar objetos de uma superficie
esférica, numa superficie plana de modo que os angulos entre os objetos da esfera sejam pre-

servados. A seguir, veremos que a aplicacdo W € bijetora e por esse motivo, admite inversa.

3.1.1 A Projecao Estereografica em coordenadas

Para definir a projecdo estereografica em coordenadas, obteremos primeiramente a lei
de formagdo para projecdo ¥ que relaciona as coordenadas dos pontos da esfera em fun¢do das
coordenadas dos pontos do plano complexo, onde P’ = W(P).

Por meio de ferramentas da Geometria Analitica, vamos determinar a equacdo da reta a
definida pelos pontos N = (0,0,1) e P = (2, ¢/, 2').

Comecamos definindo o vetor diretor da reta
NP=P—-N=(y.)—(0,01) = (4,2 — 1),

A fim de escrever:
a {N—i—t-ﬁ:tGR}

a : {(0,0,1)+t(a,y,2 —1):t e R}
a : {(0,0,1) 4 (ta',ty/, t(z' — 1)) : t € R}
a @ {(t, ty, 14+t —1)):t e R}
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Para determinar as coordenadas do ponto de interse¢do da reta a com o plano complexo
C = {(x,y,v) € R%v = 0}, devemos ter P' = (z,y,0), ou seja, fazendo com que a terceira

coordenada seja igual a 0, assim, ¥(P) € a N C. Dessa forma,

anNC=A{(ts,ty/,1+t(z' — 1)) = (x,y,0)},
entdo, como 2z’ é diferente de 1,

1+t(z—-1) = 0

t(z-1) = -1
-1
¢ =
2z —1
1
t = .
1-2
Assim,
1 x!
x=tr = — ,
1 -2 1—-2
1 Y
y=w (1—z’>y 1—2
Portanto,
v: S?2—{N} — C
x! Y x’ y . (3.1)
/ / !/ — —
(@9, %) (l—z”l—z’) — 1"
onde z = ¥ (', %/, 2’) é dado por:
/ y/ _a;,/_i_y/Z

SR L pevi i papvi i

Proposicao 3.2. A aplicagdao V¥ definida em (3.1) € bijetora.
Demonstracao:
i) W é injetora.

Sejam P, = (z1,y1,21) € P> = (72,2, 22) em 5?2 — {N}, Tais que

U(P) = V(w1 y1,21) = ( - A >,

].—21’1—,2’1

x
U(P) = U(x9,ya, 22) = (1 _222, 1 3222)

‘I’(Pl) = ‘I’(Pz)y

daqui,
€ X2

1—21:1—22
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Y1 Yo

1—21—1—22.

Dessa forma,

Ty =22, Y1 =Y2 € 21 = 2.

Logo,
Pl = PQ.

Portanto, se ¥(P;) = ¥(P,), entdo P; = P», e assim provamos que V¥ € injetora.
ii) W é sobrejetora.

Considere uma reta b definida pelos pontos P' = (z,%,0) € Ce N = (0,0,1) € S2.
Determinemos o vetor diretor de b.

—

! ’

NP =P — N =(z,9,0)—(0,0,1) = (z,y,—1),
para que possamos escrever:

b : {(0,0,1) +t(z,y,—1) : t € R}
b : {(0,0,1) + (tx,ty,—t) : t € R}
b {(tz,ty,1 —1t):t € R}

Pretendemos mostrar que existe um tnico ponto P tal que { P} = b N S%. Visto que o
ponto P = (2/,y/,2') € b,temos que 2’ = tx,y =tyez' =t — 1.

Dessa forma, o ponto P estd em S? quando
Pyt =1
Substituindo os valores, resulta:
(tz)* + (ty)* + (1= 1)* = 1,

logo,
P+ 22+ 1 -2t +12 = 1,
P +y?) +t2 = 2t
Fazendo 2 = =z 4+ iy e usando a definicio do mddulo de um nimero complexo
|z|? = 2 + y?, obtemos
Bl + 12 = 2t
2()z2+1) = 2t

) 2t

|22 + 17
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1
multiplicando ambos os lados da igualdade por n temos,

L 2
INEEESE
Assim, encontramos o ponto P = 20 2y 2] — 1 € S?% tal que
’ P RN TR R P a
U(P) = P'. Dessa forma, concluimos que ¥ é sobrejetora.
Portanto, W ¢ bijetora. o
Observacao 3.3. 1) De acordo a Proposicao 3.2, podemos dizer que a aplicagdao W, por ser

bijetora, admite inversa, cuja lei de formacao é dada por:

vl C — S?—{N}
2z 2y |2 —1
22+ 17 2241 |22 +1)

=T+ — (

1) Essa aplicacdo € chamada de Projecdo Estereogrdfica.

3.1.2 Algumas propriedades da projecao estereografica

O estudo destas propriedades estd baseado na referéncia [6].
Primeira propriedade. Circunferéncias da esfera que passam pelo polo norte projetam-se

como retas no plano.

Demonstracao: Qualquer ponto que esteja sobre uma circunferéncia B que passe pelo polo
norte, gera um conjunto de retas que passam por N e por cada um dos pontos da circunferéncia,
essas retas pertencem ao plano definido por B. Como a interse¢ao de dois planos nao-paralelos
¢ uma reta, a projecao da circunferéncia B € a reta que resulta da interse¢ao do plano definido
por B com o plano complexo C. Conforme vemos na Figura 3.2.

O

Segunda propriedade. Circunferéncias na esfera que ndo passam pelo polo norte sdo proje-

tadas como circunferéncias no plano.

Demonstracao: Essa demonstragdo serd dividida em duas partes:

1) Na primeira mostraremos que as circunferéncias na esfera, paralelas ao plano de projecao,

e que nao passam pelo polo norte, se projetam como circunferéncias no plano.

i1) Na segunda mostraremos o caso em que essas circunferéncias ndo sao paralelas ao plano

de projecdo e se projetam como circunferéncias nesse plano.

Parte 1
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Figura 3.2: Projecdo de circunferéncias que passam por V.

Fonte: Arquivo pessoal.

Primeiro observamos que, dada uma circunferéncia B na esfera S? que ndo passe pelo
polo norte, todas as retas da projecdo que saem de /N e passam por todos os pontos da circun-
feréncia formam um cone circular com vértice em N. A circunferéncia B pode ser obtida como
sec¢do desse cone com o proprio plano que contém B, e a sua projecdo, B’, é a sec¢do desse
cone com o plano de projecao.

Agora mostraremos que B’ é uma circunferéncia no plano de proje¢ao, provando e uti-
lizando um resultado que identifica as seccdes circulares de um cone circular. De fato, se a
circunferéncia B for paralela ao plano de projecdo, o cone definido pelas retas de projecao e
por B € um cone circular reto, uma justificativa direta que utiliza semelhancas de tridngulos
permite concluir que B’ ¢ uma circunferéncia, como observamos na Figura 3.3. Porém, se esse
cone fosse obliquo, devemos usar outros argumentos para realizar a demonstracdo. Esse caso

serd estudado com maiores detalhes na Parte 2 abaixo.
Parte 2

Para provar esta segunda parte precisamos do resultado do seguinte lema.

Lema 3.4. Sejam C' e D dois pontos de uma circunferéncia inscrita na esfera e C' e D’ a
projecao estereografica de C' e D respectivamente. Entdo N CD=ND'C'e NDC = NC'D'.
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Figura 3.3: Projecao de circunferéncias que ndo passam por N, e sdo paralelas ao plano C.

Fonte: Arquivo pessoal.

Figura 3.4: Circunferéncia inscrita na esfera do Lema 3.4.

Fonte: Arquivo pessoal.

Do Lema 3.4, considerando o plano gerado pelas retas que passam pelos segmentos
C'N, C'N'"e N'N’ obtemos a seguinte figura.

Se uma circunferéncia nao passa pela origem da proje¢ao, entdo podemos assumir que
o plano que passa por NN’ e pelo centro da circunferéncia dado é o plano NC'D onde C'D ¢é
diametro da circunferéncia que queremos projetar.

Sabemos que todas as retas da projecdo que partem de N e passam por todos 0s pontos
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da circunferéncia B formam um cone circular com vértice em N.
Lembremos que no cone reto sé € possivel obter sec¢des circulares fazendo cortes para-

lelos a base, ja no cone obliquo, existem duas formas diferentes de se obter sec¢oes circulares:

1) A primeira delas é como no cone reto;

i1) A segunda forma € considerando um cone circular obliquo tendo o ponto N como vértice.

Para obter a segunda forma € importante recordar a seguinte propriedade:

e Dada uma circunferéncia de didmetro P(), se RS for perpendicular a PQ onde R é um

ponto arbitrario dessa circunferéncia, e S € P(Q, logo a seguinte igualdade é verdadeira:
P5-8Q = RS".

De modo reciproco, se a igualdade anterior for verdadeira entdo [? pertence a uma cir-

cunferéncia de diametro P() como mostra a figura 3.5.

Figura 3.5: PS-5Q = RS".

R

Fonte: Arquivo pessoal.
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Continuamos com a demonstracao, e tomemos um cone circular obliquo tendo o ponto
N como vértice e BC como didmetro da base. Sem perda de generalidade, podemos supor que

areta BC passe pelo pé da perpendicular do ponto N em relagdo a base.

Figura 3.6: Cone obliquo.

Fonte: Arquivo pessoal.

Figura 3.7: Cone obliquo.

Fonte: Arquivo pessoal.
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Posteriormente, seccionamos o cone, através de um plano normal ao NC'D ao longo do
segmento £ F', com E e F pertencentes a superficie do cone, de maneira que N EF =NDCe
NFE = NCD. Durante esse processo obtemos a curva EJF.

Se provarmos que a curva EJF ¢ uma circunferéncia teremos encontrado a segunda
forma de seccionar um cone obliquo para obter uma circunferéncia.

Para provar que a curva EJF éuma circunferéncia, consideremos um ponto qualquer .J
dessa curva e um ponto qualquer A da circunferéncia da base do cone. Por outro lado, desenha-
mos os segmentos .JI e AB perpendiculares ao plano NC'D. Como estes dois segmentos sdo
perpendiculares a NC'D entdo serdo paralelos entre si.

A seguir, desenhamos o segmento H G passando por I e paralelo ao segmento C'D e
constréi-se a seccdo do cone gerada pelo lado que passa por HG e JI. Esta seccdo vai ser
paralela & base do cone porque HG é paralelo a CD e JI é paralelo a AB, assim, essa sec¢io
¢ uma circunferéncia.

Conforme a propriedade citada acima, a seguinte igualdade é verdadeira para a circun-
feréncia de didmetro HG,

HI-1G =TI

No entanto, como NEF = NDC = NGH, pois HG é paralelo a CD e

NFE = NCD = NHG = EGI. Daqui conclui-se que os triangulos AGIF e AETH

sdao semelhantes como vemos na Figura 3.8.

Figura 3.8: AGIF ~ AFEIH.

E

F

Fonte: Arquivo pessoal.

Logo, L
EL_IG . HI.76-FI.TF.
HI IF
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Daqui,
ET-TF =JI".
Esta igualdade € valida para qualquer ponto da curva EJF e qualquer segmento EF,

dessa forma, conclui-se que a curva E'J F' € uma circunferéncia.

—_—
Portanto, todas as sec¢des do cone paralelas a £/.JJ F' também sdo circunferéncias. O

Terceira propriedade. Angulos entre curvas da esfera sdo preservados quando essas mesmas

curvas sdo projetadas no plano.

Demonstracao: Vamos provar que os angulos entre curvas da esfera sdo preservados quando
essas curvas sao projetadas estereograficamente no plano. O angulo entre duas curvas de uma
esfera se define como o angulo que existe entre as retas tangentes a essas curvas no ponto onde
elas se intersectam.

Dessa forma, sejam 7, e 7o duas retas tangentes a esfera num ponto P e § o angulo
formado entre elas. Por outro lado, denominamos 7 e 1, as proje¢des estereograficas das retas
r1 € 19 respectivamente e /3' o Angulo formado entre elas.

A seguir, provaremos que 3 = '

Figura 3.9: Conservacdo dos angulos.

Fonte: Arquivo pessoal.

O plano definido pela semirreta r; € N intersecta a esfera formando uma circunferéncia
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que passa por N e P, esse plano passa por todos os diferentes pontos de 1, € através da projecao
estereografica se projeta na reta r; que passa por P’. Seja vy a reta tangente a circunferéncia no
ponto N, essa reta € paralela a ], devido a que todas as retas tangentes em N sdo paralelas ao
plano de projecao.

Da mesma forma, o plano definido pela semirreta 7, € [V intersecta a esfera em outra
circunferéncia que passa por N, e tem como tangente nesse ponto a reta vy que é paralela a
rh. Logo, dado que todos os lados dos angulos sdo paralelos dois a dois, o angulo 3’ entre 7]
e r, € igual ao angulo entre vy e v9, que por sua vez é igual ao angulo entre 1| e 79, porque 0s
angulos entre as duas circunferéncias da esfera nos pontos de intersecdao P e N sdo iguais. Para
confirmarmos esse fato, basta observar que o plano que corta perpendicularmente o segmento
PN no seu ponto médio é plano de simetria para as duas circunferéncias. Portanto, temos a

igualdade dos angulos, 5 = (', e assim finalizamos a demonstragao. O

3.2 Plano Complexo Estendido

Na secdo 3.1 obtivemos as seguintes aplicagoes:

v: S?2—{N} — C

/ /s
(o, #) o Wy =T =
—Z
€
vl C — S2—{N}
. . 2 2y |z —1
— — \ijl — — T AN
=iy i) = (e ey ) = ()

Que sdo a projecao estereogrifica e sua inversa, respectivamente.

Daqui podemos definir,

2
:L,/Z + y/2

(1= 2

.:C/Z +y/2
TEE

x4+
1—2

|Z’2 = |\I/($/7y/7zl)|2 -

como P € S? — {N}vale 2 + y? + 2? = 1 < 2" +9? = 1 — 2%, logo podemos escrever

1—2"7 _ (1—2’)-(1+z’):1+z’
(1—2? (1-2)-(1-2) 1-—2"

||* =

e Notemos que a proje¢do estereografica € continua pelo fato dela ser a composta de funcoes
continuas, e a inversa ¥ ~! ¢ continua pois a funciio que estd em cada coordenada de sua
imagem € continua. Portanto ¥ ¢ um homeomorfismo ' da S? — { N'} no plano complexo

C.

'homeomorfismo é uma fungio inversivel e continua cuja a inversa também é continua.
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e Além disso, observarmos que quando P = (2/,y/,2') € S* — {N} tende a N = (0,0, 1),

temos que ¥ (P) tende para oo, e quando 2 tende para oo, ¥~!(z) tende a N.

e Concluimos que, através da projecdo estereogrifica ¥ podemos identificar o plano com-
plexo C com S?—{ N} e podemos definir (') = oco. Assim, surge a possibilidade de es-
tender o plano complexo C acrescentando um ponto no infinito, obtendo C., = CU{o0c},

chamado Plano Complexo Estendido, que nos fornece a bijecao
0:5%—>Cy

definida por,
U(P), PeS?—{N
00, P =N.



Capitulo 4

Algumas Aplicacoes da Projecao

Estereografica

Neste capitulo apresentaremos algumas aplicagdes envolvendo a projecao estereografica,
mostraremos a surpreendente relacdo entre a projecdo estereografica e os ternos pitagdricos.
Posteriormente, mostraremos como se faz uma fotografia estereografica a partir de panoramas,
a técnica é feita pelo software Adobe Photoshop CS6. O estudo das aplicagdes apresentadas

neste capitulo estao baseadas nas referéncias [6, 8].

4.1 Os Ternos Pitagoricos de Euclides

Os ternos pitagdricos aparecem em registros da Matemaética Babilonia escrita no século
XVIII antes de Cristo, posteriormente, foram estudados no periodo grego pelos pitagdricos e
por Platdo e apareceram de forma explicita na obra Os Elementos de Euclides, depois foram
estudados pelos Matematicos islamicos e esteve sempre presente na literatura ao longo dos
séculos.

Um triangulo retangulo é chamado de pitagorico, quando as medidas de todos os seus la-
dos sdo dadas por ndmeros inteiros positivos. Neste contexto, dizemos que 0s ternos pitagoricos
(ou trios pitagdricos) sdo ternos de nimeros inteiros que correspondem as medidas dos lados de
um mesmo tridngulo retdngulo. Alguns tridngulos pitagdricos ja eram conhecidos e utilizados

em construcdes na antiguidade, mesmo antes de receber o nome Teorema de Pitagoras.

Exemplo 4.1. A seguir apresentamos dois tridngulos retangulos pitagdricos.

44
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Figura 4.1: Tridngulos pitagoricos.

10 4

Fonte: Arquivo pessoal.

Vamos apresentar uma incrivel relacdo da projecao estereografica e os ternos pitagoricos,
gerados pela formula de Euclides. A partir de uma adaptacio da projecao estereografica, sera
possivel mostrar de que forma estes dois conceitos se relacionam entre si.

A projecdo estereografica é uma aplicagio definida de R? para R? que relaciona um
ponto na esfera com um ponto no plano complexo ou plano de projecao, dessa forma, a projecao
estereogrifica € definida na esfera, com exceciao de um ponto, denominado polo norte, a partir
dai, serd possivel projetd-la no plano.

Nesse contexto, vamos redefinir a projecao estereografica para o caso especifico em
que se projeta um ponto de uma circunferéncia num ponto da reta real. Assim, a projecao
estereografica serd uma aplicacdo de R? para R.

Por consequéncia, em vez de uma esfera, teremos uma circunferéncia e o plano de
projecao serd uma reta. Observemos uma circunferéncia centrada na origem de raio unitério,
e consideremos o eixo das abcissas como a reta onde se projetam os pontos da circunferéncia.
O ponto N = (0,1) é a origem da projecao, e se P for um ponto da circunferéncia, entdo a

projecdo de P é o ponto onde a reta N ﬁ intersecta o eixo das abcissas.

Figura 4.2: Projecdo estereografica de R? para R.

Fonte: Arquivo pessoal.



4.1. OS TERNOS PITAGORICOS DE EUCLIDES 46

A seguinte proposicao apresenta uma adaptacdo da projecdo estereogréfica que estuda-
mos no Capitulo 3, essa proposi¢ao descreve o comportamento tanto da projecao estereografica,

como uma aplicacdo de R? para R, quanto de sua inversa.

Proposicao 4.2. Considere uma circunferéncia unitéria e de centro na origem. Seja N = (0, 1)
a origem da projeg¢do e o eixo das abcissas y = 0 a reta de projecdo. Sejam P = (a,b) as coor-
denadas de um ponto da circunferénciae P’ = (K, 0) as coordenadas da projecdo estereografica

do ponto P, entdo:

() K =

—_
(=

o (%b):( 2K K2—1>'

K241 K?+1
Demonstracao:

(1) Chamemos de r a reta compreendida pelos pontos N = (0,1) e P = (a, b). Para deter-

minar a equagdo da reta r, devemos encontrar o seu vetor diretor, dado por:
NP=P—N=(ab)—(0,1) = (a,b— 1),

para que possamos €SCrever:

T {N+t-]ﬁ:t€]R}

r o {(0,1) +t(a,b—1):t € R}
r o {(0,1) + (ta,t(b—1)) : t € R}
r o {(ta, 1 +t(b—1)):t e R}

Dado que a reta de projecao € o eixo das abcissas y = 0, e como P’ € r, temos:
(ta, 1 +t(b—1)) = (x,0),

definimos acima as coordenadas do ponto P’ = (K, 0), logo

K =ta 4.1)
0=1+1t0b-1), 4.2)
da equacdo (4.2), obtemos
. 1
1=
substituindo na equagdo (4.1), podemos concluir
a
K =
1-0b

como queriamos demonstrar.
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== . .
(2) Iniciamos determinando a equagdo dareta N P’, que possui a seguinte forma: y = max+n.

Lembremos que € possivel determinar o coeficiente angular de uma reta conhecendo dois
pontos pertencentes a esta reta, digamos A = (x1,11) e B = (x2,99). Para tal fim,

podemos usar a formula

Y2 — Y1
m = ,
To — T

. N 5
assim, como N = (0,1) e P’ = (K, 0) pertencem a reta N ', obtemos

0-1 1
m=——=——.

K—-0 K

e
A reta N P’ passa pelo ponto N = (0, 1), ou seja, na equagdo y = mx + n, quando = = 0,

resultay =n = 1.

. =5 ~
Assim, areta NP’ tem a equagdo

x
SN
—
O ponto P = (a,b) € NP, logo,
a
b= 41,
K +

Como P pertence a circunferéncia, a® + b* = 1.

A seguir, resolvemos um sistema determinado pelas duas equacdes anteriores.

b=+ 1 2 2
" <:>{a2+(—3+1> =1 <:>{a2+(—£) —2—a+1:1
K ' K K '
a4+ =1
2 2772 2
<:>{a2+%_%a:0-<:>{a[(+;2 2aK:0,<:>{K2a2+a2—2aK:0.

= {(K2+ a? —2aK = 0. <= {a[(K2+ l)a —2K] =0.

a=0 a=0

— vV — vV
2

(K?*+1)a—2K = 0. a=

a
C b=——+1
omo K+ ,
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0y 2K
a: a:
K2 +1
<
2 24+ K?>+1 K?-1
b=1V b= — 1= = .
Kip1 K2+1 K2 +1
0V o4 2K
a = (Z—K2+1
<
K?2-1
b=1V b=
K?2+1

Portanto, o ponto da circunferéncia tera as seguintes coordenadas:

p_ (2K K'-1
C\K2+1 K2+41)°

|

Exemplo 4.3. Consideremos uma circunferéncia de raio 1 e de centro na origem. Seja
N = (0,1) a origem da projecdo e o eixo das abcissas a reta de projecdo. Vamos determi-
nar as coordenadas do ponto da circunferéncia P = (a, b), dado que essa reta intersecta o eixo
x no ponto P’ = (2,0).

Resolucao:

Da Proposicao 4.2, temos que P’ = (K, 0),

K

a ( b) 2K K?—-1
=—— ¢ (ab)= .
1-0b ’ K2+1 K2+1

Daqui, como P’ = (2,0), resulta K = 2, logo

2.2 22-1 4 3

Esse resultado pode ser verificado através do software GeoGebra, como mostra a Figura 4.3.

(A) Formula de Euclides para ternos pitagoricos:
Quanto aos ternos pitagoéricos, Euclides mostrou em sua obra que se m e n forem dois

2

niimeros naturais com m > nea = m? —n? b = 2mn e ¢ = m? + n?, tal que,

a® + b? = ¢, entdo os nimeros a, b € ¢ sdo ternos pitagéricos.

Por exemplo,se m =3en=2vema =>5,b=12ec =13,
5% +12% = 132,

portanto, a, b e ¢, sdo ternos pitagdricos.
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Figura 4.3: Exemplo numérico da proje¢io estereografica de R? para R.

Fonte: Arquivo pessoal.

(B) A projecao estereografica e os ternos pitagoricos:
O estudo da projecdo estereografica de R? para R permite produzir ternos pitagdricos,

especificamente, através de sua aplicacdo inversa, e da seguinte forma:

. m . .
Consideremos que o ponto <—, 0) , com m > n em N, representa um nimero racional
n

do eixo das abcissas.

Segue, da Proposicao 4.2 que K = —, e

2K K*—-1Y m (m)?—1Y\ 2mn  m? —n?
K2+1"K2+1)  \(22+1 (2)2+1) \m?>+n* m?>+n?)’

¢ um ponto da circunferéncia unitaria, daqui

2 2
2mn n m? —n? _
m2 4+ n2 m2 4+ n2 o

<2mn)2 + (m2 . n2)2 — (m2 + 712)2,

m
n

logo, a = m?> —n?, b=2mn e ¢ = m?+n? com m >n em N, sio ternos
pitagdricos.
Concluimos, portanto, que a inversa da projecao estereografica aplicada em racionais gera

ternos pitagoricos.

Observacao 4.4. A andlise que apresentamos no final do item anterior coincide com a férmula

de Euclides para ternos pitagoricos.
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4.2 Projecao Estereografica na Fotografia

A aplicacdo da projecdo estereogrifica na fotografia é a técnica de manipular imagens
panoramicas através do software Adobe Photoshop CS6, utilizando o filtro Coordenadas Pola-
res para criar um efeito esférico nas imagens. Para esse fim, usamos uma foto panoramica da

cidade de Araguaina do estado do Tocantins. A seguinte histdria se encontra baseada em [10].

4.2.1 Araguaina - Breve Historico

Os indios da tribo Caraja foram os primeiros moradores da regido compreendida entre
os rios Andorinhas e Lontra. Atualmente, essa drea constitui a maior parte do municipio de
Araguaina.

O inicio do desbravamento ocorreu em 1876, com a chegada de Jodo Batista da Silva e
familia, naturais do Piaui. Nessa época o povoado era chamado de “Livra-nos Deus”, devido
ao constante temor de ataques indigenas e de animais selvagens. Mais tarde, com a vinda de
outras familias, o pequeno povoado aumentou e mudou o nome para Lontra.

Devido a falta de estradas, as condi¢des geogréficas e climdticas, o povoado ndo de-
senvolveu, até a chegada de novas familias em 1925, onde novas perspectivas de crescimento
tomaram conta dos moradores e a primeira igreja catdlica foi erguida.

Em 1949, o povoado Lontra passou a integrar o municipio de Filadélfia. No mesmo
ano houve a mudanca de nome para povoado Araguaina, em decorréncia do rio Araguaia. Em
1953 foi transformado em distrito e em 1958, a Lei Estadual n°® 2.125 decretou a criacao do
municipio.

O desenvolvimento econdmico-social de Araguaina iniciou a partir de 1960, com a
construcdo da rodovia Belém-Brasilia. Entre os anos de 1960 a 1975, Araguaina atingiu um
estdgio de desenvolvimento sem precedentes na historia do estado de Goids e se tornou a quarta
maior cidade do estado.

Com a criagdo do estado do Tocantins em 1989, Araguaina tornou-se a maior cidade do
estado e ganhou o titulo de “Capital Economica do Estado”. Sua populacdo estimada em 2019
era de 180470 habitantes, sendo a segunda mais populosa do estado, atrds apenas da capital

Palmas.

4.2.2 Fotografia Estereografica

Para obter a projecao estereografica da Figura 4.4, seguimos os seguintes passos:

'Disponivel em: <https://clebertoledo.com.br/tocantins/tocantins-registra-706-casos-de-covid-19-em-apenas-

2-dias-araguaina-mais-298-e-palmas-82/>. Acesso em: 15 de ago. 2020.
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Figura 4.4: Vista panoramica de Araguaina.

1) Abrimos a imagem escolhida no software Adobe Photoshop CS6 e rotacionamos pelo

menu Imagem — Rotacdo da Imagem — 180°.

ii) Utilizamos o atalho: C'trl + Alt + I para deixar a imagem quadrada, escolhemos o valor

de 1000 pixcels na largura e na altura.

iii) Selecionamos o menu filtro — distor¢cdo — coordenadas polares, depois a opc¢ao retan-

gular para polar e clicamos em ok.

iv) Usamos a Ferramenta Carimbo (atalho: S), para suavizar as dreas no ponto de encontro

do que eram as extremidades do panorama.



4.2. PROJECAO ESTEREOGRAFICA NA FOTOGRAFIA

52

Figura 4.5: Fotografia estereografica.

Fonte: Arquivo pessoal.



Capitulo 5
Transformacoes de Mobius

As transformacoes exercem um papel significativo em diversas areas da Matematica e
na ciéncia de modo geral. Essa importancia deve-se ao fato delas tornarem possivel transformar
problemas aparentemente complicados em problemas andlogos com solu¢des mais simples.

August Ferdinand Mobius, matematico alemao que nasceu em 1790 e morreu em 1868,
originou o que hoje conhecemos por Transformacdo de Mobius, uma das classes mais impor-
tantes das aplicacdes conformes, que levam circunferéncias em circunferéncias, circunferéncias
em linhas e linhas em circunferéncias.

Como vimos anteriormente, a proje¢do estereografica € uma aplicagdo complexa de
variavel complexa que leva o plano complexo na esfera. Neste capitulo, estudaremos uma
transformacdo de C,, em C, definida por uma composicao de transformagdes mais simples, a
saber: translacdo, rotacdo, dilatacao (ou contracdo) e inversao.

Os assuntos apresentados neste capitulo estao baseados nas referéncias [2, 3, 7].

Definicao 5.1. Uma Transformacao de Mobius € uma aplicacdo 7' : C,, — C, definida por

az+b
cz+d’

T(z) =

em que a, b, ¢ e d sdo nimeros complexos, tais que ad — bc # 0.

Observacao 5.2. A condicdo ad — be # 0 assegura que ¢ e d nao sdo a0 mesmo tempo nulos.

b
i) Sec# 0, afungdo T(z) = azi—
cz

d
estd definida para todo z, tal que z # ——.
c

ii) Se ¢ = 0e ad — bc # 0, temos d ndo nulo e

az+b

T(z) = g

Por outro lado, se z tende a oo, faremos a seguinte andlise:
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a) Se ¢ =0, entdo

a
T(z) = — —
(2) dz—l— ¥
Logo, |z| = 0o = |T'(z)| = oc.
b) Se ¢ # 0, entao
bz
a+—
7(z) = — L (5.1)
N dz -’ '
C —_—
|2[?
Logo, |z| = 00 = T'(2) — e
c
d . d .
No caso em que z = ——, com ¢ # 0, podemos definir 7' — — | = co. Em sintese,
c c

vamos determinar uma transformagdo de Mobius com ad — be # 0 como uma aplicacdo bijetora

T : Cy — C, dada por

, se c=0¢e z=o00,

00
o0,  se c%Oez:<—g),
@

¢ (5.2)
, se c¢c#0 e z=o00,

az+b7 o Z%< d),oo.

C

Do item ii) da Observagdo 5.2, observamos que a Transformagdo de Mobius 7'(z) é
uma transformacio linear afim. E importante destacar que toda aplica¢do linear afim é uma
Transformagao de Mobius. Além disso, toda transformagdo de Mdobius € inversivel e sua inversa
¢ uma transformacao de Mobius.

A proposi¢cao a seguir mostra que uma Transformagdao de Mobius qualquer pode ser

obtida pela composta das seguintes Transformagdes de Mobius:

d
(1) translagdo: T1(z) = z + —;
c

1
(2) inversdo: Th(z) = —;
z
a i a A x . be — ad
(3) rotacdo e dilatagdo (ou contragdo) em relagdo a origem T3(z) = 5%
c

(4) translagdo: Ty(z) = @y,
c

Proposicao 5.3. Sejam a, b, c e d niimeros complexos tais que ad — bc # 0 e considere a
az+b

cz+d

transformagdo de Mébius T'(z) = . Entao,

T(z) = (Tyo T3 0Ty 0 T1)(2),

onde T’ e Ty sdo translagées, T dilatagdo e T’ inversdo.
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Demonstracao:
.. . az +b
Iniciemos reescrevendo a férmula 7'(z) = :
cz+d
+bc+ad ad +ad+bc ad
az+—+——- — az+—+——- —
T(z) = az+b _ c ¢ c _ c ¢ ¢
cz+d cz+d cz+d
ad  bc—ad a bc — ad
az+—+— —(cz+d)+
h cz+d - cz+d
a bc — ad bc — ad
Z. d
» (cz+d) . a .

cz+d + cz+d c+ cz+d

a bec—ad 1 a bec—ad 1
+ .

c c Cz—}-dzz—i_ c < d)
c-|z+—

a bec—ad 1
+ .

z+ =
C
Provemos agora que 7'(z) = (Ty o T3 0 Ty o T} )(2).
d 1
De (1) temos 7 (z) = z + — e de (2) T5(z) = —. Logo,
c 2

(T3 0 Th)(2) = Ta(Th)(2) = e L

bec — ad
De acordo com o item (3) T3(z) = ¢ 5 a4 .2, entao
c

(T30 (Ty0Th))(2) = Tzo0(TaoTi)(2)

_ bc — ad Ty o Ty)(2)

Finalmente de (4) temos Ty(z) = 4 + z, resulta,
C

(Tu(Tyo (Lo T1))(2) = Ta(Tyo (TyoT))(=) = =+ (Tho (Lo T1)(z) = = +

az+b
cz+d
A seguir apresentamos o lema que serd utilizado na demonstracdo do Teorema 5.5

Assim, concluimos que 7'(z) =

= (TyoTy30TyoTy)(2). O

abaixo.
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Lema 5.4. Qualquer reta ou circunferéncia no plano pode ser escrita na forma
Ax® + Ay* — 2Bx —2Cy + D = 0, (5.3)

que descreve umaretase A = 0 e B2+ C? # O e, caso A # 0, representard uma circunferéncia
se B2+ C? > AD.

Demonstracao:

Para verificar esse lema consideremos os seguintes casos:

i) Com A = 0, temos a equagdo —2Bx—2Cy+D = 0, uma vez que a condi¢do B*+C? # 0

garante que B e (' ndo sejam ao mesmo tempo nulos, adquirimos a equagao de uma reta.

ii) Ja no caso em que A # 0 pretendemos mostrar sobre quais condi¢des a equacdo (5.3)

pode representar uma circunferéncia.
Az? 4+ Ay? — 2Bz — 2Cy + D = 0,

B D |
A x2+y2—2<z>x—2(%)y+z = 0],

B C D |
A x2+y2—2(z>x—2<z)y+z = 0f,

dado que A # 0, resulta
B C D
2 2 - o -~ - _
Ty Q(A)x Q(A)y+A 0

completando quadrados, temos

e 8 (e (5 -

B 2+ C 2+AD—(B2+02) .
T A A2 -

Portanto, podemos concluir que essa equacgio serd de uma circunferénciase A # 0 e B>+ C? >
AD.

Teorema 5.5. As transformacoes de Mobius preservam todas as circunferéncias na esfera, isto
é, se C' é uma circunferéncia em C, entdo, T (C') também é uma circunferéncias em C,, para

qualquer transformagdo de Mobius T'.
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Demonstracao:
Com base na equagao ( 5.3) e as condi¢des dadas, pretendemos obter uma equacao equivalente
na variavel complexa.
Consideremos um niimero complexo z = x+iy € Ce o seu conjugado z = x — iy € C,
daqui
Pry=2-%Z, 20=2+7% 2y=—i(z —2), (5.4)

dessa forma podemos reescrever a equacao ( 5.3) como

AzZ—B(z+2)+iC(z—2)+D = 0,
Azz—Bz—Bz+1Cz—iCz+D = 0,
Azz— (B—-iC)z— (B+iC)z+D = 0,

Fazendo £ = B + iC, temos o conjugado E = B — iC, logo
Az—E2—EzZ+ D =0. (5.5

Observemos que a equacao (5.5) é uma reta se, e somente se, A = 0e F # 0, e € uma
circunferéncia se, e somente se, A # 0 e EE — AD > 0.
Agora, pretendemos encontrar a imagem da curva dada pela equacdo (5.5) sob as

transformacoes a seguir:

i) translacdo: T'(z) = z + b, basta substituirmos z por z + b na equagio (5.5)
A(z+0b)(z+b) —E(2+b) — E(z+b) + D =0,
fazendo z + b = ¢, obtemos
Aq@— FEq—Eg+D =0.

ii) rotagdo: T'(z) = Bz, B € C, |B| = 1. Substituindo z por Sz na equagio (5.5)

A(B2)(Bz) — E(Bz) — E(Bz) + D =0,

tomando r = [z, temos
Arf — Er —EF+ D =0,

iii) homotetia: T'(z) = vz, - > 0. Substituindo z por vz na equagao (5.5)

A(yz)(7z) — E(vz) — E(72) + D =0,

fazendo s = ~yz, resulta
Ass— FEs—Es+ D =0.
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Observemos que nos trés itens acima, obtivemos equagdes do mesmo tipo da equagao (5.5)
€ com as mesmas caracteristicas, provando que a translagdo, a rotagdo e a homotetia levam reta
em reta e circunferéncia em circunferéncia.

Utilizando o mesmo processo, vamos analisar o que acontecerd com a Inversao

1 1
T'(z) = —. Substituindo z por — na equacao (5.5), obtemos
z 2

11 —1 1
A-=—-FE-—-E-+D=0,
z

ZZ z
multiplicando por 2z ambos os lados da equacao, resulta

A—FEz—Ez+ D2z =0,

ou seja,
Dzz—Ez—Ez+ A=0. (5.6)

Daqui, a equacdo (5.6) tem a mesma forma da equagao (5.5), considerando um cambio

nas varidveis A, £, E, D por D, E, E, A, nessa ordem. Logo,

1) Se a equacdo (5.5) determina uma circunferéncia que nao passa pela origem, ou seja,
z = 0 nfo é solucdo desta equacdo, entdo D # (0. Assim, a equacdo (5.6) determina

também uma circunferéncia que niio passa pela origem, ja que EE — AD > 0e A # 0.

2) Se a equacdo (5.5) determina uma circunferéncia que passa pela origem, ou seja, se D =

0, entdo em (5.6) obtemos uma reta que nao passa pela origem, pois A # 0.

3) Se a equag@o (5.5) determina uma reta que ndo passa pela origem, ou seja, se A = 0,

D #0e E # 0, entdo (5.6) determina uma circunferéncia que passa pela origem.

4) Finalmente, se a equagdo (5.5) determina uma reta que passa pela origem, isto &, se

A=D =0e FE # 0, aequacio (5.6) determina uma reta que passa pela origem.
As consequéncias apresentadas acima podem ser resumidas no quadro abaixo:

Quadro 1: Transformagéo de Mobius 1/z.

z 1/z
circunferéncia que ndo passa pela origem | circunferéncia que ndo passa pela origem
circunferéncia que passa pela origem reta que nao passa pela origem
reta que nao passa pela origem circunferéncia que passa pela origem
reta que passa pela origem reta que passa pela origem

Fonte: Arquivo pessoal.
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5.1 Pontos Fixos

O conceito de pontos fixos € extremamente importante para mostrar a existéncia de uma

Unica transformacgao de Mobius que aplica trés pontos dados em outros trés pontos dados.

Definicao 5.6. Seja f : C,, — C, uma aplica¢do. Dizemos que um ponto p do dominio de f

¢ um ponto fixo se f(p) = p.

Por defini¢do, os pontos fixos de uma transformacao de Mdobius 7' serdo as solugdes da

equacgdo
T(z)==z2
daqui,
az+b
= z
cz+d

az+b = c2+dz
>+ (d—a)z—b = 0.

e Caso em que ¢ # 0:
Na condi¢@o de ¢ # 0 temos uma equagdo quadratica, que no conjunto C,,, admitira duas
solugdes distintas ou uma solu¢do com multiplicidade dois. Assim, teremos no maximo

dois pontos fixos, da forma

(a—d) £ \/(d—a)2+4bc. 5.7)

2c

z =

Supondo 7" normalizada, isto €, ad — bc = 1. Logo, ad —bc = 1 <= bc =ad —1e

substituindo em (5.7) segue

(a—d)+£+/(d—a)?+4(ad — 1)
2c

(a —d) £ Vd? — 2ad + a2 + 4ad — 4
2c

(a —d) £ Vd?+2ad + a® — 4
2c

(a—d)E+/(a+d)?—4
2¢ .

a—d)

Cc

No caso particular onde a + d = +2 obtemos z =

como o Unico ponto fixo.
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e Caso em que c = 0:

No caso em que ¢ = 0 devemos observar as duas condicdes a seguir:

i) Sed # a: b
az
T(z) = 42

_az+b
T

dz=az+b

dz—az =15
b

TAd—a

b
dessa forma, z = . € um ponto fixo, e vale observar que, por (5.2), tem-se

T(00) = co. Assim, 0 oo € outro ponto fixo.

i) Sed = a:
T() = az;—b
T(z) = z+2,

que corresponde uma translagio. Daqui, 7'(c0) = oo, ou seja, oo € o tinico ponto fixo.

Nos casos de homotetia (dilatacdo ou contracdo) e rotagao, resulta que 7°(0) = 0 e

T'(00) = 0o, motivos pelos quais 7" tem como dominio e contradominio ao conjunto C.

Finalmente, no caso da inversao,

1
T = -
() = -
1
z = =
z
22 =1
z = =l

o que significa que —1 e 1 serdo seus pontos fixos.
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5.2 Razao Cruzada

A razdo cruzada € util para definirmos transformagdes de Mdbius que levam trés pontos

determinados 21, 25 € z3 em outros trés pontos determinados wy, wy € w3.

Definicao 5.7. O nimero complexo dado por

(2 — 21) ) (22 — 23)

2,21, 22, 23] = 5.8
[ y ~1y #2, 3] (Z—Zg> (22_21)7 ( )
¢ chamado de razao cruzada para z, 21, 29, 23 € C.
Observacao 5.8. i) Destacamos que a ordem dos nimeros complexos é extremamente im-
portante quando substituidos na Férmula (5.8).
i1) A extensdo da razdo cruzada em C,, € definida por
. . (z—2) (22— 23) R2 — 23
[00, 21, 29, 23] = lim [z, 21, 29, 23] = lim . = )
Z—00 Z—00 (2 — ,23) (22 — 2’1> Z9 — 21
Teorema 5.9. A razdo cruzada é invariante por uma Transformagdo de Mobius.
Demonstracao: A demonstracao desta proposicdo pode ser vista em [2], p. 70. O

Observacao 5.10. Seja z, 21, 29,23 € Ce f : C,, — C,, uma aplicacdo. Dizemos que f deixa

invariante a razao cruzada [z, z1, 29, 23], quando

f(2), [(z1), f(22), [(23)] = [2, 21, 22, 23].

Teorema 5.11. Dados trés pontos distintos em C,, z1, 2o, 23, € outros trés pontos distintos
em Co, wy,ws,ws, existe uma unica transformagcdo de Mobius T : C,, — C, tal que
T(z1) = w1, T(22) = wy e T(z3) = ws.

Demonstracao: A demonstragcdo desta proposi¢cao pode ser vista em [2], p. 72. O

Observacio 5.12. Adotando 7'(z) = w, a equagdo

(w—wi) (w2 —ws) _ (z—21) (22— 23)
(w—ws) (w2—w1) (2—2) (22—21)

(5.9)

define, implicitamente uma transforma¢do de Mobius 7', que mapeia os nimeros complexos

distintos z7, 29, 23 em wy, W, w3, distintos respectivamente.

Exemplo 5.13. Vamos determinar a transformagao de Mobius 7" tal que 7'(i) = 1,7(1) =i e
T(0) = —1.
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Resolucao:

Utilizando a notacdo da equacdo (5.9), temos:

Substituindo em (5.9) e efetuando o produto cruzado, obtemos w em funcdo de z.

(w—-1) (=(=1)) (=9 (-0

(w—(=1)) (-1  (:=0) (1-1i)

(wi+w—1i—1) (z —1)
(wi —w+1i—1) (2 — z1)

(witw—i—1)-(z—2z2i) = (wi—w+i—1)-(z—1)

wzi+wz—zi—z+wzr—wzi—z+21 = wz—wz+zi—z+wt+wi+1+1
2wz —22 = wri—wzHzi—z+wH+wr+1+1
2wz —wzi+wz—w—wi = 2i+z+14+1+2z2
Jwz —wzi—w—wi = zi+z+1+4+1

w@Bz—zi—1—1i) = zi+z+1+1
zit+z+ 141
3z—z1—1—1

2i+1)+i+1
2B3—i)—1—i

¢ a Unica transformacao de Mobius tal que:

G 4l 9

Ty = DL 2
i3—i)—1—4d 2i

py - Mt D HIai 2420 2420 242
= = = . =1
13—i)-1—i 2-2 2-2i 2+2i "
O(z+1 1+ 1+

poy= WA DFLFE 1vi
0B3—i)—1—1 —1—1i

Observacao 5.14. i) Para determinar a transformacao de Mobius através da equagao (5.9)

usando oo como um dos pontos do dominio ou contradominio, por exemplo, z; = 0o para
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algum ¢ = 1,2, 3, basta reescrever a equacgao (5.9) e calcular o limite quando o médulo

desse ponto z; tende para o co.

ii) Na prética, basta desconsiderar os fatores de (5.9) que contenham um ponto do dominio

ou contradominio igual a oc.

Exemplo 5.15. Vamos determinar a transformagéo de Mobius 7 tal que T'(oc0) = 1,7(1) = —1

e T(0) = oc.
Resolucao:
Temos:

(z —21)(22 — 21)

]“ z o0
e~ (2 — 23)(22 — 21)

= hmzl —00

ap )l )w
()

(z —23)

(w —wy)(wg — ws) =) <_ - 1)w3

1imUJ34)OO = lim'lU34)OO
( w
(— — 1) wg(’LUQ ’LUl)

= hmzl —00

w — ws)(wy — wy)
w3

(w — w) (w _ 1)
1; w3
= Mugoeo —7 e
(—3 — 1> (U)Q — wl)

|w3|2

(w —wy)

(wg —wy)

Dessa forma, obtemos a seguinte equacdo com w em fung¢ao de z,

(w—w1) _ (22— 2)

(wg —wy) (22— 23)
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Resolvendo essa equacdo, resulta

(w=-1) (1-0)

(—1-1)  (z—0)

—2+z
w = .
z

Portanto, a transformacao de Mdébius 7' € dada por

—2
T(Z) - ha Z?

z

resultando ser a unica transformag¢do de Mobius. Notemos que nessa transformacdo a = 1,
b=—-2,c=1,ed=0.

Conforme a defini¢do (5.2) temos que 7'(0c0) = g daqui
c
a
T — 21
(o) = %=1,
241

b 1
T(0) = 4> como d =0 temos que, 7(0) = oc.

A partir dessa introdu¢do que vimos sobre as transformagdes de Mobius, apresentaremos uma
aplicacdo, que relaciona essas transformagdes, com transformag¢des em uma esfera, e também
com projecOes na esfera e no plano complexo estendido. Dessa forma, pretendemos utilizar

grande parte dos estudos realizados nos capitulos anteriores.



Capitulo 6

Aplicacao: Transformacoes de Mobius e

Transformacoes na Esfera

Neste capitulo, apresentaremos uma aplicagdo relacionando as transformacdes de Mobius
e as transformacdes na esfera, para uma melhor visualizacdo utilizaremos o software GeoGebra.
Para o desenvolvimento deste capitulo usamos como base a referéncia [7].
O estudo dessa aplicagdao tem o objetivo de mostrar que dada uma transformacdo de
Mobius
T(z) = az + b7
cz+d

com a, b, c,d € C tais que ad — bc # 0, e uma esfera dada por

SQ = {(may7u) € RS : (l’ - ‘1'0)2 + (y - y0)2 + (u - u0)2 = T2> Uy > 0}7 (61)

para algum ponto (g, yo, ug) em R>.

Existe uma transformagdo M : R? — R? tal que
T(w) = (PRZ oMo PSQ)(U)),

onde Pge é a projecdo da superficie da esfera em R? no plano, e Ps: é a projecdo do

plano na superficie de uma esfera em R?, como vemos na figura abaixo.

65
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Figura 6.1

S2

Coo
M

0 Re

Fonte: Arquivo pessoal.

De acordo com o estudo que realizamos no Capitulo 3 quando deduzimos a projecao
estereogréfica, agora podemos considerar uma esfera centralizada em qualquer ponto e o plano
complexo estendido, e apresentar uma ‘“‘extensdo da projecdo estereogrifica”’conforme a se-

guinte defini¢do.

Defini¢do 6.1. Dada a esfera S?, definida em (6.1) e um ponto K = (xy, ys, 2x) € S* com

K # N, definimos a transformacao projecdo no plano complexo estendido como

Pr2 S? — C4
N — 0

(Th, Yy 26) > T+ iy

em que
. xp(z0 + 1) — T2k
n 20+ 7T — 2k
(6.2)
y = yr(20 + 1) — Yoz

2o+ T — 2k
Analogamente, podemos determinar a inversa da fun¢do Fs2 de acordo com a seguinte

definicdo.
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Figura 6.2: Projecdo no plano complexo estendido.

Fonte: Arquivo pessoal.

Defini¢do 6.2. Dada a esfera S?, definida em (6.1), definimos a transformacio projecdo na

superficie esférica de S* como

Py @ Cg — S?
o+ (To,Y0,20 +T)
a+ib — (x,y, 2)
em que
( 2r(zo + 1)
— + — o),
T I T Gy DR (R
2r(zo + 1)
- b .
< Yy Yo + (370 — CL)2 I (y() _ b)2 + (ZO + T)2( y0)7 (6 3)
2r(zo + 1)
= z+r-— +r).
T AT T - o o )

A composta das transformagdes definidas em (6.2) e (6.3) resulta na identidade e conse-

quentemente sdo transformacdes inversas. Dessa forma, paraw € C,, e K € S?, temos

(Pgz 0o Pe)(w) = w

(P2 0 Pe2)(K) = K.
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Figura 6.3: Projecdo na superficie esférica.

— - ===
- .
— :

Fonte: Arquivo pessoal.

Ou seja, se tomarmos a projecdo de K, no plano complexo estendido, obteremos o
ponto w em C.,. Se em seguida tomarmos a projecdo de w na superficie esférica obteremos o

ponto K,, em S%.

6.1 Movimentos da esfera

Estudaremos agora algumas transformacdes em R® que se relacionam com as
transformacdes de Mobius. Temos como objetivo mostrar que fixada uma transformacao de
Mobius T e uma esfera S? definida em (6.1), existe uma transformacdo M : S? C R3 — S? C
R3, tal que se w € C, T(w) = (Pgrz o M o Pg2)(w), ou seja, primeiramente encontramos
a proje¢do de w na superficie esférica de S? e posteriormente aplicamos a transformacdo M
em S?, gerando S?, e como passo final aplicamos a proje¢do da esfera S? no plano, obtendo
w' € Cy, de forma que v’ = T'(w).

Afim de exemplificar como € realizado esse processo, faremos uma andlise utilizando
duas transformacdes de Mobius elementares, translacdo e multiplicacdo por complexo. Se-
guindo a equagio (6.1) da esfera S?, consideremos, adequadamente, uma esfera de didmetro
unitério sobre o plano complexo estendido, de forma que seu polo sul seja a origem de R3.

Assim, a esfera S? estaré definida da seguinte forma

S? = {(z,y,2) € R*: 2% + 4% + (» — 0.5)% = 0.25}.
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Sejam w = a + ib = pe? € C — {0} e K = (z, yi, 21) € S?, resulta

a b 0
P —
SQ(w) (p2+17p2+17p2+1>

Tk . Yk
N 1—Zk+21—2k‘

Pr2 (K )

1) Andlise da transformagdo translagdo:
Considerando u = z¢+iyy € C e atransformagdes de Mobius que representa a translagao

T, : C, — C, dada por
T,(w) =w+u=(a+x9)+i(b+yo), paratodo w € C, e
Tu(00) = 0.

Por outro lado, seja My, : R?* — R3 definida por
Mz, (K) = (k + o, Yr + Yo, 2),

uma outra transformacio translacdo em R3. Se aplicarmos essa transformacdo em S?,

geramos uma nova esfera S2, transladada por u, isto é,
S? = My, (S?) = {(z,y,2) € R*: (x — 20)* + (y — v0)* + (2 — 0.5)* = 0.25}.

Provemos que: A transformacdo de translacdo pode ser escrita da seguinte forma
T.(w) = (P2 o My, o Ps2)(w).
Dadas as transformagdes, vamos determinar (Pgz o My, o Ps2)(w).

sz(w):( ¢ b~ >

PP+ pP+1 p2+1




6.1. MOVIMENTOS DA ESFERA 70

Figura 6.4: T,,(w) = (Pgz o My, o Ps2)(w).

Fonte: Arquivo pessoal.

Logo,
(PRz o MTu (¢] PS2)(’LU) = PR2 (MTu o sz)(w)
@ p* b p*
To— -
2l 0T e g T T e
= 2 +e 2
p p
L= 2 L= 2
pe+1 pe+1
a+ xop® + T — Top° b+ yop® + Yo — Yop’
B p?+1 . pP?+1
p?+1 p?+1

= (a+xop® + 29 — 20p?) + (b + Yop?® + Yo — Yop?)
= (a+z0) +i(b+ yo)
= T,(w).

Como queriamos provar.

1) Andlise da transformagdo multiplicagcdo por complexo:

Sejam 8 = pye'®, um nimero complexo fixo e My : Co, — C,, uma transformagio,
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definida por
M (w) = fw = ppoe’ ™+,
para todo w € C.

Por outro lado, seja My, : R3? — R?, uma transformacio, dada por
My, (K) = (4 cos 6y — yx sen Oy, sen Oy + y cos Oy, Z, + po — 1),

representando uma rotacao em tono do eixo-z e uma traslacao vertical. Ou seja, através
dessa transformac@o rotacionamos um ponto K € R? em torno do eixo-z por um angulo
0y e, logo, transladamos o resultado verticalmente por py — 1 unidades. Dessa forma, o

resultado de aplicar essa transformacio em S? € a esfera
S? = {(x,9,2) €R®: 2% + 4 + (2 — po + 0.5)% = 0.25}.

Provemos que: A transformac¢ao de multiplicacdo por complexo pode ser escrita da se-
guinte forma Mig(w) = (Pg2 0 My, o Ps2)(w).

Pot) = (5% o5 i )

p2+1’p2+1’p2+1

Sabemos que

logo,
acosbty —bsenby asenby -+ bcosb 1
My, 0 P = My, (P = — )
(Mie,0Pe) () = Wi, (Po(w) = (L0 tsento asenfo ooty T
Assim,
(PRQ OMMBOPSQ)(U)) = pRQ(MMBOP§2)(w)
a cos By — bsen b asen fy + bcos by
n 1 1
Po—(Po—p2+1) Po—(Po—p2+1)
acos By — bsen b, asenty + bcosb
1 1
p?+1 pr+1

= (acosby— bsenby)py + i(asen by + bcosby)po

= po(pcosfcosby — psenfsen by + ipcosbsen by+
ipsend cosby)

= {pleos(0o + 0)]}po + i{p[sen (6o + )]} po
ppolcos(6 + By) + isen (6 + 6p)]
ppoei@+oo)

= Mpg(w).
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Como querfamos provar.

6.2 Uma Analise da Transformacao de Mobius e a Esfera

Na Proposicao 5.3 mostramos que uma transformag¢do de Mobius 1" pode ser escrita
como combinag¢do de transformacdes elementares, tais como translagdo, rotacdo e inversao.
Assim, com o estudo que realizamos dos movimentos da esfera na se¢ao anterior, observamos
que podemos escolher uma esfera S? apropriada e uma transformagdo M : R?® — R3, que
também pode estar representada como combinacdo de transformacdes elementares, tais como

translagao e rotacdo, de forma que
T(w) = (Pgz o Mo Ps2)(w).

Como vimos anteriormente na Proposicdo 5.3, dada uma Transformacdo de Mobius

qualquer,

aw + b
T(w) = ot d (6.4)

com a,b,c,d € Cead— bc # 0, esta pode ser escrita como a composta de transformagdes de

Mobius, da seguinte forma:
T(’UJ) == T4 @) T3 o} T2 0] T1<w),

a
. T = - .
= w e Ty(w) C+w

A seguir, apresentaremos a técnica para replicar o comportamento de uma Transformagao
de Mobius 1" através de projecdes e movimentos de uma esfera. Considerando a transformacado

de Mobius definida em (6.4) e as seguintes equacdes

bc — ad

‘ a
. 0 .
— =Ty, —5— = poe'”® e — = x9 + iYys.
c c c
Seguiremos os seguintes passos:
Passo 1: Usar a esfera S? de diAmetro unitério, centrada em C' = (—x1, —y1,0.5).

Passo 2: Projetar w = a + ib na esfera S? através da proje¢io Ps:(w), gerando o ponto K, na

esfera.

Passo 3: Transladar a esfera S? em fung¢do do vetor v; = (x1,%;,0), gerando a esfera S? de
didmetro unitdrio, centralizada em C’ = (0, 0,0.5) e K/, o ponto transladado de K, € S?

em S?.
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Passo 4: Rotacionar em 7 rad a esfera S? em torno da reta ¢, dado a equagio vetorial
Xet: X=(0,0,05)+X(1,0,0), XeR,
obtendo K.

Passo 5: Rotacionar em 6, rad a esfera em torno do eixo-z e transladar verticalmente em fungao

do vetor vy = (0,0, pg — 1) obtendo K.
Passo 6: Transladar a esfera em fungdo do vetor v3 = (x2, 32, 0), obtendo K.

Passo 7: Utilizar a projecio P2 em K!!”, obtendo T'(w).
Exemplo 6.3. Dada uma transformacao de Mobius, definida por

w1
Tw) ===

Utilizando os passos detalhados acima, vamos determinar a transformacdo M e, em seguida,

vamos analisar como ela mapeia a reta n que passa por w; = 2 e wy = 3 [(1—3i)—+/—4 — 63].

Resolucao:

Comparando a transformagdo de Mdbius
com a equagdo (6.4), temos

Logo,

d bc — ad 5
- = —1 + 227 - 2a = ﬁel%’ g = _Z
C C C

Dessa forma, podemos aplicar o passo a passo descrito acima.

e Passo 1: Consideremos a esfera S? de diAmetro unitério e centrada em C' = (1, —2,0.5).

e Passo 2: Vamos projetar w; = 2 € C, na esfera S? para determinar as coordenadas do

ponto K, € S2. Utilizando a equacdo (6.3), obtemos.
2-0.5(0.540.5) 7

~ 1 2 1)="_
* TP (2 —0rtsto0spl Vg
2.0.5(0.5 + 0.5) 5
= 9 042)=—2
4 T 2—0p s r0ar T =Ty
2.0.5(0.5 + 0.5) 5
— 05405 0.5+ 0.5) = ~.
: * =27+ (—2—07+ (055052 2 H09) =5

7T 55
Assim, le = PgQ(’LUl) = <6, —g, 6)
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e Passo 3: Transladamos a esfera S? em fungéo do vetor v; = (—1,2,0), gerando a esfera

115
Si de didmetro unitdrio, centralizada em C’" = (0,0,0.5), K, = (6’ 3 6) € S

e Passo 4: Para fazer o processo de rotacionar em 7 rad a esfera Sf em torno da reta ¢, €

0 mesmo processo de rotacionar em 7 rad a esfera Sf em torno do eixo-z e, em seguida,

transladd-la verticalmente pelo vetor v = 2(0,0, 0.5). Dessa forma, obtemos a esfera Sz.

Primeiro apresentamos a matriz de rotacdo em 7 rad em torno do eixo-z:

1 0 0 1 0
R.(x)=10 cosm —senm | =|0 —1
0 senm cosmw 0 0 -1

115
A seguir determinamos a rota¢do do vetor K, = (6’ 3 6) :

1 0 3 3
5 5
O 0 -1 & —%

1 1

6 6

" 1 — 1

K,, —3 | T2 =] —3
5 1

-3 0.5 5

" 1 11 9
Portanto K, = 6 3% € S5. Analogamente, faremos 0 mesmo processo para

determinar C”, que é o centro da esfera S2.
2

Primeiro rotacionamos:

1 0 0 0
RA(CY=1]10 -1 0 |-|] 0 |= 0 )
0 0 -1 0.5 —0.5
logo, transladamos:
0 0
C"=1 0 |+2-] 0 |=
—0.5 0.5 0.5

Assim, podemos concluir que C' = C”.
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) om . .
e Passo 5: Vamos rotacionar em T rad a esfera S2 em torno do eixo-z e, em seguida,

translada-la verticalmente em fung@o do vetor vy = (0, 0, V2 — 1), obtendo a esfera S?,).

. . - T
Primeiro apresentamos a matriz rotacao do angulo T rad:

5m 5m V2 V2

cos>f —sen>; 0 vE MR

— Ay DT 5 — 2 V2

R%w (z2) = | sen Tocosd 0| = | =5 ¥

0 0 1 0 0
. . - " 1 11
A seguir determinamos a rota¢do do vetor K, = 536 :

V2 V2 1 _V2
2 2 6 12

0 0 1 % %

"o
K= | -

~[S &S

0

V21 V2 -3
5

,\/_——)683.

%|§| [N

V2
12’

Portanto K = ( —
6

Para encontrar C"”, ou seja, o centro da esfera S2, calculamos a soma
cC"=10 |+ 0 = 0
0.5 V2-1 v2-1

Assim temos, C"" = (O, 0,v2 — %)

e Passo 6: Transladamos a esfera S2 pelo vetor v3 = (0, —1,0), obtendo a esfera S3 e o

K;;';:(—@ ?—1,f—g).

127

Para encontrar C"”, o centro da esfera S?, calculamos

ponto

0 0 0
" = 0 +| -1 = ~1
V2 -3 0 V2 -3

Assim temos, C"" = (0, —1,v2 - %)
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e Passo 7: Utilizamos a equagio (6.2) para aplicar a projecdo Pr2 em K)" e C"”, obtendo

1 8.
T(wl) = P]R2(K,ZI1/) = —g — gl.

A seguir apresentaremos as ilustragdes referentes a técnica utilizada acima, na qual, re-
plicamos o comportamento da transformagéo 7'(w) através de proje¢des e movimentos

de uma esfera.

Figura 6.5: Passos 1, 2 e 3.

25

Fonte: Arquivo pessoal.

Figura 6.6: Passo 4.

Fonte: Arquivo pessoal.
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Figura 6.7: Passo 5.

Fonte: Arquivo pessoal.

Figura 6.8: Passos 6 e 7.

Fonte: Arquivo pessoal.
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Figura 6.9: Imagem da reta que passa pelos pontos w; € ws.

Fonte: Arquivo pessoal.

Observemos que ao realizarmos esse processo de 7 passos, a transformagdo 7" transforma

areta n em uma circunferéncia que passa por 7'(w; ), como vemos na Figura 6.9.



Capitulo 7
Consideracoes Finais

Com base no exposto nesta monografia sobre a Projecdo Estereografica e as
Transformagdes de Mobius, procuramos mostrar a relevancia e abrangéncia dessas temaéticas,
destacando suas principais propriedades e trazendo algumas aplicagdes.

Dessa forma, mostramos a importancia dos nimeros complexos no processo de trans-
ladar estereograficamente pontos de uma superficie esférica para um plano de projecao e vice-
versa, aqui esse plano € denominado plano complexo estendido.

Experimentamos a valiosa utilidade do software GeoGebra, para gerar algumas figuras
nas demonstracoes e também nas aplicacoes, visando tornar a compreensao mais acessivel ao
leitor, pois o software possibilita criar ilustragdes em 3D. Usamos também o software Adobe
Photoshop CS6, para mostrar a aplica¢do da projecdo estereografica na fotografia, explorando
os efeitos que essa técnica pode criar a partir de imagens panoramicas.

Por outro lado, conseguimos apresentar uma aplicacao das transformagdes de Mobius
e as transformacdes de uma esfera sobre um plano complexo, a partir das transformagdes ele-
mentares (translacdo, rotacdo e inversdo). Devido a importancia dessa aplicagdo, buscamos
detalhar cada passo tanto de forma escrita, quanto através de animagdes em 3D no GeoGebra.

Assim, buscamos analisar de forma introdutoéria as teorias e algumas aplicacdes que
consideramos relevantes, das Transformacdes de Mdbius e da projecdo estereografica. Acre-
ditamos que com esse trabalho, conseguimos, na medida do possivel, despertar a curiosidade
do leitor para buscar e explorar um pouco mais sobre esses assuntos, que trazem consigo uma
contribui¢do significativa tanto para a Matemdtica, como para a ciéncia de um modo geral.
Além disso, me proporcionou conhecimentos ndo vistos na graduacdo, permitindo acrescentar

novos conceitos matematicos a minha formacao.
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