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RESUMO

Este trabalho trata das integrais duplas com uma linguagem aprazivel para facil compreensao da
mesma na resolucdo de problemas. Através dela iremos realizar algumas aplicacdes utilizando
o calculo de area, volume, centro de massa, massa € momento de inércia. Desta maneira, € cru-
cial ter o entendimento da sua utilizacdo, seja na Matematica, na Fisica ou em outras ci€ncias.
Diante disso, temos o propdsito de resgatar, desenvolver e expor alguns conceitos essenciais
de integrais duplas em funcdes de duas varidveis reais por meio de interpretacdes algébricas,
geométricas e de problemas comuns para facil resolugio. A vista disso, o intuito desse trabalho
¢ mostrar a usualidade das integrais duplas e sua importancia na aplicacao dos calculos citados

anteriormente.

Palavras-chave: Integral Dupla. Integral Iterada. Teorema de Fubini. Aplicacao.



ABSTRACT

This work talks about double integrals with a pleasant language for easy understanding of it in
solving problems. Through it we will perform some applications using the calculation of area,
volume, center of mass, mass and moment of inertia. Thus, it is crucial to have an understanding
of its use, whether in mathematics, physics or other sciences. Therefore, we have the purpose of
rescuing, developing and exposing some essential concepts of double integrals in functions of
two real variables through algebraic, geometric interpretations and common problems for easy
resolution. In view of this, the purpose of this work is to show the usuality of double integrals
and their importance in the application of the calculations mentioned above.

Keywords: Double Integral. Iterated Integral. Fubini’s theorem. Application.
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Capitulo 1

Introducao

Segundo Eves (1994), as duvidas relacionadas com os conceitos de drea, comprimento
e volume nos relembra o tempo dos egipcios hd mais de 4000 anos, quando os problemas como
calculo de areas de campos e volumes de graos comecaram a ter importancia. No decorrer do
progresso historico da humanidade e também da matematica, inimeras barreiras foram sendo
ultrapassadas e com isso muitos conceitos foram concebidos, e uma delas foi a do Célculo Inte-
gral criada por Leibniz. Através dessa descoberta diversas ferramentas surgiram para contribuir
solucionando duvidas que até entdo nao haviam respostas.

A Integral Dupla é uma das ferramentas que surgiu a partir da expansdo dos conceitos
e propriedades das integrais simples, através dela alguns problemas geométricos foram resol-
vidos, por exemplo os problemas de drea e volume e tendo uma grande contribuicao na fisica,
possibilitando a solug¢ao de questdes envolvendo massa, centro de massa, momento da inércia e
muitos outros.

Este trabalho tem como objetivo geral auxiliar o piblico académico a ter um féacil enten-
dimento no estudo as integrais duplas, suas defini¢des, propriedades e aplicagdes, mostrando o
melhor meio para fazer uma interpretacao seja algébrica e/ou geométrica e sua importancia em
situacdes simples.

Deste modo, organizamos o trabalho, além da introduc¢@o e das consideracoes finais, em
dois capitulos. No capitulo 2, mostramos a revisdo de integral simples estendida para integral
dupla onde abordaremos a definicdo e suas propriedades, além de exibir a soma de Riemann,
as integrais iteradas e os cdlculos para resolucdo das integrais duplas. No terceiro capitulo,
veremos algumas aplica¢des das integrais duplas, usando as formulas de drea e volume com
fungdes de duas varidveis que ajudaram a resolver cdlculos de problemas como massa, centro

de massa, momento da inércia.
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Capitulo 2
Integrais Duplas

Neste capitulo, expandimos a no¢do da integral definida de uma fun¢do simples para
fungdes de duas varidveis. Na primeira secdo, iremos fazer uma revisdo rapida de integral
definida para funcdes de uma varidvel. Na segunda secao, iremos definir as Integrais Duplas e
destacaremos algumas propriedades, para um bom entendimento € preciso ter o conhecimento
de algumas definicdes tais como, a integral de Riemann, continuidade, limite ¢ o Teorema
Fundamental do Calculo. Para este estudo estamos utilizando como referéncia as obras de
Leithold (1994),Thomas (2009), Stewart (2007), Flemming (2007).

2.1 Revisao da Integral Definida

Iremos iniciar revisando a construcdo da integral definida f(f f(z)dx, de uma fungdo
f:I—R continua definida no intervalo I = [a,b] no conjunto R dos nimeros reais tais que f(z) >
0 para todo z € R. Agora, dividindo o intervalo [a,b] em n subintervalos escolhendo n — 1
pontos, digamos z1, Zs, ..., ,—1 entre a € b semelhantes a seguinte condi¢do a < ;1 < Ty <
... < Ty_1 < b. Para tornar a notag¢ao coerente, consideremos a = xg e b = x,,.

O conjunto P = =xg, 21, ...,z, € chamado particdo de [a,b]. A particio P define n

intervalos fechados:

[x07 ml]a [xla xQ]a ceey [xnfla xn]

O subintervalo fechado da forma [x,,_1, z,,] € chamado k-ésimo subintervalo de P. Para
cada 0 < k < n selecionamos um nimero @, no intervalo [zy_1, z).

Assim, formando a soma de Riemann:
S =" f(Qu)Ax,
k=1

no qual Axy = xp — xx_1 € o comprimento do k-ésimo subintervalo.

Se || P|| é a norma da parti¢do considerada (ou seja, o maior dos Axy,), entdo:

13
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b n
[ #arda = tm S rQu)an
a k=1

IPI—0 £

Figura 2.1: A soma de Riemann Z f(Qr)Axy é a soma das areas de retangulos.
k=1

a IQL:I b | | | IX

Fonte: Prépria autora.

2.2 Integral Dupla

Consideremos uma fungdo z = f(x,y) de duas varidveis reais definida numa regido
fechada e limitada R do plano xy, onde toda a regido R estd contida em uma regido retangular

D, como mostra a Figura 2.2.

Figura 2.2: Regiao fechada e limitada R.

[
Z

X

Fonte: http://www.dex.ufla.br/Ivana/integracaomultipla/dupla.htm.

Se tracarmos retas paralelas aos eixos coordenados x e y , iremos dividir D em sub-

regides retangulares, os quais ird delimitar os intervalos fechados de R = [a, b] X [c, d], reves-
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tindo R por pequenos retangulos. Essas sub-regides fechadas retangulares dentro da regidao R
constituirdo uma parti¢do interior chamada P de R. Essas parti¢cdes sao representadas por [y, €
enumeradas de R; a R,,. A diagonal com o maior comprimento de todas as Ry, é a norma || P||
da particdo. A A, é o simbolo usado para indicar a drea de Ry, ou seja, AA, = Az, Ay, éa
area do retangulo Rj. Na Figura 2.3 temos que, para cada k selecionamos um ponto arbitrario

(zr, yr) em Ry. Dessa maneira podemos definir as somas de Riemann.

Figura 2.3: Grade retangular particionando a regiao R.

ay | " &=—(5. 0

Pl =

- s
0 o b

Fonte: Stewart (2007, p.406).

Definicao 2.1. Seja f uma funcdo de duas varidveis definida em uma regido R, e seja P = R;,

uma particdo interior de R. Uma soma de Riemann de f para P é qualquer soma da forma
Z f(@n, ye) A Ay,
k

em que (xy,yy) € um ponto de Ry, e AAy é a drea de Ry. A somatdria se estende a todas as
sub-regioes Ry, Ry, ..., R, de P.

Se tragarmos mais retas paralelas aos eixos coordenados x e y, as dimensdes dos retangulos
tornam-se cada vez menores fazendo a diagonal maxima dos retangulos na regido R tender a
zero quando n tende ao infinito. Se f € continua em R, as somas de Riemann tendem a um
nimero real L quando || P||—0, independente dos intervalos (z, yi) escolhidos nas sub-regides

de Ry. Abaixo, iremos ver uma defini¢@o precisa de limite de somas de Riemann.

Definicao 2.2. Seja f uma funcdo de duas varidveis definida em uma regido R, e seja L um

niimero real. A aﬁi magdo,
I 1” 0 Ek f(xlwyk) k

significa que, para todo € > 0 existe um 6 > 0, tal que para toda particio P = Ry, para a qual

| P|| < 0, entdo

Zf(xkayk)AAk —L|<e
2

para toda escolha de (xy, yi.) em Ry,.
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Essa defini¢dao nos afirma que podemos tornar toda soma de Riemann tdo préxima de L
quanto quisermos, selecionando uma parti¢ao interior com norma || P|| pequena. Dessa maneira,

podemos definir a integral dupla de f.

Definicao 2.3. Uma funcdo f de duas varidveis serd dita integrdvel numa regido retangular
fechada R se f estiver definida em R e o nimero L existir. Esse niimero L serd chamado de

integral dupla de f em R, e escrevemos

Jim, X oma= [ fiaoia

Outras notagdes usadas para integral dupla de f em R sdo

//R f(x,y)dxdye//]%f(x,y)dydx.

O Teorema 1 exibe uma condi¢d@o suficiente para que uma funcdo f de duas varidveis

seja integravel.

Teorema 1. Se uma funcdo de duas varidveis for continua numa regido fechada R, entdo R

serd integrdvel em R

2.3 Interpretacao Geométrica

Suponhamos que, f seja continua e tenha-se z = f(z,y) > 0 em toda regido R. Indi-
quemos por U o grifico de f e por T o sélido localizado abaixo de U sobre R, como mostra
a Figura 2.4, e seja Py(xy, Yk, 0) um ponto na sub-regido Ry de uma parti¢do interior P de R.
Logo f(z, yx) serd a distincia do plano xy ao ponto Q) em U, acima de F.

O produto f(xy, yx)AAy representa o volume de um prisma reto de base retangular de
area A Aj. A soma do volume de todos os prismas € uma aproximagao do volume V de T. Como
esta aproximag@o melhora fazendo || P|| tender a zero, definimos V como limite de somas dos

nimeros f(xy, yr) AAy e aplicando a Defini¢do 2.1, temos:

Definicao 2.4. Seja f uma fungdo continua de duas varidveis tal que f(x,y) > 0 para todo

(x,y) em uma regid@o R. O volume V do sélido localizado entre o grdfico de z = f(x,y) e acima

deR é
V://Rf(x,y)dA.

2.3.1 Propriedades da Integral Dupla

Para mostrar as propriedades que seguem, estamos supondo que a fronteira da regidao
de integracdo R é formada por um nimero finito de arcos de curvas suaves e que as funcdes
f(z,y) e g(x,y) sdo continuas sobre a regido R. Dessa forma, temos a garantia da existéncia

das integrais duplas envolvidas.
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Figura 2.4: Regiao fechada.

f(x,v)

P %, %0
Fonte: Stewart (2007, p.406).

Proposicao 2.5. Sejam f e g funcoes continuas, entdo:

1) Muiltiplo constante: // cf(x,y)dA = c// f(z,y)dA (para todo c constante);
R R

II) Soma e diferenga: //R[f(x,y) + g(z,y)]dA = //Rf(:zc,y)dA:I://Rg(x,y)dA;
III) Dominagdo:
dA >0 0emR;
@ [[ aa)ia=0se fa) = 0em

o | / faepdaz [ /R 9(x,y)dA; se f(z,5) > (2,y) em R

1V) Aditividade: // flz,y)dA = / f(z,y)dA + / f(x,y)dA se R for a unido de
R Ry Ra

dois retangulos ndo sobrepostos Ry e Rs.

2.4 Integral Iterada

Determinar o valor da integral dupla em alguns casos a partir da Definicao 2.1 pode ser
muito complexo. Nesta secdo, veremos como expressar uma integral dupla por meio de duas
integrais sucessivas, onde cada uma envolve apenas uma varidvel independente. Dessa maneira,

veremos abaixo um teorema que serd util para o cdlculo de integrais duplas.

Definicao 2.6. Seja f uma funcdo continua
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b rga(z) b g2(x)
I)/ / f(w,y)dydwz/ /
g1(x a g1(z)
d ha(y)
II)// :Eydxdy—/ /
h1(y) ¢ h

1(y)

f(l’yy)dy] da;

f(z, y)da:] dy.

Iremos fazer uma integracdo parcial, primeiro em relacio a y (I), onde substituiremos
. - .

por ¢g1(x) e go(x) e depois integramos a expressdo resultante em x de a e b. Na definicéo

(IT), integramos primeiro em relacdo a x, onde x serd trocado por hi(y) e ho(y), integramos a
expressao resultante em relacdo ay de ce d

Exemplo 2.7. Encontre

2 2z
/ / (z° + 4y)dydz.
0 Jaz2

Solugdo: Usando a defini¢do 2.6 (I) a integral é igual a

/02 [/z}(:c?’ +4y)dy} dr = /02 [;1:3y 4 <y_2>:|1/2x

2 ’ zy 1
2 2 2
:/ [x3-2az+4(—x> —<x3~x2+4(x—) ]dx
0 2 2
2 2
= / (2;154 + 822 — 2;1:4) dr = / (83:2 — 935) dx
0 0

8% 281" [8.23 26
3 6 N
3
3 6 3
Exemplo 2.8. Encontre

2 y>
/ / 2ycosxdxdy.
1 Jg

Solugcdo: Usando a Definicdo 2.6 (II), temos que a integral é igual a
3 y? 3
/ / 2ycosxdx | dy = / 2y [senx] y% dy
1 z 1
3 ¢ 1 3
— / 2y (seny — —) dy = / (2yseny2 — y) dy
1 1
9 1
[ cosy® — y}y ; [(—6089 — 5) — (—cosl — —)]

2
—c0s9 + cosl — 4 = —2,5h.

Observagcdo: Ndo temos como prever que ordem de integracdo serd melhor. Se a ordem pela

qual escolher ndo funcionar, tente com a outra. As vezes, nenhuma ordem funciona e temos de
utilizar aproximagobes numéricas
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2.4.1 Teorema de Fubini

Teorema 2 (Primeira forma). Se f for continua no retangulo R = [(x,y) € R*> :a <z <be

c <y < dj, entdo

//Rf(a:,y)dA:/cd {/abf(x,y)dx} dy:/ab {/cdf(x,y)dy} d.

O Teorema 2 diz que as integrais duplas

/Cd {/abf(x,y)dx] dye/ab {/Cdf(:v,y)dy} dr.

sdo integrais iteradas ou integrais repetidas de f(x,y) sobre o retingulo R e nelas a ordem de

integracdo esta especificada. Por exemplo, na integral iterada

/a b [ / e y)dy} da

primeiro efetuamos uma integracdo parcial em relacdo a y, considerando = temporariamente
como constante. Apds substituir y pelos limites de integracdo c e d, integramos o resultado em
relacdo a z no intervalo a e b.

Observe que as integrais iteradas sdo solucionadas de dentro para fora.
Exemplo 2.9. Encontre o valor da integral / / ry*dA, onde R = [(z,y) € R?: 0 <z < 3e
0<y<2]. f
Solugdo:

Conforme o Teorema de Fubini, a integral dada é igual a

271 13 2 3
// ry*dA = / [/ xyzdx] dy = / y> [/ xd:c] dy
R o Lo , jo 0
27 2=
2 |2 9 5
=[ v 5| dy= / Sy dy
/0 |: 2 :|a:=0 0 2

9/2 ) 9|:y3:|y
— — y dy: — | =
2 Jo 23],

8337 879 5"
3{2} 3{2} 6

Observagdo: O exemplo das integrais iteradas serem iguais ndo é coincidéncia, pois se f é

continua, entdo as duas integrais iteradas serdo sempre iguais.



Capitulo 3
Aplicacoes das Integrais Duplas

Nesta secao, mostraremos algumas aplicacoes da integral dupla, seja para calcular as
areas e volumes de intimeras regides limitadas no plano, ou até mesmo para calcular massa,
centro de massa e momento da inércia na area da Fisica. Para isso faremos uso das obras de
Halliday (2016), Thomas (2009), Stewart (2007), Flemming (2007).

3.1 Area

Se tomamos f(x,y) = 1 na Defini¢do 2.1. da integral dupla sobre uma regido R e se R

¢ aregido R, (Figura 3.1), entdo, pelo Teorema 2 de integral iterada,

b rg2(x) b b
JLaa= [ [ vavte= [iar = e -awie oo
R a g1 (x a a

¢ igual a drea A de R. Dessa forma, vale de maneira andloga se R € uma regido R, (Figura 3.1),

d pha(y) d d
[[a= [ ] vty = [iar= [ -mwla 62
R c hi(y c c

Tal fato também ¢é evidente pela defini¢do de Integral Dupla, visto que se f(x,y) =
1 em toda a regido R, entdo a soma de Riemann da Defini¢do 2.1 é uma soma de areas de
retingulos em uma parti¢do interior P de R. No momento que a norma || P|| tende para zero,
esses retangulos cobrem mais e mais a regido R e o limite é andlogo a 4drea de R. Podemos usar
uma integral iterada para encontrar uma 4rea, tendo em consideracdo, como limite de somas
duplas de maneira semelhante ao caso de volume, como na definicdo 3.4 de volume como

limite de somas duplas, com f(z,y) = 1. Dessa forma, contamos com o seguinte resultado.

Definicao 3.1. A drea de uma regido R fechada e limitada é
b rg2(x)
A= lim Ay;Ax ://dA:// dydz.
||P||a02k: Ej: e L o S

20
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Figura 3.1: Tipo de regides ([2, ou I2,) de integracdo dupla.

0] T ¥ (i) AY

Regiao K, | Regiio K,

[ e o e

M= &z(-‘] x hz{_."-’)
R R
i x=Mh(y
" L y=gx) 1)
3 b .-J-C '_-,-r

Fonte: Swokowski (1994, p.466).

Exemplo 3.2. (Stewart, 2007) Calcule / / (x + 2y)dA, onde R é a regido limitada pelas
R
pardbolas y = 2x* ey = 1 + 2°.

Figura 3.2: Regido limitada pelas parabolas.

| £
| y=I+x1
120 { 0,2
'.I'x\
N \/
'|I \.\ } _|'r
'.II‘.' {
\R|| /. .2
LY y = ".l-ll o

/7

Fonte: Stewart (2007, p.437).

\
|.
1

Solucdo: Observamos que R, ilustrada na figura 3.2, é uma regido R,, e podemos
transcrever que
R={(x,y)| -1<z<1,22° <y <1+’

como a fronteira abaixo é y = 22 e a de cima é y = 1 + 22, e usando a equagio (3.1),
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temos:

/ /R (z+2y)dA — /_ 11 /2::x2(x+2y)dydx
- /_ 11 oy + o) do
= [ ) e - )

1
1
= / (=32* — 2+ 22% + o + 1)dx

—3x° =zt 223 22 w=1
— - T4

5 4 3 2 —
B 3 1+2+1+1 3 1 2 1 )
B 5 4 3 2 5 4 3 2
6 4
= ——4+—-42
5+3+
_ —18420+30
B 15
32
= —Uu.a.
15

Exemplo 3.3. (Thomas, 2007) Encontre a drea da regido R limitada pela y = 2* e pela reta
y=x+2.

Solugao: Se dividirmos R em regioes Ry e Ry, como mostra a figura 3.3(a), e usando a

Figura 3.3: Regido limitada pela pardbola e pela reta

(2.4)

PRV
— J J‘ 7 x lf"p'
wdl dyp=1

yp=Xx4l

R;

1 Ve 1o d

= WX aly

R .LJ\T ]
Ll ! * X

0 0
(a) ()

Fonte: Thomas (2007, p.420).

(-1, 1) (-1.1)
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propriedade da aditividade (2.5), podemos calcular a drea como

A = // dA+// dA
Rl RQ
1 /) 4 VY
= / / dxdy—i—/ / dxdy
0 —\/Zy) 1 Jy-2
1 s 4 s
— /0 [a:]z:_i’/gdy—ir/l [x]x;yfz dy
1 4
:‘/2V@@+/ﬁ¢§—y+mw
0 1
=1
[4\/y3 ’ VY3 P
3 3

2

4

+ + 2y

y=0

_ (2 + 0 8+ 8 2 1+2
- \3 3 3 2
B 4+16 2 1 )
3 3 3 2
18 1
= —4+--2
3 2
0 36+3—12
N 6
= gua
= Ju.

Por outro lado, invertendo a ordem de integrando em relacdo a y (figura 3.3 b), temos

2 42
A= / / dydzx.
-1 .1‘2

Esse segundo resultado, ird requerer apenas uma integragdo dupla de maneira simples. A drea

z

e

[\

A = / V=2 d
-1
2
= /(x+2—x2)dx
-1
z? Pl
N B
|:2 e 3:|x:—1

I
o O
\)
+
=~

|
w| oo
N——
|
N
N | —
|
LW =
N——
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3.2 Volume

Suponhamos que f(x,y) > 0 em toda regido R, ilustrada na Figura 3.1(i), e seja U o
grafico de f. T o sélido localizado sob U e sobre R e V o volume de T. Vejamos o plano que
é paralelo ao plano yz e intercepta o eixo z no (x,0,0), com a < x < b, e seja J o trago de U
nesse plano (ver figura 3.4). Este plano intercepta as fronteiras da regido y = ¢1(z) e y = ga()
em P (z,g1(z),0) e Py(x, g2(x),0).

Figura 3.4: Area de uma secdo transversa.

*!
I
I U
z=flx¥)
T
a < e —_—
fx R y
e - P.(x, 2,(x), 0)
’1‘ P|{,'x| HI{IJ.‘ 0}

Fonte: Thomas (2007, p.420).

Contudo, sabemos que a drea A(z) do plano zy é

g2(x)
Alx) = / Sy

Visto que, A(x) é a drea de uma secgdo transversa de T, podemos proceder de acordo para o

calculo do volume que é:

92(33
V= / x)dr = / / f(z,y)dydzx.
91(99

Definicao 3.4. Volume como limite de somas duplas:

_ ) Ay, Ay, = )dyd
v ||p1||rgozzfm’“% Vit = //(x (. y)dyds.

Exemplo 3.5. (Thomas, 2007) Encontre o volume do prisma cuja base é o tridngulo no plano xy
limitado pelo eixo x e pelas retas y = x e x = 1 e o topo estd no plano z = f(z,y) =3 —x—vy.

Solugdo: Veja a Figura 3.5. Para qualquer x entre O e 1, y pode variar de y = 0 a y = =.

y?1v="
V = // —xr—y dyda:—/ [By—xy——] dx
2 ],—0
2 2 372=1
:/ 3:15—3i dz = st =1.
0 2 2 N

Assim,
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Figura 3.5: Prisma com base triangular no plano xy.

{0, 0, 3)

z=fix, y)

j/’:r_t—.\—:l'

(1,0,2)

{1,1,1)

(1.0.0) / (1. 1.0)
R ’/ x|
%

y=x

Fonte: Thomas (2007, p.412).

3.3 Densidade e Massa

Stewart (2007), mostra como sao calculado momentos e centros de massa de placas finas
ou laminas de densidade constante, usando integrais de fungdes de uma variavel real. Neste
momento, com o auxilio das integrais duplas, podemos considerar as laminas com densidade
variavel.

Suponhamos que uma lamina seja colocada em uma regido D do plano zy cuja densi-
dade (em unidades de massa/unidade de area) no ponto (z,y) em D é dada por p(x,y), onde p
¢ uma funcdo continua sobre D e € definida por

_ Amy,
- ||Af%g|la0 AA’

p(z,y)

onde Amy e AAj determinam a massa e a area de um pequeno retangulo que contém (z,y) e
tomamos o limite quando as dimensdes de desse retangulo se aproximam de O (veja a Figura
3.6).

Para definir a massa total m dessa lamina, teremos que dividir o retangulo R contendo
D em sub-retingulos Ry, e considerando p(z,y) como O fora da regido D. Se usarmos um
ponto(z, yx) em Ry, entdo uma aproximacgdo da medida da massa do k-ésimo retdngulo é dada

por p(zk, yx ) A A, e a medida da massa total da Idmina é aproximada por
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Figura 3.6: Area de pequeno retingulo contendo (x,y).

¥

Fonte: Stewart (2007, p.450).

Figura 3.7: Divisao do retangulo R contendo D em sub-retangulos.

v (xzyve) PR

o

]
L

Fonte: Stewart (2007, p.450).

m = Z P( Tk, Y ) A A
k

Tomando o limite da soma acima, quando a norma ||A A|| tende a zero,e assim expres-

samos a medida da massa total por

m=[[ seaa= [[ pegysay

Exemplo 3.6. (Leithold, 1994) Uma lamina tem a forma de um tridngulo retangulo isosceles,
cujo os lados sdo iguais e de comprimento a. Calcule a massa, se a densidade de massa por
drea em um ponto P é diretamente proporcional ao quadrado da distancia de P ao vértice
oposto a hipotenusa.

Solugdo: Com o vértice na origem e a hipotenusa do retdngulo ao longo da reta v + y = a.
A figura 3.8 exibe também um retdngulo tipico Ry( de drea AAy) de uma particdo interior

com um ponto (T, yx) no retngulo. Por hipdtese, a densidade de massa por drea em (x,y) é
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Figura 3.8: Triangulo isésceles.

Rk

(%K, Yk}

Fonte: Leithold (1994, p.367).

p(z,y) = c(x?® + y?) para uma constante c. Logo, a massa é

m = // c(z® 4+ y*)dA
= // c(x® + y?)dydx
[t e
o/

3.4 Momentos e Centros de Massa

v*(a —x) +

Stewart (2007), define o momento de uma particula em torno de um eixo como o produto
de sua massa pela distancia ao eixo. Suponha que uma lamina ocupe uma regido e que tenha
p(x,y) como fun¢do densidade. Se dividirmos essa regido em sub-retdngulos como vimos
na figura 3.7, teremos que a massa de Ry é aproximadamente p(zy, yx)AAx, onde podemos

aproximar o momento R; com relagdo ao eixo x por

[p(zk, yr) AAL] Y.

A soma das medidas dos momentos de massa dos sub-retangulos em relagdo ao eixo z
€, entdo, aproximada pela soma desses sub-retangulos. A medida m, do momento de massa em

relacdo ao eixo x da lamina toda é dada por

= lim Tk, Yp) AA —// x
HAAk||—>OZykp ko Yk ) A A yp(z,y)d
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Da mesma forma, a medida m,, do momento em relag¢do ao eixo y € dada por

= 1 JAA
”Aﬁlﬁozxwm,yk k= //xpxy

O centro de massa (7, y) € definido de modo que mZ = m,, e my = m,. Na fisica, isso
significa que a lamina se comporta como se toda sua massa estivesse concentrada em seu centro

de massa. Dessa maneira, a 1amina permanece horizontal quando equilibrada em seu centro de

massa (veja a Figura 3.9).

Figura 3.9: Retangulo pequeno na regiao D

Fonte: Stewart (2007, p.451).

Definicao 3.7. As coordenadas (Z, %) do centro de massa de uma ldmina ocupando uma regido
sdo

L) s
m
:_//yvay
m R

m=//Rp(:v>y)dA

Exemplo 3.8. (Thomas, 2007) Seja uma ldmina com regido triangular limitada pelo eixo x e

pelas retas x = 1 e y = 2z no primeiro quadrante. A densidade da ldmina no ponto (x,y) é

e tendo fungdo densidade p(z,y)

Y|
||

onde a massa m é dada por

p(x,y) = 6x+6y+6. Encontre a massa da lamina, os primeiros momentos e o centro de massa

em relacdo aos eixos coordenados. Solugdo: Na figura 3.10 esbocamos a lamina e detalhes

Figura 3.10: Lamina de regido triangular.

X

[ 1

Fonte: Thomas (2007, p.422).
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suficientes para determinar os limites de integracdo para as integrais que temos de calcular. A

1 2z
m = / / p(z,y)dydx
0 0

1 2x
= / / (6x + 6y + 6)dydx
o Jo

1
= / [ny + 3% + 6y} zzix dz
0

massa da ldmina é

1
= / (242 + 122) dx
0

— [823 + 622" = 14.
|: Lfo

O primeiro momento em relagcdo ao eixo x é

1 2x
0 0

1 2x
= / / (6xy + 6y* + 6y)dydx
o Jo
1

= / [3353/2 + 2% + 3y2}zzzx dx
0

1
= / (282 + 122%) dx
0

- [T

O segundo momento em relagdo ao eixo y é

1 2x
m, = / / zp(z,y)dydx
o Jo

1 2x
= / / (62* + 62y + 61)dydz
0o Jo
1
= / [3ya:2 + 3xy? + 6xy} zjx dx
0

1
= / (24x4 + 123;2) dx
0

=1

= [6x4 + 4x3] i;o = 10.
As coordenadas do centro de massa sdo, portanto,

_ my 10 5

x — —_— — = —
m 14 7

e

B me 11

y — _
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1

Logo, o centro de massa da ldmina é o ponto (%, 1—}1) .

3.5 Carga

Se uma carga elétrica estiver distribuida sobre uma regido D e a densidade dessa carga

(em unidades de carga por drea) for dada por p(x, y) num ponto (z,y) em D, entdo a carga total

qé
/ / p(z,y)dzdy.
D

Exemplo 3.9. (Freire, 2014) Uma carga é distribuida sobre uma regido D pelo retdngulo
de vértices (3,2), (0,2), (3,0) e (0,0) de modo que a densidade da carga em um certo ponto
(x,y) seja p(x,y) = 2%y, medida em coulomb por metro quadrado. Determine a carga total.
Solugdo: Para calcular a carga total iremos precisar primeiro da representacdo da regido D
limitada por um retdngulo. Observe a Figura 3.11 Dessa maneira, temos que a regido D é dada

por

D=(z,y) eR?:0<2<3e0 <y <2

Figura 3.11: Regido retangular D com cargas puntiformes

(0.2 G.2) D

(0,0 (3.0)

Fonte: Freire (2014, p.38)
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e a carga total é

I
S

plx, y)drdy = / / w?ydady
D D
2 3 2 3
= / [/ nydx} dy:/ {y/ x2dx] dy
0 0 0 0
2 37x=3 2
- / {ya:] dy:/ 9ydy
2\ Yy=2
_ (%) s
2 =0

Logo, a carga total distribuida ao longo de D é de 18 coulombs.

3.6 Momento da Inércia

Também conhecido como segundo momento, o momento da inércia de uma particula
de massa m em torno de um eixo é definido como mr?2, onde r € a distancia da particula ao eixo.
Estendendo esse conceito a uma lamina com fungio densidade p(x,y) e ocupando uma regido
pelo mesmo processo que realizamos anteriormente para momentos simples. Dividindo a regido
em sub-retangulos, aproximamos o momento de inércia de cada sub-retangulo em torno do eixo
x e tomamos o limite da soma quando o ndmero de sub-retangulos aumenta indefinidamente.

O resultado € o momento de inércia da lamina em torno do eixo = definida por

= lim T, Yr) AA —// x
”AAkH%OZykp b Uk) A A vp(a,y)d

E da mesma forma, para o momento de inércia em torno do eixo y:

I, = lim xip(T, AA—//xx
HAAkII—>OZ P\ Tk, Yk k p(z,y)d

E também, considerando o momento de inércia em torno da origem, que pode ser chamado de
momento polar de inércia, temos:

To= Jlim SOl + et m)AA = [ [ @+ )olendd = 1+ 1,

AAg||—0
laA]—0 <

Exemplo 3.10. (Halliday) Seja uma ldmina contendo o formato da regido D : x> +y* < a® no
primeiro quadrante. Determine o momento de inércia I, e I, da ldmina D, se a densidade em

um ponto (x,y) da lamina é p(x,y) = xy.
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Solugdo: Determinando primeiro o momento I, temos

Iy

=l e— S —

Q
(=2}

IS}

[\)
=~

/ / y*p(x,y)dedy = / / zy’dydz
D

D
ol

N a N
/ zydy | do = / x / yvidy | dx
0 0 0

-Iy4 y:m 1 a
— de = - / (z° — 2a°2°) + a*xdw
. 1/,
L y_
2% 2a%z? N atx? "
6 4 2 )
6 2,4 4.2

Agora, determinando o momento I,

1

N = N C\ c\

=]

/I

D
ol

S|

R

| S]

[\
=~

22 p(x,y)drdy = // yx3dydx
D

VaZ—oZ a VaZoZ
/ ye3dy | de = / x> / ydy | dx
0 0 0

r..3,27y=VaZ—z? 1 [e
‘ y] dx:—/ (a*x® — 2°)dx
0

| S,
|
o| 8,
~_
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Capitulo 4
Consideracoes Finais

Neste trabalho, ficou claro que a integral dupla € essencial para diversas areas do co-
nhecimento. Ela proporcionou o avango e a evolugdo de varias ciéncias que necessitavam de
uma ferramenta eficaz para encontrar solugdes de problemas que até entdo continuavam sem
respostas.

Ficou visivel que o estudo das integrais duplas pode nos capacitar a expandir nossos
conhecimentos ndo apenas nha drea matemdtica, mas também em diversas dreas das ciéncias
exatas e tecnoldgicas. Sendo assim, a integral dupla ndo pode ser mais vista como uma fer-
ramenta de dificil entendimento, visto que mesmo com grau de complexidade, ela facilita em
algumas aplicagoes.

Almeja-se que este Trabalho de Conclusao de Curso tenha atingido os devidos objetivos
e propositos tragados no decorrer dos estudos realizados e que o mesmo possa futuramente

servir de referencial tedrico para o publico que desejar buscar conhecimento sobre este tema.
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