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RESUMO

O objetivo desta monografia ¢ trazer uma discussao sobre tabelas verdades como ferramentas
para validar proposi¢cdes compostas e também apresentar demonstracdes utilizando essas
ferramentas. Ao longo dos anos, a logica foi se desenvolvendo, se formalizando e assim
tornando-se uma linguagem precisa a qual conhecemos nos dias atuais. A logica formal
descrita por Aristoteles esta ligada como uma ferramenta que auxilia na analise de raciocinios
validos, ndo validos e também na tomada de decisdes a qual encadeia ideias para chegar a
conclusdes de maneira satisfatoria. Ela ¢ encontrada na Matematica (nas demonstragdes, nos
argumentos dedutivos, etc). No estudo da logica formal, também conhecida como logica
matematica, uma proposi¢do ¢ uma declaracdo afirmativa a qual se pode associar um valor
verdadeiro ou falso, mas ndo ambos. Assim, quando conectamos duas ou mais proposi¢gdes
utilizamos operadores 16gicos que sdo: ndo (~); e (A); ou (V); se, entdo (—); se, € somente
(<), para formar uma soé sentenga, com isso, ¢ utilizado a tabela verdade para ajudar a
organizar ¢ determinar se o resultado da proposi¢ao ¢ verdadeiro ou falso. Mostramos que ¢
possivel chegar a conclusdes verdadeiras utilizando a légica formal para provar
demosntragdes matematicas.

Palavras-chaves: Logica formal. Raciocinio Ldgico. Demonstragdes matematicas.
Tabelas-Verdades.



ABSTRACT

The objective of this monograph is to bring a discussion about truth tables as tools to validate
compound propositions and also to present demonstrations using these tools. Over time, logic
has been used over the years, formalizing itself and qualifying itself as a language today. A
logical tool described by Aristotle is reliable as a valid analysis and also what is a valid
decision in a decision in which the valid methodology is a choice for a valid decision. It is
found in mathematics (in statements, in deductive arguments, etc.). In the study of formal
logic, also known as mathematical logic, a proposition is an affirmative statement to which
one can assign either a true or a false value, but not both. Thus, when we connect two or more
propositions we use logical operators which are: no (~); and (A) ; or (V) ; if, then (=); if,
and only (<), to form a single sentence, with this, the truth table is used to help organize and
determine whether the result of the proposition is true or false. We show that it is possible to
reach true conclusions using formal logic to prove mathematical proofs.

Keywords: Formal logic. Logical Reasoning. Mathematical proofs. Truth-Tables.
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CAPITULO 1: INTRODUCAO

Na matematica, somos desafiados a todo instante a identificar se uma dada afirmagao ¢
verdadeira ou falsa. Esse desafio se estende também ao nosso cotidiano. Muitas vezes, a nossa
intuigdo nos leva a acreditar que certas afirmagdes (sentencgas) sdo verdadeiras, sem que
possamos verificar de forma precisa sua veracidade. E se nossa intui¢ao falhar? Diante disso,
ha a necessidade de nos apoiar em uma linguagem mais precisa e rigorosa que nos possibilite
garantir quando uma sentenca (seja ela matematica ou ndo) ¢ verdadeira ou falsa.

“Logica ¢ a ciéncia que estuda principios e métodos de inferéncia, tendo o objetivo
principal de determinar em que condig¢des certas “coisas” se seguem (sdo consequéncia), ou
nao, de outras” (MORTARI, 2001, p. 2). Portanto, a 16gica tem como papel principal analisar
sentencas sejam elas matematicas ou ndo, e, a partir de certas dedugdes, concluir se ¢
verdadeiro ou falso.

Na pratica, destaca-se a importancia da légica no que diz respeito, principalmente, a
organizacdo do pensamento com a finalidade de se chegar a uma conclusdo de uma
determinada problematica. Segundo (SOARES, 2004, p. 2): “o raciocinio ou argumentacao ¢
um tipo de operagdo do pensamento que consiste em encadear logicamente ideias para tirar
uma conclusdo”.

Dentre os diferentes tipos de logica, destacamos aqui no nosso trabalho a Logica
Cléssica (também conhecida como Légica Formal ou Logica Matematica), a qual possui os
seguintes principios: Principio da ndo-contradi¢do: uma proposicao ndo pode ser verdadeira e
falsa a0 mesmo tempo e o Principio do terceiro excluido: toda proposi¢ao ou ¢ verdadeira ou
¢ falsa. Dada uma argumentacao, verifica-se sempre uma dessas possibilidades e nunca uma
terceira.

De acordo com (IEZZI, 1977, p. 1-A) “chama-se de proposicdo ou sentenca toda
oragdo declarativa que pode ser classificada de verdadeira ou falsa”. Ele menciona ainda que
toda proposi¢do apresenta trés caracteristicas obrigatorias, sdo elas: como ¢ uma oragdo, tem
sujeito e predicado; ¢ declarativa e nunca exclamativa ¢ nem interrogativa e tem um, e
somente um, dos dois valores logicos: ou ¢ verdadeira (V) ou ¢ falsa (F). A seguir, vejam
alguns exemplos de proposicdes:

- A terra € plana;

- Seno (90°) = 0;

- O sol é azul.
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Dadas duas ou mais proposi¢des podemos relaciond-las através do que chamamos de
conectivos na teoria. Segundo (CUNHA, 2008, p. 19): “Conectivos sdo as palavras que
usamos para formar novas proposicdes a partir de outras. Os principais conectivos sao as

13 2 (13

palavras (ou termos): “e”; “ou”; “se, ... entdo”; e

13

. se, e somente se ...”. Em geral, um
conectivo liga duas ou mais proposi¢des. Vejamos alguns exemplos:

- O ntimero 10 € par e o nimero 7 € impar;

- Kaio tem uma bicicleta ou uma moto;

- Um triangulo ¢ retdngulo se, e somente se, ele possui um angulo de 90°.

Dessa forma, as proposi¢cdes e conectivos serdo elementos essenciais no estudo da
logica matematica.

Diante do que foi exposto, este trabalho visa apresentar a teoria da logica matematica
através da sua linguagem simbolica, dando énfase no uso de tabelas verdades como meio
facilitador na determinacdo de valores logicos. O trabalho tem como objetivo principal
responder a seguinte questdo norteadora: Como utilizar da linguagem simbolica para

compreender algumas formas de demonstragdes matematicas?
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CAPITULO 2: CONTEXTO HISTORICO SOBRE A LOGICA MATEMATICA

Nesse capitulo, apresentaremos um breve panorama historico sobre a ldégica como
parte da filosofia que estuda o pensamento (dedugdes, inducdes, hipoteses, inferéncias,
argumentos, etc.) e das operagdes intelectuais que validam afirmagdes ja existentes, também
vamos relacionar a teoria de légica como subarea da matematica que explora as aplica¢des da
logica para a matematica.

A historia da logica teve seu inicio na antiga Grécia com as concepgdes de alguns
filésofos, entre eles Socrates e Platdo. No entanto, foi somente no século IV que se obteve os
primeiros trabalhos escritos sobre a teoria de ldgica, os quais foram feitos por Aristoteles
(384-322 a. C.). Esses primeiros trabalhos sobre légica sdo conhecidos como Organon
(Conjunto dos escritos logicos de Aristoteles) que sdo caracterizados por um conjunto de 6

escritos sobre a arte de filosofar, a arte de exercitar a filosofia.

Figura 1- Aristoteles (384-322 a. C.)

Fonte: PORFiRIO

Aristoteles nasceu na cidade de Estagira, pertencente ao Império Macedonico, no ano
de 384 a.C., ¢ considerado um dos mais importantes filosofos da Grécia. O Estagirita deu
varias contribui¢cdes em diversas areas, dentre elas: a biologia, economia, filosofia, fisica e
outras. Mas foi no estudo relacionado a légica que ele se destacou, inclusive foi um dos
grandes percursores da teoria de 16gica matematica, escreveu alguns trabalhos relacionados a
ela e deixou um método preciso para entender o conhecimento formal (das formas) por meio

da linguagem.
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A logica proposta por Aristoteles ¢ fundamentada em trés principios: Principio da
Identidade, Principio da ndo-contradi¢do e Principio do terceiro excluido. Aristoteles também
criou a teoria do silogismo, o qual ¢ baseado em um raciocinio dedutivo, que ¢ a extragao de
uma conclusdo através de premissas anteriores. A ideia era expressar de maneira logica a
conexdo de proposigdes. E feito no processo de raciocinio ligar as partes ou conecta-las e
chegar a uma conclusdo que se da a partir das premissas apresentadas. As premissas sao
categorizadas em premissa maior, premissa menor € conclusao, onde as mesmas formam a
estrutura de um raciocinio. Lembrando que um silogismo sempre sai de premissas universais
para uma conclusao particular. Por exemplo:

Todas as mulheres sao mortais.

Daniela ¢ mulher.

Logo, Daniela ¢ mortal.

A premissa maior funciona como uma afirmac¢do geral que no caso ¢ “Todas as
mulheres sdo mortais”; a premissa menor serd uma afirmagdo especifica que ¢ “Daniela ¢é
mortal”, e a conclusdo ¢ a unido dessas premissas anteriores ‘“Logo, Daniela ¢ mortal”.

A légica Aristotélica interessa-se em organizar o pensamento para saber se a forma de
raciocinarmos esta sendo valida, se os nossos argumentos tém fundamentos l6gicos e se sdao
validos esses argumentos ou ndo. Porém, ela ndo se preocupa com a forma que o argumento
possui, mas sim com a estrutura desse argumento. Assim, podemos chegar at¢ mesmo a
erroneas conclusdes do ponto de vista do conteudo se seguirmos determinadas regras da
logica, entdo, podemos dizer que a preocupagdo da logica estd em organizar o pensamento e
ndo em dizer o que temos que pensar. Por exemplo, se o céu esta nublado, entdo vai chover.

A fim de tentar deixar a logica Aristotélica mais precisa e melhorada, alguns filésofos
contribuiram para o seu desenvolvimento. Essa colaboragao se tornou tao significativa que ¢ a
que conhecemos hoje. Dentre esses contribuintes estdo: Leibniz, George Boole, Augustus de
Morgan, Euler e outros. Veja quem foram eles e algumas de suas contribui¢des para a logica a
seguir:

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646- 1716) nasceu em Leipzig, Alemanha, em 1 de
julho de 1646. Filho de um professor de filosofia, Leibniz tornou-se 6rfao de pai aos 6 anos,
porém, isso ndo o impediu de ser um homem brilhante. Alguns anos se passaram e Leibniz
ingressou na Universidade de Leipzig, 14 cursou direito, apds terminar a faculdade ja queria
fazer seu doutorado, porém a Universidade ndo aceitou, pois era muito novo. Entdo, Leibniz
conseguiu ingressar na Universidade de Nuremberg, onde conseguiu adquirir seu doutorado.

Além de ser fildsofo, ele foi 16gico, matematico, jurista, fisico, historiador e diplomata.
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Figura 2- Leibniz (1646- 1716)

Fonte: METAETICASITE, 2017.

Leibniz usou em uma série de trabalhos o que chamou “calculus ratiotinator”, ou
“logica mathematica” ou “logistica”. Esses escritos nunca foram teorizados por Leibniz, pois
como sua ideia era fazer com que a matematica tivesse uma base logica, apresentou no seu

tempo uma tentativa de formalizar a 16gica, porém

[...] foi ignorada em sua época, fazendo com que sua discussdo e relevancia so
viessem a aparecer no século XIX, quando George Boole (1815-1864), em 1847, em
seu livio The Mathematical Analysis of Logic (Analise matematica da Ldgica)
trouxe novamente as discussdes sobre os fundamentos da Logica formal (CASAL,
2018, p. 21).

Assim, criar e defender a ideia do método que poderiam ser criada uma
“caracterizacdo universal” de simbolos que reduziria analiticamente todos os conceitos
primitivos a um pequeno numero de conceitos primitivos, hoje Leibniz é considerado o
fundador da moderna logica formal.

George Boole (1815-1864) nasceu em Lincoln, Reino Unido, no dia 2 de novembro de
1815. Filho de um dono de uma pequena loja de sapatos recebeu do pai as primeiras licdes de
matematica. Interessado por idiomas Boole estudou francés, alemao, italiano, latim e grego.
No ano de 1835, com 20 anos de idade abriu uma escola, 14 ele teria que ensinar matematica
com o nivel de boas escolas, entdo passou a estudar matematica. Assim, escreveu seu primeiro

trabalho de matematica, o qual era baseado nos estudos dos matematicos Laplace e Lagrange.

Figura 3- George Boole(1815-1864)
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Fonte: O'Connor, 2004.

O britanico Boole comegou a se tornar conhecido apds a publicagdo de um trabalho
sobre métodos algébricos para a solucdo de equagdes diferenciais na “Trasactions of the
Royal Society” (revista cientifica). Tornou-se amigo de Morgan e baseado em uma
controvérsia sobre logica que o fildésofo escocé€s Sir William Hamilton e D Morgan tinham
iniciado. Em 1847, com 32 anos, publicou o livro “A Analise Matematica da Légica”. Em

suma,

Boole defendia que o carater essencial da matematica reside em sua forma e ndo em
seu conteudo; a matematica ndo € (como alguns diciondrios ainda hoje afirmam)
simplesmente “a ciéncia das medidas e dos nimeros”, porém, mais amplamente,
qualquer estudo consistindo em simbolos juntamente com regras precisas para
operar com esses simbolos, regras essas sujeitas apenas a exigéncia de consisténcia
interna (EVES, 2011, p. 557).

Em 1854 publicou sua obra-prima: “A Investigation into the Laws of Thought”, que
significa “Uma Investigagdo das Leis do Pensamento”, a qual fundamenta a ldogica
matematica, estabelecendo ao mesmo tempo a ldgica formal e uma nova algebra, que foi de
grande importancia para o desenvolvimento da programagao de computadores.

Augustus de Morgan (1806-1871) nasceu em junho de 1806, em Madura, na
presidéncia de Madras. Seu pai, o coronel John De Morgan, foi empregado no servigo de
Companhia das Indias Orientais. Augustus de Morgan recebeu sua educagio em varias
escolas particulares, e antes da idade de quatorze anos tinha aprendido latim, grego e um
pouco de hebraico, além de adquirir muito conhecimento geral. Com isso, na idade de
dezesseis anos e meio, ele entrou para o Trinity College (Universidade), em Cambridge e

estudou matemadtica, em parte sob a tutela de George Airy Biddell.
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Figura 4- Augustus de Morgan (1806-1871)

-

Fonte: O'Connor, 2020.

Os feitos mais importantes de De Morgan foi o langamento das fundacdes de relagoes
e o preparo do caminho para o nascimento da logica simbdlica (ou matematica), além disso,

foi Morgan quem produziu as ‘Leis de De Morgan’; essas leis, deram
b 9

[...]Jcontinuidade ao trabalho de Boole na algebra de conjuntos, enunciando o
principio da dualidade da teoria dos conjuntos, do qual as chamadas leis de De
Morgan representam uma ilustragdo: Se A e B s@o subconjuntos de um dado
conjunto universo, entdo o complemento da unido de A com B ¢ a interse¢do dos
complementos de A e de B, e o complemento da interseccdo de A e B ¢ a unido dos
complementos de A e B ( em simbolos: (A U B =A'"NB'e(ANB)=A"UDB’
onde X' indica o complemento de X). (EVES, 2011, p. 558)

Augustus De Morgan tinha o mesmo pensamento de Boole a respeito da Matematica.
Para ambos a Matematica se constituia de “[...] um estudo abstrato de simbolos sujeitos a
conjuntos de operagdes simbdlicas” (EVES, 2011, p.558).

Outro importante matematico e cientista na jornada da ldgica matematica foi Euler
(1707-1783). Nascido em Basileia, Suica, no dia 15 de abril de 1707. Filho de Paul Euler,
ministro protestante ¢ Margaret Brucker, Euler foi educado por seu pai, o qual lhe ensinou os
primeiros conceitos da matematica. Aos 13 anos ja estava se preparando para cursar Teologia
na Universidade local de Basileia, influénciado por seus pais, embora ele ndo mostrasse tao
entusiasmado ou até mesmo ndo gostasse do curso. Em suas horas vagas, gostava de estudar
matematica. Incentivado pelo matematico Johann Bernoulli, que conseguiu convencer o pai
de Euler para que ele mudasse para a matematica, ele ingressou no curso de matematica e se

formou em 1726.
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Figura 5- Euler (1707-1783)

Fonte: MAESTROVIRTUALE

Com 27 anos foi acometido por uma febre que atingiu um de seus olhos e perdendo a
visdo desse olho. Algum tempo depois perdeu a visdo do outro olho. Em 1741, a convite de
Frederico II, Euler se mudou para Berlim e assumiu uma posi¢do como diretor do
Departamento de Matematica na Academia de Ciéncias da Prassia. No ano de 1760, comegou
a instruir a princesa Friederike Charlotte von Brandenburg-Schwedt, que na época tinha
apenas 15 anos, através de cartas. Essas cartas tinham contetidos variados sobre diversas
areas, como: Astronomia, Ciéncia, Filosofia, Fisica, Logica, Musica, e Teologia. Como alguns
conteudos eram bem complicados, ele comegou a utilizar desenhos, tabelas e esquemas
graficos, para facilitar na compressdo da princesa. Ao todo, foram mandadas 7 cartas para

ensinar conceitos de Ldgica a princesa.

A fim de ensinar sobre os processos validos de argumentagao, Euler propos o estudo
da Logica. Pela profundidade e complexidade do tema, Euler utilizou representagdes
visuais como um auxilio didatico para uma melhor compreensdo da natureza dos
objetos por meio da visdo. Euler comecou sua inserc¢ao didatica utilizando diagramas
para melhor elucidar os 4 tipos de proposi¢des categoricas [...] (CASAL, 2018, p.
18).

Dessa forma, por mais que diagramas ja tenham sido criados por outra pessoa, Euler
foi muito inovador quando desenvolveu um sistema de diagramas légicos intuitivos o qual

poderia ser mais pratico para apurar a validade de silogismos.
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CAPITULO 3: PROPOSICOES E OPERACOES LOGICAS

Este capitulo foi baseado nas seguintes referéncias: ALENCAR FILHO (2003), IEZZI
(1997), CUNHA (2008) e BISPO (2011). A seguir, serdo apresentados conceitos e exemplos
basicos da teoria de l6gica matematica, como por exemplo, proposi¢des simples, conectivos,
proposi¢des compostas e tabelassverdades. Comecamos com a definicao de proposicao.
Definicdo 3.1: Chamam-se proposi¢des ou sentencas toda ora¢do declarativa que pode ser
classificada de verdadeira ou falsa.

Podemos salientar também que toda proposicdo apresenta trés caracteristicas

obrigatorias, que sao:

L. Sendo oragdo, tem sujeito e predicado.

II. E declarativa (ndo é exclamativa e ndo ¢ interrogativa)

1. Tem um, e somente um, dos dois valores l6gicos: ou ¢ verdadeiro (V) ou ¢
falso (F).
Exemplo 3.2:

(a) Estude mais. (Nao ¢ uma proposi¢ao).

(b) O nlimero 1 ¢ um niimero finito.

(o) m> \/E

(d) Feliz aniversario! (Nao ¢ uma proposi¢ao).

(e) Cavalo ¢ um animal.

As proposi¢cdes sdao divididas em dois tipos: proposi¢oes simples ¢ proposicoes

compostas.
Definicao 3.3: Chama-se proposi¢ao simples ou proposi¢ao atdmica aquela que nao contém
nenhuma outra proposi¢do como parte integrante de si mesma. Ou seja, uma proposiciao
simples ¢ uma afirmacdo que declara algo sem o uso de conectivos (Veja a definicdo 3.6
abaixo). As proposi¢des simples serdo representadas por letras minusculas, por exemplo, p, g,
r.
Exemplo 3.4:

(a) p: Tiago ¢ estudante.

(b) q: Jodo ¢ careca.

(c) r: O sol é rosa.

(d) s: O niimero 15 ¢ primo.
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Defini¢do 3.5: Chama-se proposicio composta ou proposicdo molecular aquela formada
pela combinacao de duas ou mais proposigdes. Em outras palavras, sao aquelas que declaram
algo com o uso de conectivos.

Definicio 3.6: Chamam-se conectivos palavras que se usam para formar novas proposigdes a
partir de outras. Os principais tipos de conectivos logicos sdo: negagdo, conjung¢do, disjun¢ao,

condicional e bicondicional. A tabela seguinte mostra os simbolos que representam cada um.

Quadro 1 - Conectivos e simbolos

Conectivo Simbolo Lé-se
Negacdo ~0ou - nao
Conjung¢do A e
Disjuncao Y% ou
Condicional - se, entdo
Bicondicional o se, e somente se

Fonte: Compilagao do autor

As proposi¢des compostas, sdo representadas por letras maiusculas, por exemplo,
P(pl, [ pn), Q(ql, Qo qn), onde pi e qi sdo proposicdes simples.
Exemplo 3.7:
(a) P: Pedro ¢ cabeludo e Jodo ¢ careca.
(b) Q: Se Joado ¢é careca, entio ¢ infeliz.
(c) R: O triangulo ABC ¢ equilatero se, e somente se, ¢ equiangulo.
(d) S: Nao esta fazendo sol.
(e) T: Maria ¢ baixa ou Joana ¢ alta.
Nas proximas segOes, apresentaremos com mais detalhes cada um desses conectivos

logicos, que sdo importantes na compreensao da teoria.
3.1 Negaciao de uma Proposicao

Definicido 3.8: Chama-se nega¢do de uma proposi¢do p a proposi¢ao representada por “nao
p”, cujo valor logico ¢ verdadeiro (V) quando p € falsa, e falso (F) quando p ¢ verdadeira. A

3

proposicdo “ndo p” ¢é representada simbolicamente por “~p”. Utiliza-se ~1 ou ~ como
representacao simbolica da negacao.

Exemplo 3.9:
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(a) p: Existem infinitos nimeros primos.

~ p: Nao existem infinitos nimeros primos ou Existe um numero finito de primos.

(b) p: Para todos os valores de € >0, existe um valor > o0 tal que para todo x que satisfaz

|x — a| <9, entdo |f(x) — f(a)|<e.

~ p: Existe um valor de €>0, tal que para todo valor 6 >0 existe x que satisfaz

[x — a]| <9, com|f(x) — f(a)|= e.

Lembramos que, para cada proposicao, associamos um valor l6gico V ou F. Uma
forma eficaz de descrever todos os possiveis valores logicos de cada proposi¢dao ¢ usando a
tabela verdade. Ela ¢ uma ferramenta que facilita a verificacdo dos valores l6gicos de uma

proposicdo simples ou composta (No item 3.6 veremos mais sobre construgdo de

tabelas-verdades de proposi¢cdes compostas).

Quadro 2 - Tabela-verdade de negacao (~)

p ~D
\Y F
F \Y

Fonte: Compilagdo do autor

Ha também outras formas de construir a negagdo, antepondo expressdes como “nao ¢

verdade que” ou “¢é falso que” a proposi¢do que se deseja negar, Cunha (2008). Veja os

exemplos a seguir.

Exemplo 3.10:
(a) p: Todos os alunos da UFNT moram no Tocantins.
~ p: Nio é verdade que todos os alunos da UFNT moram no Tocantins ou E falso que
todos os alunos da UFNT moram no Tocantins.
(b) p: Todo nimero natural ¢ escrito como produto de nlimeros primos.

~ p: E falso que todo nimero natural ¢ escrito como produto de nimeros primos.

3.2 Conjuncao

Definicao 3.11: A conjun¢do de uma proposi¢do ¢ o resultado da combinagdo de duas
proposicdes simples ligadas pela palavra “e” que serd substituida pelo simbolo “A". Entdo,

dadas duas proposi¢des p € g, a proposicao “p e q” ¢ representada simbolicamente por p A q,
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e seu valor logico serd verdadeiro (V) se ambas as proposi¢des p e q forem verdadeiras e sera

falsa (F) se, pelo menos, uma das proposicdes for falso. Veja a seguir a tabela-verdade de

pAq

Quadro 3 - Tabela-verdade para a conjuncdo
p q pAq
Vv \Y \Y
\Y F F
F Vv F
F F F

Fonte: Compilagao do autor

Exemplo 3.12:
(a) p: 3 ¢é impar.
q: 3<4.
p A q: 3 ¢éimpar e 3<4.

Quadro 4 - Tabela-verdade para a conjuncao
p q pPAQq
\4 \4 \4
V F F
F \% F
F F F

Fonte: Compilagao do autor

Para p verdadeiro e q verdadeiro temos que “p A q” ¢ verdadeiro.
(b) p: Todo quadrado € um retangulo.
q: Todo nimero primo ¢ impar.

~ (p A q): E falso que todo retingulo ¢ um quadrado e todo niimero primo é impar.

Quadro 5 - Tabela-verdade para a conjuncdo

4 q pAq ~P AN
\Y% \% \% F
\ F F \%
F A F \%
F F F %

Fonte: Compilagdo do autor
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Para p falso e g falso temos que “p A q” ¢ falso , logo a negacdo de “p A q” ¢
verdadeiro.

Até agora exemplificamos tabelas-verdades apenas com duas proposi¢des p € g, no
entanto, podemos considerar trés ou mais proposi¢cdes simples. Ainda trabalhando com a
CONJUNCAO, veja o exemplo:

(c) p: O ano tem 11 meses.

q: Carlos ¢ professor.

r: Maiza foi ao cinema ontem a tarde.

(p A @) A r: 0 ano tem 11 meses e Carlos ¢ professor e Maiza foi ao cinema ontem a

tarde.

Quadro 6 - Tabela-verdade para a conjuncao

p q r A | @AQDAT
\Y \Y4 \4
A A F vV F
\ F vV F F
\Y4 F F F F
F Vv Vv F F
F Vv F F F
F F Vv F F
F F F F F

Fonte: Compilagdo do autor

3

Sabendo que a proposicao p ¢ falsa e considerando que g e r verdadeiras, temos que *
(p A @) A T ¢é falso.

Como dito anteriormente, na conjungao as proposi¢des sO serao verdadeiras se todas
elas tiverem o valor logico (V). Se, pelo menos, uma proposicao tiver valor l6gico (F) todos

serdo falsos.

3.3 Disjunc¢ao

Definicao 3.13: Chama-se disjungdo de duas proposicdes p € q a proposi¢do representada por
“p ou q@”, que é representada simbolicamente por "p V q", cujo valor légico ¢ a verdadeiro
(V) quando ao menos uma das proposi¢des p e q ¢ verdadeira e ¢ falso (F) quando as

proposigdes p € q sao ambas falsas. Veja a seguir a tabela-verdade de "p vV q":



25

Quadro 7 - Tabela-verdade para a Disjuncao
p q pVvyq
\Y A% A%
A% F A%
F A% A%
F F F

Fonte: Compilagdo do autor

Exemplos 3.14:

(a) p: O ser humano precisa de dgua para sobreviver
q:+/5¢éiguala 5

p V q: O ser humano precisa de dgua para sobreviver ou \/g ¢iguala 5

Quadro 8 - Tabela-verdade para a Disjuncdo
p q pVaq
\Y \Y A%
\% F \%
F A% \Y%
F F F

Fonte: Compilagdo do autor

Para p verdadeiro ou g falso temos que “p V q” ¢ verdadeiro.

(b) p: Todo niimero inteiro # 0 possui inverso.
q: A Terra ¢ plana.
r: Todo niimero natural ¢ inteiro.
(p V~ q) V r: Todo nimero inteiro # 0 possui inverso ou a Terra ndo é plana ou todo

namero natural é inteiro.
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Quadro 9 - Tabela-verdade para a Disjuncao
~q|pV~q| (pV~qQVr

o < << <
< < << <
o< << <] =
<|<|H|H|<|< T
<< HIH<]<]L]<
<< 7L <]€]IL]<

Fonte: Compilagdo do autor

(3

Para p verdadeiro, q falso e r verdadeiro, temos que ~ q ¢ verdadeiro, logo

(p V~ q) Vv r” ¢ verdadeiro.
(c) p: Todos os animais sao mamiferos.
q: O Heptagono tem 8 lados.

(~ p V~ q): Todos os animais ndo sdo mamiferos ou o Heptadgono ndo tem 8 lados.

Quadro 10 - Tabela-verdade para a Disjuncio

4 q | ~p| ~q | (~pV~q)
\% \% F F F
\% F F \% \%
F A % F %
F F \% \% \%

Fonte: Compilagao do autor

(13

Para p verdadeiro ou q verdadeiro temos que ~ p ¢ falso e ~ q ¢é falso, logo
(~ p v~ q)” é falso.

Observe que a tabela-verdade de (~ p V~ gq) do quadro 10, tem o mesmo valor
logico da tabela-verdade ~ (p A q) do quadro 5, portanto sdo equivalentes (<), conforme a
defini¢do a seguir.
Definicao 3.15: Dizemos que uma proposicao P ¢ equivalente (ou logicamente equivalente) a
uma proposi¢do @, e representaremos por P & @, quando, em suas tabelas-verdades, nao
ocorre VF nem FV em uma mesma linha. Equivalentemente, P < @ quando as

tabelas-verdades de P ¢ Q sdo idénticas.
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Em outras palavras, dizemos que duas proposi¢des sdo logicamente equivalentes

quando suas tabelas-verdades sao iguais.

3.4 Condicional
Definiciao 3.16: A condicional de duas proposi¢des p € q € a proposi¢do “se p, entdo q”, que
representaremos por “p — q”, cujo valor logico ¢ falso (F) quando p for verdadeira e q for

falsa e sera a verdadeiro (V) nos demais casos. Veja a seguir a tabela-verdade de “p — q”:

Quadro 11 - Tabela-verdade para a condicional

p q p—q
A% A% A%
A% F F
F A% A%
F F A%

Fonte: Compilagao do autor

[199%2)

Ha outras maneiras de se ler a condicional “p — q”, como “p” ¢ condigdo suficiente

¢ 9 ¢ 9 [Y99%2)

para “q” e também “q” ¢ condi¢do necessaria para “p”.
Exemplo 3.17:
(a) p: Kael ¢ médico.
q: Marcia € dentista.

~ (p = q): E falso que se Kael é médico, entdio, Marcia é dentista.

Quadro 12 - Tabela-verdade para a condicional

p q p—q ~®-q
\% \Y \Y% F
vV F F Vv
F Vv Y F
F F Y F

Fonte: Compilagao do autor

Para p verdadeiro e o g verdadeiro, p — q ¢ verdadeiro, porém, negar p — q significa

que “~ (p = q)” ¢ falso.
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(b) p: Estudo com Erica.
q: Aprendo logica.

(~ p = ~ q): Se ndo estudo com Erica, entdo nio aprendo logica.

Quadro 13 - Tabela-verdade para a condicional

p q ~p | ~q |(~p=>~q
\Y% \Y% F F A%
% F F % v
F \% \% F F
F F \Y% \Y% \Y%

Fonte: Compilagao do autor

Para p verdadeiro e o q verdadeiro, p = q ¢ verdadeiro, entdo ~ p ¢ falso e ~ q ¢

falso, portanto “(~ p — ~ q)” ¢ verdadeiro.

3.5 Bicondicional

Definicao 3.18: A bicondicional de duas proposicdes p € g € a proposicao “p se, € somente
se, q”, que representaremos por “p < q”, cujo valor logico ¢é verdadeiro (V) quando p e q tém
o mesmo valor l6gico, ou seja, se p e q sdo ambas verdadeiras, ou ambas falsas, e € falso (F)

nos demais casos, ou seja, quando os valores logicos de p € q sdo opostos. Veja a tabela a

seguir de “p & q’:

Quadro 14 - Tabela-verdade para a bicondicional

p q pe<q
\Y \% \%
\Y F F
F \% F
F F \Y

Fonte: Compilacdo do autor

Exemplo 3.19:
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(a) p: O futebol ¢ uma paixado brasileira.
q: Abola de futebol ¢ redonda.
(~ g < p): A bola de futebol ndo ¢ redonda se, e somente se, o futebol € uma paixao

brasileira.

Quadro 15 - Tabela-verdade para a bicondicional

% q ~q |[(~qep)
\Y% \Y% F F
% F \% \%
F \% F v
F F \Y% F

Fonte: Compilagao do autor

Para p verdadeiro e o q verdadeiro, temos que a nega¢ao da proposi¢do q ¢ falsa, logo

“(~ q < p)” éfalso.
(b) p:sen(m) # 0.
q: cos(2m) = 1.

(~ p © ~ q): sen(m) = 0 se, e somente se, cos(2m) # 1.

Quadro 16 - Tabela-verdade para a bicondicional

P qg | ~p | ~4q (~pe~q
Vv Vv F F %
N F F \ F
F \Y \Y F F
F F \% \Y% \Y%

Fonte: Compilagdo do autor

(13

Para p falso e g verdadeiro temos, ~ p ¢ verdadeiro e ~ q ¢ falso, logo
(~ p e ~ q)” éfalso.

Vimos que tabelas-verdades sdo eficazes para determinar valores logicos de
proposicdes simples e compostas. Na proxima se¢do, vamos ver com mais detalhes como

construir tabelas-verdades a partir de proposi¢des simples e operacdes logicas.
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3.6 Construcio de Tabela-verdade, Tautologia, Contradiciao e Contigéncia

A Tabela-verdade é uma representacio das regras da Algebra Booleana, a qual com
que conseguimos representar as proposi¢oes simples e compostas de tal modo a descobrir
todos os seus valores logicos possiveis. A partir de proposigdes simples e com uso de
conectivos  logicos podemos construir novas proposigdes. Como por exemplo:
pAN(~p—>~q),qeo~pAgq, (p—q)V~ q. A tabela-verdade ¢ utilizada em outras
aplicagdes, como por exemplo: na validagdo da argumentacdo, em demonstragdes
matematicas, em circuitos elétricos, linguagem dual da computagao, entre outras.

Para construir uma tabela-verdade, ¢ necessario levar em consideragdo que o numero

de linhas da tabela-verdade de uma proposicdo composta vai depender do namero das “n”

proposicdes simples que as integram. Dessa forma, € constituida de 2" linhas. Isso porque,
para cada proposi¢cdo simples, temos associado os valores logicos V e F, assim dada uma
proposi¢do composta por n proposigdes simples, P(pl, 8y pn), o nimero de atribuicao

de V e F a tais proposi¢des componentes corresponde a arranjos com repeti¢ao n a n dos dois

elementos V e F, ou seja, A, = 2",

Definicao 3.20: Quando todos os valores 16gicos de uma proposi¢dao ¢ sempre verdade (V)
chamamos de Tautologia, independentemente do valor logico das proposi¢cdes simples que a
compdem. Veja os exemplos a seguir:

Exemplo 3.21: “(p V~ p)”, construindo sua tabela-verdade, temos:

Quadro 17 - Tabela-verdade para a tautologia

p ~ D pV~p
\Y F A\
F \Y \

fonte: Compilagao do autor

Exemplo 3.22: “p — (g — p)”, construindo sua tabela-verdade, temos:

Quadro 18 - Tabela-verdade para a tautologia
G-p)| r2>@—>Dp)
A% \%

<] <=
| < <<
<| 7<
<| €<
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Fonte: Compilagdo do autor

Além de tautologia temos seu oposto que se chama Contradic¢ao, veja:
Definicao 3.23: Uma proposicao composta ¢ chamada de contradi¢do se, e somente se, o seu
valor logico for sempre falso (F), independentemente do valor logico das proposigdes simples
que a compdem. Dessa forma, temos os exemplos a seguir:

Exemplo 3.24: “(p A~ p)”, construindo sua tabela verdade, temos:

Quadro 19 - Tabela-verdade para a contradicdo

p ~Pp pA~p
\Y F F
F v F

Fonte: Compilagao do autor

Exemplo 3.25: “(p A q) N)”, construindo sua tabela-verdade, temos:

uadro 20 - Tabelaverdade para a contradi¢cdo

p q |~p| ~q|pAq|~pA~q @A A(~PA~Q)
vV | V| F F \Y% F F
v | F|F % F F F
F | V|V F F F F
F | F |V v F v F

Fonte: Compilagdo do autor

Outra coisa que ¢ muito comum em tabelas-verdades ¢ a contigécia, onde a mesma ¢
toda proposi¢ao composta que ndo ¢ nem contradi¢ao e nem tautologia.
Defini¢do 3.26: Chamamos uma proposicdo composta de contingente (ou contigéncia)
quando a ultima coluna de sua tabela-verdade aparece pelo menos uma vez V e F, ou seja, ela
¢ toda proposicdo composta que ndo ¢ tautologia nem contradicdo. Dessa forma, temos os
exemplos a seguir:

Exemplo 3.27: p — ~ p, construindo sua tabela-verdade, temos:

Quadro 21 - Tabela-verdade para a contingéncia
p ~Pp p—=>~PDp

\Y F F




A%

Fonte: Compilagdo do autor

Exemplo 3.28: (p — q) —(p V r) /A~ p. Construindo sua tabela-verdade:

Quadro 22 - Tabela-verdade para a contingéncia
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p q | r |~p|p=>q| pvr |@VN)~p|@>>@VI)A~p
v | v]vVv F \% \% F F
v | V| F F \% \% F F
v | F| vV F F v F %
v [ F| F F F % F %
F [v] V]|V \% \% \% %
F | V]| F % \% F F F
F F|lV |V \% \% \% %
F F | F \% % F F F

Fonte: Compilagdo do autor

Aproveitando a tabela verdade do quadro 22, temos que se quisermos saber o valor

logico de (p = q) — (p V 1) A\ ~p, para p verdadeiro, q falso e r falso, basta analisar a linha

em que se encontra esses valores na tabela, veja:

Quadro 23 - Tabela-verdade para a contingéncia

=
Q

<

~p|p>q|pVr

pvr)~p

P> Vr)A~p

<[T<]| <l <] <

<| | <| == = =

bl || <] <] <] <
|| <[ <= <] <

| <= <= <] =] <

<| <l <|<|=|=| | =
<| <l <|<|=T| <] <

F

F

m| < | <<l <] =] =

Fonte: Compilagao do autor

Portanto, para p verdadeiro, q falso e r falso, temos que “(p = q) — (p V1) /\ ~p” é

verdadeiro.
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CAPITULO 4: LINGUAGENS SIMBOLICAS DA LOGICA EM DEMONSTRACOES
MATEMATICAS

O capitulo 4 nos fornece ferramentas suficientes para a resolucdo de varios problemas
matematicos interessantes a partir da linguagem simbolica da logica de Boole. O intuito deste
capitulo ¢ abordar problemas matematicos, problemas gerais, na visao da logica, identificando
os elementos principais da logica em dada uma sentenga, destaca-los, fazer as operagdes
logicas possiveis e pertinentes para obtermos a resolucdo completa do problema em questao.

No problema a seguir, utilizaremos o método de demonstracao direta, ou seja, através
de combinagdo logica dos axiomas, defini¢des e teoremas ja existentes.

Problema 1: Demonstre que se m e n sdo numeros pares, entdo m + n € par.

Solucio: Vamos utilizar a condicional (=), onde p = g, considerando p: m e n sdo nimeros
pares ¢ q¢: m + n ¢ par. Por hipdtese, considere m = 2k e n = 2l para alguns k,l € Z.
Logom + n = 2k + 21l = 2(k + ). Portanto, m + n ¢ par.

Construindo a tabela-verdade: p: m e n sdo numeros pares € g: m + n € par.

Quadro 24 - Tabela verdade do problema 1

p ~Pp ~q p—q p—=>~q | ~pP—(q
\% F F \4 F \%
A% F v F \Y \Y
F \% F \Y \Y \Y
A% \Y \Y \Y F

Fonte: Compilagao do autor

Como consideramos a proposi¢do p verdadeira e provamos que q ¢ verdadeira,
concluimos que p = q ¢ verdadeira.

Nos problemas 2 e 3, resolveremos as demonstragdes utilizandoutilizando o método
de demonstragdo contrapositiva, que consiste p - q & ~ q = ~ p. A contrapositiva ¢
equivalente a proposicdo original e ¢ utilizada sempre que for mais facil demonstrar a
contrapositiva do que a implicagdo original.

Problema 2: Prove que se o quadrado de um niimero ¢ par, entdo esse nimero sera par.
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Solu¢do: Considerando p:x* é par e q: x ¢ par, utilizando a contrapositiva para provar,
podemos dizer que p = q ou de forma equivalente ~ g= ~ p, nesse caso, ~ p: x> é impar e
~ @q: x ¢ impar.

De fato, ~ g= ~ p, pois, tomando x = 2n + 1 (defini¢do de numeros impares)
¥ =0Cn+1)?=>x2=4n+2n+1=>x* =202n* + 2n) + 1.

Construindo a tabela-verdade: p:x? é par e q: x ¢ par

Quadro 25 - Tabela-verdade do problema 2

p q ~Dp ~q p—q ~q—~p
\% \% F F \Y \%
A% F F \Y F F
F A% A% F v A%
F F \4 \4 \4 \4

Fonte: Compilagao do autor

Como consideramos ~ q verdadeira, provamos que ~ p ¢ verdadeira. Concluimos que

~ q = ~ p ¢ verdadeira.

Problema 3: Sejam a, b duas retas no plano. Se a || b, entdo b || a.
Solucao: Considere as proposi¢des p: a || b e q:b || a. Queremos mostrar que p — g, pelo
quadro 11, sabemos que p — q ¢ falsa quando p ¢ verdadeira e q ¢ falsa. Mas, dizer que q ¢
falso ¢ afirmar que ~ q ¢ verdadeira, e assim, ~ q: b ndo ¢ paralelo a a. Sabemos que duas
retas ndo sdo paralelas se existe algum ponto em comum.

Tome a proposi¢do q": bNa # @.

~ q ¢ verdadeira & q' ¢ verdadeira ()

Assim, se ~ q ¢ verdadeiro, concluimos que q' ¢ verdadeiro.

Veja que q": bNa # @, é o mesmo que q": aNb # @. Entdo, concluimos que a ndo é
paralelo a b. O que contradiz a nossa hipotese. Portanto, ~ g implica em ~ p, como
queriamos demonstrar.

Construindo a tabela-verdade, onde p: a || be qg:b || a.

Quadro 26 - Tabela-verdade do problema 3
p q ~D ~q|pP—(q ~q-o~p
A% V F F A% A%
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v F F \Y F F
F \% A% F
F F \4 \4

Fonte: Compilagdo do autor

Como supomos que ~ q ¢ verdadeira, provamos que ~ p ¢ verdadeira. Concluimos
que ~ q = ~ p ¢ verdadeira.

O proximo problema ¢ um resultado classico da teoria de nimeros primos. Uma das
formas de resolver o problema ¢ usando a prova por contradi¢ao (ou reducao ao absurdo) que
consiste em mostrar que a falsidade da afirmacdo (negar a tese) e chega-se a uma contradi¢ao
ou um absurdo. Em seguida apresentaremos uma outra forma de demonstrar utilizando a
tabela-verdade.

Problema 4: Existem infinitos nimeros primos.
Solucio: Considere a proposi¢do p: Existem infinitos nimeros primos. Veja que negar p ¢é
dizer que a proposicado ~ p: 3 um numero finito de primos ¢ verdadeira. Vamos partir da

negacao de p. Tome o conjunto finito de numeros primos, digamos {pl. PP, + 13}, p,> 1
com € {1, 2,..,n}. Considere o niimero PP, PyP + 1 e a proposic¢ao g: P, P,P + 1
ndo ¢ um numero primo. Se q ¢ verdadeira, entdop Py Pyt 1¢ um niimero composto,

ou seja, pelo T.F.A (Teorema Fundamental da Aritmética) este nimero ¢ produto dos numeros

primos €{1,2,..,n}, ou seja, PP,y PyP, + 1= pi.ké multiplo de algum dos P,
i = 1,2,.,n E assim, o nimero 1 também serd um multiplo de P, O que ¢ um absurdo,

porque o numero 1 ndo ¢ composto. Logo, ~ p ndo pode ser verdadeira, o que implica que p
¢ verdadeira.

Construindo sua tabela-verdade:

Quadro 27 - Tabela-verdade do problema 4

p q ~P|l ~q ~pP—q
\Y \Y F
\% F F A"




F F v v F

Fonte: Compilagdo do autor

Como estamos supondo ~ p verdadeira e q verdadeira, concluimos que ~ p — q ¢

verdadeira, chegando num absurdo.
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CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho apresentamos um breve panorama histérico da logica cléssica
(aristotélica ou légica matematica) desde os primordios, a fim de mostrar que a logica é
resultado de grandes transformagdes e investigagdes com relagdo as ordens do pensamento
feitas por filésofos. Lembrando que a légica Aristotélica ndo foi substituida pela 16gica
simbdlica mas sim aperfeicoada. Apresentamos também que uma proposicdo (declaracao) ¢
falsa ou verdadeira, ndo sendo as duas a0 mesmo tempo, isso parte do principio do terceiro
excluido, no mais, a qualquer expressao a qual ndo conseguimos atribuir um valor légico nao
podemos chamar de proposi¢do. A ldgica tem grande importancia para o desempenho do
individuo, pois possibilita um caminho de interpretacdes que facilita a compreensio para um
raciocinio logico, além de ser uma linguagem usada regularmente pela Matematica onde a sua
linguagem simbodlica demonstra afirmagdes sem ambiguidades. Com isso, nosso intuito foi
mostrar que se fizermos o uso de operadores 16gicos juntamente com tabelas-verdades como
ferramenta para provar demonstragdes matematicas também podemos chegar a resultados

satisfatorios.

Para que haja efetividade de algum fato em Matematica que possa ser verificado nao
usamos experimentacdoes e sim demonstragdes, com isso 0s encadeamentos logicos e
coeréncia de determinados argumentos que precisam ser validos para de fato concluir algo
veridico. O uso de tabela-verdade ¢ uma forma de entender esse processo e conseguir fazer a
prova. E importante salientar que os tipos de demonstra¢des apresentadas neste trabalho néo
sd0 as Unicas existentes, por isso, caso haja alguma curiosidade em se aprofundar ¢ necessario
fazer uma pesquisa mais detalhada. Desta maneira, a pesquisa mostrou que h4 outras formas
de demonstrar, da qual escolhemos a linguagem simbolica para compreender algumas dessas

formas para provar demonstragdes.

Considerando a proposta deste trabalho, concluo dizendo que ainda ha muito a ser
explorado e aperfeicoado, pois a multiplicidade da linguagem légica, seja ela matematica ou
ndo, ¢ imensa. Dessa maneira, podemos ressaltar que o conhecimento das diversas técnicas ou
maneiras de demonstrar resultados matematicos tem grande importancia para o conhecimento

de um raciocinio estruturado e coerente.
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