UNIVERSIDADE FEDERAL DO TOCANTINS

CAMPUS UNIVERSITARIO DR. SERGIO JACINTHO
LEONOR

CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

ISIS COSTA DE PAULA E SOUZA

O TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS

Arraias, TO
2022



Isis Costa de Paula e Souza

O Teorema de Perron-Frobenius

Monografia avaliada e apresentada a UFT —
Universidade Federal do Tocantins — Cam-
pus Universitario Dr. Sérgio Jacintho Leonor,
curso de Licenciatura em Matematica para
obtencao do titulo de licenciada em Mate-
matica e aprovada em sua forma final pela
Orientadora e pela Banca Examinadora.

Orientador: Prof. Dr. Elis Gardel da Costa
Mesquita

Arraias, TO
2022



Dados Internacionais de Cataloga¢io na Publica¢iao (CIP)
Sistema de Bibliotecas da Universidade Federal do Tocantins

S729t  Souza, Isis Costa de Paulae .

O Teorema de Perron-Frobenius. / Isis Costa de Paula e Souza. — Arraias,
TO, 2022.

421

Monografia Graduagao - Universidade Federal do Tocantins — Campus
Universitario de Arraias - Curso de Matematica, 2022.

Orientador: Elis Gardel da Costa Mesquita

1. Teorema de Perron-Frobenius. 2. Matriz. 3. Autovalor. 4. Autovetor. L.
Titulo

CDD 510

TODOS OS DIREITOS RESERVADOS — A reprodugao total ou parcial, de qualquer
forma ou por qualquer meio deste documento ¢ autorizado desde que citada a fonte.
A violagao dos direitos do autor (Lein® 9.610/98) ¢ crime estabelecido pelo artigo 184
do Codigo Penal.

Elaborado pelo sistema de geracio automatica de ficha catalografica da UFT com os
dados fornecidos pelo(a) autor(a).



ISIS COSTA DE PAULA E SOUZA

O TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS

Monografia apresentada 8 UFT — Universidade Federal
do Tocantins — Campus Universitario Prof Dr. Sérgio
Jacintho Leonor, Curso de Licenciatura em Matematica
foi avaliado para a obtencao do titulo de Licenciado em
Matematica, e aprovada em sua forma final pelo
Orientador e pela Banca Examinadora.

Data de aprovagao 28 / 06 / 2022

Banca Examinadora

Documento assinade digitalmente

\gb ELIS GARDEL DA COSTA MESQUITA
g Data: 30/06/ 2022 20:10:38-0300

Verifique em https:/ /verificador.iti.br

Prof. Dr. Elis Gardel da Costa Mesquita, UFT

Orientador

Documento assinade digitalmente

Vb EUDES ANTONIC DA COSTA
g » Data: 30/06/2022 20:50:43-0300

erifigue em https://verificador.iti.br

Prof. Dr. Eudes Antonio da Costa, UFT

Examinadora 1

Documents assinade digitalmente

Eb Fernando Soares de Carvalho
Data: 30/05/2022 23:06:58-0300

Verifigue em https:/ fverificador.iti.br

Prof. Dr. Fernando Soares de Carvalho, UFT

Examinador 2



RESUMO

Este trabalho teve como objetivo estudar o espectro de uma determinada classe de matrizes.
Mais especificamente, apresentamos uma demonstragao detalhada do teorema de Perron-
Frobenius no contexto desta classe de matrizes, seguindo o método desenvolvido por
Weilandt. Esta é uma pesquisa que tem como metodologia a revisao bibliografica. O
teorema de Perron foi enunciado e demonstrado em 1907, o qual garante a existéncia de
autovalor maximal e autovetor associado estritamente positivo, para a classe das matrizes
quadradas com entradas positivas. Em 1912, Frobenius ampliou este resultado a classe das
matrizes nao negativas e irredutiveis. A forma classica do teorema é apresentada em trés
partes, as quais afirmam a existéncia de um valor préprio maximal r, a existéncia de um
vetor préprio v com todas entradas positivas associado a r e a influéncia da variacao das
entradas de A sobre a variacao de r. Além da teoria desenvolvida apresentar resultados
interessantes, este teorema se faz muito importante em diversas aplicagoes em areas tais

como economia, demografia, fisica, probabilidade, entre outras.

Palavras-chaves: Teorema de Perron-Frobenius. Matriz. Autovalor. Autovetor.



ABSTRACT

This work aimed to study the spectrum of a certain class of matrices. More specifically,
we present a detailed proof of the Perron-Frobenius theorem in the context of this class of
matrices, following the method developed by Weilandt. This is a research that has as its
methodology the bibliographic review. Perron’s theorem was stated and proved in 1907,
which guarantees the existence of a maximal eigenvalue and a strictly positive associated
eigenvector, for the class of square matrices with positive entries. In 1912, Frobenius
extended this result to the class of non-negative and irreducible matrices. The classical
form of the theorem is presented in three which state the existence of a maximal eigenvalue
r, the existence of an eigenvector v with all positive entries associated with r and the
influence of the variation of A on the variation of r. In addition to the developed theory
presenting interesting results, this theorem is very important in several applications in

areas such as economics, demography, physics, probability, among others.

Keywords: Perron-Frobenius Theorem. Matrices. Eigenvalue. Eigenvector.



LISTA DE SIMBOLOS

a.C. Antes de Cristo
> Maior ou igual
< Menor ou igual
> Maior que

< Menor que

= Igual

+ Diferente

v Para todo

€ Pertence

> Somatorio

{z,y,---,z} Conjunto

| (x1,---,2p) | Vetor cujas entradas sao os valores absolutos (|z1|,---,|zy]|)
x; Entradas ou coordenadas que compoem o vetor x
| ¢ | Valor absoluto de t

min Minimo de uma fungao ou conjunto

max Maximo de uma funcao ou conjunto

Apxn Matriz A de ordem m xn

a;j Entradas da matriz A

det(A) Determinante da Matriz A

o(A) Espectro de A

p(A) Raio espectral de A

fa Funcao de Collatz-Wielandt referente a matriz A

R Conjunto dos nimeros Reais



C Conjunto dos nimeros Complexos
P Conjunto dos niimeros reais nao negativos

E" Vetores em P1*" com soma 1
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1 INTRODUCAO

Segundo Borges (2007), foi encontrado os primeiros registros da teoria de matrizes
em um problema que envolvia sistemas com equagdes com trés incognitas cada uma. Neste
sentido, o autor descrevia situagoes e formas de resolver o que hoje chamamos de equagoes

de 1° grau com o auxilio de uma tabela.

A ideia da denominagao como matriz surgiu com o matematico inglés James Joseph
Sylvester, que junto com seu amigo Cayley introduziram no livro "Memoir on the Theory
of Matrices", em 1858, algumas operagoes basicas com essa nova ferramenta, mas quem de

fato recebeu o mérito pela teoria de matrizes foi o inglés Arthur Cayler.

Depois da introducao da teoria de matrizes no meio humano e matematico, essa
nocao foi amplamente explorada por muitos pesquisadores e diversos resultados foram
obtidos. Em nivel de graduacao, parte desta teoria é abordada hoje em dia nos cursos de

Algebra Linear.

O Teorema de Perron-Frobenius fornece uma caracterizacao simples dos autovetores
e autovalores de uma classe ampla de matrizes com entradas nao negativas. O que torna
este teorema importante é o fato de que varios problemas de autovalor, nesta classe
de matrizes, surgem como modelos matematicos em diversos campos das ciéncias e da

engenharia.

Em 1907, Oskar Perron obteve resultados sobre o espectro de matrizes pertencentes
a uma classe de matrizes positivas, dentre os quais, assegura que tais matrizes possuem
um autovalor maximal, simples e estritamente positivo, cujo médulo é o raio espectral e
nao ha nenhum outro autovalor com mesmo modulo, com autovetor associado possuindo
componentes estritamente positivas. Em 1912, Ferdinand Georg Frobenius estende este
resultado de Perron, agora validos para matrizes nao negativas e irredutiveis. Tudo isso de
acordo com Gomes (2006), Silva(2007) e Artuso (2021).

Nosso trabalho delimitou o estudo tedrico do Teorema Perron-Frobenius. Este
teorema é um resultado da Algebra Linear o qual nos permite obter informagoes sobre o
espectro de matrizes em uma determinada classe e com varios desdobramentos em diversas

areas da matematica e das ciéncias.

Nosso problema de pesquisa é entender, a partir deste teorema, o comportamento
dos dados espectrais (autovalores e autovetores) de uma classe de matrizes quadradas,
utilizando as técnicas desenvolvidas pelo mateméatico Helmut Wielandt em 1950 no seu
trabalho “Unzerlegbare nicht-negative Matrizen” apresentadas nos trabalhos Madrid (2009),
Gomes (2006) e Artuso (2021).
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O trabalho esta dividido em 5 capitulos mais as referencias. Encontra-se no primeiro
a introdugao, uma breve explanacao sobre o teorema de Perron-Frobenius, problema de

pesquisa, objetivo, metodologia e estrutura organizacional.

O segundo capitulo é voltado para um estudo béasico sobre matrizes, no qual apre-
sentamos alguns tipos de matrizes, definimos algumas operagoes, definicao de determinante,
os autovalores e autovetores associados, o raio espectral e espectro de uma matriz. Além
disse, estabelecemos algumas notacoes que nos permite comparar duas matrizes ou dois

vetores.

No capitulo 3 apresentamos a classe das matrizes nao negativas e irredutiveis a
qual é o contexto no qual trabalharemos. Para isto, definimos uma matriz redutivel. A
seguir, apresentamos alguns resultados basicos da teoria das matrizes nao negativas e
irredutiveis, resultados estes que serao aplicados na demonstragao do principal teorema de

nosso trabalho.

O quarto capitulo apresenta o teorema de Perron e na sequéncia o teorema de
Perron-Frobenius. Apresentamos uma prova detalhada para este teorema, bem como alguns
exemplos de matrizes nao negativas, sem a hipdtese de irredutibilidade, para as quais hé

falha na aplicacao do teorema de Perron-Frobenius.

Por fim, o capitulo 5 traz as consideracoes finais no qual apresenta os resultados

alcangados neste trabalho.
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2 MATRIZES

Esse capitulo tem como objetivo deixar mais claro o objeto de estudo, familiarizando
o conteudo aos leitores. Uma vez que o Teorema de Perron Frobenius trata de resultados
em matrizes, serda encontrado nesse um historico, definicao, tipos, classificagoes, algumas
operagoes e outros conceitos necessarios para o entendimento e estudo do teorema. Esse foi
escrito usando as referéncias lezzi e Hazzan (2004), Lawson (1997), Silva (2007), Callioli,
Domingues e Costa (1990), Busby e Anton (2006), Steinbruch e Winterle (1987), Alves
(2002), Serranho (2017), Lay (1999) e Borges (2007).

Definicao 1. Dados dois nimeros m e n naturais e nao nulos, chama-se matriz de ordem
m por n (indica-se Apxn) toda tabela A formada por nimeros reais distribuidos em m

linhas e n colunas.

aip o+ oayj
Apmxn = aij =
ail o Qg
Todo elemento ou entrada da matriz A € representado por (a;;), i € {1,2,3,...,m} e
j€{1,2,3,...,n}.

2.1 Alguns tipos de Matrizes

O universo matricial é bem diverso e extenso, porém ¢é importante o estudo de
algumas matrizes em especial para o entendimento do Teorema de Perron-Frobenius, sao

essas:

Definicao 2. Uma matriz quadrada é aquela do tipo n X n, ou seja, possui numeros iquais

de linhas e colunas
ail o Aln

(0755 RN ¢ 777

E intitulada como diagonal principal de uma matriz quadrada o conjunto de todas
as entradas em que i = j e 1 <14, j <n. Ou seja, a diagonal principal de A é o conjunto
{a11,a922,a33, -+ ,ann}- E intitulada como diagonal secunddria de uma matriz quadrada
o conjunto de todas entradas em que i+j=n+1e 1 <4, j <n. Ou seja, a diagonal

secunddria de A é composta por: {a1n, ag(n_1),@3(n—2);" " »an1 }-
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Definicao 3. Matriz diagonal é uma matriz A quadrada que possui os elementos fora da

diagonal principal nulos

Definicao 4. Matriz nula é aquela que possui todas entradas iguais a 0. Usaremos o
simbolo O para designar uma matriz nula cuja ordem é especificada de acordo com o

contexto, ou seja,

O:
0 --- 0

Defini¢ao 5. Matriz coluna possui m linhas e apenas umas coluna (n =1)

Am><1 -

Definigao 6. Matriz linha possui n colunas e apenas umas linha (m =1).

A1xn=(a11 aiz - a1j)

Definicao 7. Matriz identidade ¢ uma matriz diagonal que possui todos os elementos da
diagonal principal iguais a 1. Usaremos a notacdo I, para designar uma matriz identidade

de ordem n,

I, =

Para definir alguns tipos de matrizes foram utilizados operagoes como multiplicacao

de matrizes, manipulagoes que serao explanadas a seguir.

2.2 Algumas operacdes com Matrizes

Apos o estudo dos tipos de matrizes faz necessario o estudo das operagoes com este

objeto matematico.

Para todos os exemplos desse subtopico consideraremos as matrizes quadrada A e

B como sendo:
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A= :B = (2.1)

[
w oo O
N N O
N 3 W
-~ NN
= &~ ©

Definicao 8. A partir de duas matrizes A= (a;;) e B = (b;;), tem-se que a soma de A+ B

se da pela adicio de elemento da mesma posicio, ou seja, A+ B = C = (c¢i;) = (aij) + (bij)

Exemplo 1. Tomando as matrizes A e B definida em[2.1], teremos que

169 329 1+3 6+2 9+9 4 8 18
A+B=1{4 8 2|+|7 2 4|=|[4+47 8+2 244|=|11 10 6
2 3 2 2 41 2+2 3+4 2+1 4 7 3

Note que nao é possivel adicionar duas matrizes com ntimeros de colunas ou de
linhas diferentes, ou seja, tendo Ay, xn € Brxy, para que seja possivel a soma A+ B ¢é
necessario que m = x, n =y, isso porque se m # x e/ou n # y, as matrizes terdo entradas

em uma que nao possuirao na outra impedindo assim a operacao.

Uma vez que pode-se definir a subtracao como o oposto da adicao, é validado dizer

que a subtracao de duas matrizes se da mesma forma em que se adiciona.

Exemplo 2. Tomando novamente a mesma matriz A e B de teremos que

1 69 3 29 1-3 6-2 9-9 -2 4 0
A+(-B)=A—-B=|4 8 2|—|7 2 4|=|4-7 8-2 2—-4|=[-3 6 -2
2 3 2 2 41 2—-2 3-4 2-1 0 -1 1

Defini¢ao 9. Dada uma matriz A = (a;;) e um nimero real k, € chamado o produto kA
a matriz B = (b;j), significa que para formar a matriz B todos os elementos de A serdo

multiplicados, um a um, por k, kA = k(a;j) = (b;j)

Exemplo 3. Tomando a matriz A definida em (2.1) e um escalar k =3, teremos que

1 6 9 3-1 3-6 3-9 3 18 27
EA=3A=314 8 2(=13-4 3-8 3-2(=112 24 6
2 3 2 3-2 3-3 3-2 6 9 6

Definigao 10. Dado as matrizes Apmxn = aij € Buxp = (bji), teremos que AB = Ciyxp =
(Cik)f tal que. Cjp = a’ilblk +ai2b2k + ...+ Qin + bnkv\VIl € {172737 ’m} ek € {172737 "'7p};
ou seja, Ax B ¢ obtida pela adi¢io das multiplicacoes dos elementos da coluna de A com

0s elementos das linhas de B.

Exemplo 4. Dado as matrizes A e B definidas em (2.1)), teremos que
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1.3+6.74+9.2 1.2462+94 19+4+6.4+9.1
AB=|43+87+22 42+82+24 49+84+2.1
234+3.7+22 22423+24 29434421

3442418 2412436 9+24+9
=112+56+4 8+16+8 36+32+2
6+21+4 4+6+8 18+12+2

63 50 42
=172 32 70
31 18 32

Definicao 11. Dada uma matriz quadrada Dy, dizemos que ela € inversivel se existe
wma outra matriz quadrada Dy}, tal que DD~ = DD~' =1,. Se D ndo é inversivel

entao disse que é singular.

1 27 1 31 -19
Exemplo 5. Tomando as matrizes D= [0 3 1| eD ' =10 2 —1|, tem que
05 2 0 -5 3

14040 3144435 —19—2+21
DD =[0+0+0 0+6-5 0—3+3
0+04+0 0+10—10 0—5+6

100
0
1

=10 1
00
Por outro lado

14040 24+93-95 7+31—38
D'D=]04+0+0 0+6-5 0+2-2
04+0+0 0—154+15 0—5+6
100
=101 0
001

Logo DD~' = DD~ = I3, assim D € inversivel.

Defini¢do 12. Dada um matriz Amxn = (aij) chama-se transposta de A a matriz AL, =
(bji) tal que (aij) = (bji), para todo i e todo j, ou seja, de forma ampla toda linha de A se

transforma em coluna em AT e toda coluna de A se transforma em linha em AT.
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Exemplo 6. Tomando a matriz B dada em [2.1)), teremos que BT =

© o W
NN
N

Defini¢do 13. Uma matriz quadrada G = (g;j) é simétrica se G = G, sendo GT a

transposta de G.

2 5 11 2 5 11
Exemplo 7. Considerando a matrizG=|5 4 17|, teremosqueG™1=|5 4 17
11 17 6 11 17 6

Dessa forma, como G =G, G ¢é simétrica.

Definigao 14. A matriz A,xn € semelhante a Byxn se, e somente se, existe uma outra

matriz D invertivel, tal que:

A=D"1BD.

Ax--xA
Definicao 15. Se A uma matriz quadrada e k wm nimero real, entdo A¥ =~——— ou

k

seja, a matriz A pode ser multiplicada por si mesma k vezes e essa operacdo € representada

por A e é chamada a poténcia k da matriz A.

Exemplo 8. Tomando a matriz A dada em (2.1]), teremos que

169 169 169
AP=14 8 2|x|4 8 2|x|4 8 2
2 3 2 2 3 2 2 3 2
43 81 39 1 6
=140 94 56|x |4 8
18 42 28 2 3
445 1023 627
= [ 528 1160 660

242 528 302

Definicao 16. Sejam A, B matrizes quadradas. Dizemos que A > B se, e somente se,
ajj sz’j; 1<,5<n.
3 4

2 4
Exemplo 9. Tomando a matriz Asxs = aij = . 1) e a matriz Boyo = (bij) = (7 0) ,

note que A > B uma vez que, analisando entrada a entrada, ajgy =3 >2=(b11), ajg=4=
(b12), a21 =7 =(b21) e aza =1> 0= (b22).
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2.2.1 Determinantes

Podemos definir o determinante de uma matriz A de ordem n x n com n < 3 como:

i) Se n =1 entdo o determinante de A = det A = ay;.
ii) Se n =2 entdo det A = ajja99 —ajzao;.

iii) Se n = 3 entao det A = aq1a92a33 + a12a93a31 + a13a21a32 — A130422a03] — 411023032 —

412G21033
De modo geral,

Definicao 17. Para n > 2, o determinante de uma matriz Apxn = (aij), € o somatorio de
n termos da forma faq; det A1j com os sinais de mais ou menos se alterando, os elementos
ai1,a12,- -+ ,a1p Sao da primeira linha de A e Ayj é a matriz que se obtém eliminando da

matriz original a linha 1 e a coluna j. Em simbolos,

det(A) =qi1det A1 —ajadet Ajg+---+ (—1)1+”a1n det Ay,

n
= Z(_1)1+ja1j detAlj.
j=1

1 5 0
Exemplo 10. Tomando a matriz A= 12 4 —1| calcularemos seu determinantes.
0 -2 0

det A = all det A11 —a12 det A12 +ai3 det A13

4 -1 2 — 2 4
= ldet —5det +0det

— 0 0 0 =2
=1(0-2)—5(0—-0)+0(—4-0)
= —-2.

2.3 Autovalores e Autovetores de Matrizes

Pode ser observado que além das matrizes o Teorema de Perron-Frobenius usa
como outros objetos de estudo os dados espectrais, ou seja, os autovalores e autovetores

de uma matriz, assim se faz necessario o entendimento também desses conceitos.

Um vetor pode ser notado como x = (:1:1 Ty e xn) € R Observe que o vetor

x é entao uma matriz linha. Note ainda que

T
:L'T:(xl Ty e xn) =1 . e R™¥1, (2.2)
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Denotaremos o vetor nulo com simbolo 0.

Neste trabalho, um de nossos objetivos é estudar uma teoria que garanta a existéncia
de autovalores maximais e seus respectivos autovetores. Dito isto, passamos as defini¢oes

formais.

Definigao 18. Um autovetor ou vetor préprio de uma matriz A é um vetor nao nulo u

que satisfaz
Au = (M )u, (2.3)
para algum escalar X. O escalar A € chamado de autovalor ou valor préprio de A e dizemos

que o autovetor u € associado a A.

Seja A uma matriz, I a matriz identidade, A e v autovalor e autovetor, respectiva-

mente, de A. Entao

Av = (A)v
Av—=Xv=0
(A—X)v=0.

Para que esse sistema admita uma solugdo nao nula, ou seja, v # 0, deve-se ter que:

det(A — \) = 0. (2.4)

Dessa forma, origina-se a equagdo caracteristica (2.4) de A e as raizes serdo os
autovalores de A. Por outro lado, o determinante det(A — AI) é o polindmio caracteristico.

Melhor definindo:

Definigao 19. O polinémio pa(A) = det(A— AI) chama-se o polindmio caracteristico da

matriz A.

Note que as raizes do polindmio caracteristico sao os autovalores de A.

Definicao 20. A multiplicidade de A como raiz do polinomio caracteristico ¢ a multiplici-

dade algébrica do autovalor \.
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2 -1 1
Exemplo 11. Seja uma matriz quadrada A= -1 2 1| e X um numero real, entao
1 2
2 -1 1 A0 0
det(A—X)=det|[-1 2 1]—]0 X 0O
1 1 2 0 0 A
2—\ -1 1
= -1 2-X 1
1 1 2—=A
2—X 1 -1 1 -1 2=\
=(2-)) —(-1) +1
1 2=A 1 2=A 1 1

=2=-N[E2=ME2=A) 1= (=D[(=2+1) -1+ 1[(-1) = (2= X)]
=(2-NA?—4\+3)+A—-3+1—3
=N +6X2—1IA+6+A—3+1—3
= -\ +6X2 -9\,
Logo, o polinémio caracteristico de A serd p(\) = — A3 4+6X\2—9\ e a equagdo caracteristica
serd —A34+6X2—9\ =0, em que os autovalores de A sido A\ = 0; Ay = 3.

A partir dos autovalores de A podemos entdo encontrar os autovetores associados

a estes.

T
Tomando vy = (xl Y1 zl) o vetor nao nulo associado a Ay =0 temos que

(A—0Nv=0
2 -1 1 00 0 T 0
1 2 1|{=|o o o|||lul|=]0
1 1 2 0 0 0 21 0
21—y + 21 0
—r14+2y1+21 | =10
r1+y1+22 0

201 —y1+21 =0
—x14+2y1+21=0
r1+y1+221=0
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Para calcular esse sistema, usaremos o método de Gauss. Inicialmente manipulare-

mos as linhas da matriz ampliada associada ao sistema

2 -1 10 L+ Ly
—1 2 1 0| —Lh+— Li+2Ly
1 1 2 0 é(—L1—2L3

2 -1

0 3 3 0

0 -3 -3 0

Isso implica o novo sistema equivalente

201 —y1+21 =0
3y1+321 =0
—3y1+—321=0.

Pelas duas ultimas equacgoes do sistema, temos que y; = —z1. Com essa informacao,

substituindo na primeira equacao temos
201 — (—21)+2=0=>2214+221=0=>21=—21 = Uy1.
Assim vy = (—z,—z,2) = z(—1,—1,1).

T
Tomando agora vy = (mg Y2 zg) o vetor nao nulo associado a Ao = 3 temos que

(A-=3NHv=20
2 -1 1 3 0 0 0
-1 2 1 0 3 0 0
1 2 0 0 3 0
—x2— Y2+ 2 0
—xo—Yo+tz| =10
T2+ Y2 — 22 0
—x2—12+2=0

—T2—Yy2+22=0
To+1y2 — 220 = 0.

Resolvendo o sistema, teremos que v = (—y,y,0) =y(—1,1,0).

2.4 Espectro e Raio Espectral

O teorema traz consigo algumas ideias sobre espectro e raio espectral, essas podem
estar presente de forma implicita mas apesar disso ¢ interessante um breve entendimento

também sobre esses conceitos.
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Definicao 21. Denotemos por K o conjunto dos niumeros reais R ou o conjunto dos
numeros complexos C. O espectro de uma matriz A € o conjunto de todos os autovalores

dessa matriz, ou seja,

o(A)={ e K : pa(\) =0}.

Exemplo 12. Tomando a matriz A definida no exemplo e a resolucao da equacao

caracteristica no mesmo, temos que o espectro de A € dado

o(A)={A1, A2}

Defini¢ao 22. Dizemos que o raio espectral de uma matriz A é o nimero real p(A), tal

que
p(A) =sup{|\: A€ a(A)}. (2.5)

Exemplo 13. Tomando o resultando do exemplo |13, o(A) = {1, A2}, tem-se que p(A) =
A2.
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3 MATRIZ NAO NEGATIVA E IRREDUTI-
VEL

Serd apresentado neste capitulo conceitos e exemplos de matriz positivas para
compreender em seguida matrizes nao-negativas. E ainda a definicao de matrizes de

permutacao para a compreensao do que é uma matriz irredutivel.

3.1 Matriz positiva e matrizes nao negativa

Definicao 23. Dizemos que uma matriz A € positiva se possui todas as entradas positivas,

ou seja, a;;>0,1<1,5 <n.

Exemplo 14. A matriz A= ¢ positiva.

[ N
O O Ot
(o> NN e

8
4
4

N W

Definicao 24. Uma matriz é dita nao negativa se todas suas entradas sdo iguais ou

maiores a 0, ou seja, a;; >0, 1 <1,7 <n.

Exemplo 15. A matriz A= ¢ ndo negativa.

_ o O O

4 9
3 2
0 8
09
Um exemplo de matriz nao negativa sao as matrizes de permutacao. Estas matrizes

sao utilizadas também na definicdo de matrizes irredutiveis, o que nos leva ao contexto

das matrizes admissiveis para a generalizacdo do teorema de Perron.

3.2 Matriz de permutacao

Definigao 25. Seja w:{1,2,---,n} — {1,2,--- ,n} uma permuta¢io. Uma matriz P =
(pij) € R™" 4,5 €{1,--- ,n} € intitulada matriz de permutagio se existe uma permutagdo

7 tal que

pi:{l’ j=ml(i)
710, g #7().

No exemplo a seguir, iremos focar no caso em que n = 3 na defini¢ao [25]

Exemplo 16. Queremos determinar todas as permutagoes {1,2,3}. Para isto temos:
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e m={1,2,3} —{1,2,3} e my={1,2,3} —{2,3,1}
e m={1,2,3} —{1,3,2} e m=1{1,2,3} — {3,1,2}
¢ 7T3:{17273}—>{271’3} ¢ 7T6:{172,3}—>{3,271}.

Dessa forma, temos que as matrizes de permutacao referentes respectivamente a

T, 376 500

0 0
e PL=(0 10 e Py= 1
0 0

0 0 0
o = e Ps=11 0 0
0 010

0 0

o P3= e Py= 1

0 0

Com essa definicao pode-se entao prosseguir para outra definicdo fundamental para

esse trabalho, a definicdo de matrizes irredutiveis.

3.3  Matriz irredutivel

Definicao 26. Uma matriz A € R™*™ ¢ redutivel se:

i)n=1eA=0

ou

it) n > 2 e existem uma matriz de permutacio P € R™™ e um inteiro r com r €

{1,---,n—1} tal que:
B
PTAP = ( C)
O D

com BeR™", ¢ e R™*=7) D e RO—X(=") ¢ O wma matriz nula de dimensdes

adequadas.

Exemplo 17. Considere a matriz A= Ik Para constatar que A é redutivel precisamos

analisar se A satisfaz 1) ou ii) da defini¢do
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i) Por defini¢io A € de ordem 2 e nao possui todos os elementos nulos, logo n# 1 e

A# 0. Como A ndo satisfaz i) sequimos para verificar ii).

it) Para verificar a possibilidade do sequndo item analizaremos todas as matrizes de

permutacdao de ordem 2 X 2 para comprovar que existe P tal que

prap—[? ).
0 d

Temos que todas as matrizes de permutacio do R?>*? sdo:

10 0 1
P = Py = ,
1 1
prap— (1 O). (3 5) (Y O\~ (3 5.
0 1) \o2) \o1 0 2

b c
Assim, como existe a matriz de permutacdo Py tal que PT AP sejam do tipo (0 d) ,

veja que

A € redutivel.

Definicao 27. Uma matriz A € R™"™ serd irredutivel se nao for redutivel.

2
Exemplo 18. Considere a matriz A = 5 5| Para constatar se A € irredutivel, verifi-

caremos a impossibilidade dos itens i) e i) da defini¢do [26,

i) Veja que n =2, logo n #1 e A+ O, portanto a impossibilidade do primeiro item estd

verificado.

i1) Para verificar a impossibilidade do sequndo item analizaremos todas as matrizes de

permutacdo de ordem 2 X 2 para comprovar que ndao existe P tal que

prap—[? ).
0 d

Temos que todas as matrizes de permutacio do R?*? sdo:

note que
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10 3 2 10 3 2
PlAP = : : ,
0 1 2 5 01 2 5
0 1 3 2 01 5 2
PIAP, = : : :
10 2 5 10 2 3

b
Assim, ndo existe P tal que PT AP seja do tipo (0 2)

Com a impossibilidade dos itens concluimos que A € irredutivel.
Proposicao 1. Toda matriz positiva é irredutivel.
Demonstragio. Faremos a prova para o caso de uma matriz positiva A = (a;;) de ordem

3 x 3, ou seja, a;; >0 com 7,j € {1,2,3}. O caso geral ¢ feito por inducao sobre n com uma

argumentacao analoga.

Para fixarmos a ideia, considere a matriz de permutacao P» dada no exemplo [16]

Queremos assim verificar a impossibilidade da ocorréncia dos itens 7) e ii) da definicéo [26]

i) Note que n=3 e que A> 0O, assimn#1e A#O.

ii) Calcularemos agora

1 00 ail a2 ais 1 00
PFAPL =10 1 0| -|a2 ax as|-|0 1 0
0 0 1 a3l a3z as3 0 01
ail a2 ais 1 00
=lag1 az axg|-[0 1 O
asy asy ass 001
a1l a2 a3
= | a21 a2 a23
az1 as2 az3
1 00 ailp] a2 ais 1 00
PQTAPQI 0 0 1 ag1 a2 G923 0 0 1
010 as1 ase ass 010
all] ai12 ais 1 00
=laz; a3z aszz|-10 O 1
as1 a2 a23 010
a1 aiz ai2
= las1 a33 as2

az1 a3 a2
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PIAP; =

PLAP, =

PTAP; =

o = O
o O =

a1
ail

asi

a2
ai2

asz2

= o O
o O =

a1
asi
art
a3

as3
a3

oS = O
= o O

asi
art

a1
a32

ai2
a22

= o O

a22
a12
a32
a1
ai

as1

oS = O

a22
a32
a12
a1
a3l

ail

o O =

a32
a12

a22

as3
ai3
a23

ail
a1
as1
az3
ai3
as3

a23
ais

as3

ail
a1
a3s1
a3
ass

ai3

a22

az2

ai2

ail
a1
a3l
ass
ai3
a23
asi

ail

a1

aiz ais
aze a3
asz ass
010
1 00
0 01

aiz ais
aze a3
asz ass
010
0 01
1 00

aiz ais
az azs
asz ass
0 01
1 00
010

o = O

= o O

oS = O

o O =

o O =

= o O

= o O

oS = O

o O =
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0 0 1 ailp] a2 ais 0 0 1
PGTAPGZ 010 a1 a2 G923 010
1 00 asl asa ass 1 00
a3l a3 ass 0 01
=lao1 aze a|-[0 1 0O
a1l a2 a3 1 00
az3 az2 asi
= | a23 a22 a21

aiz a1z aii

Como podemos ver, a acao da multiplicacdo de uma matriz de permutacao por
uma matriz A e a agdo da multiplicacdo de uma matriz A por uma matriz de permutacao,
acarreta em uma permutagio das entradas da matriz A. Uma vez que nao temos entradas
nulas, por hipotese, ndo podemos obter uma "submatriz'nula, O, na decomposicao de A.

Isto é, concluimos que nao existe uma matriz de permutacao P tal que

PTAP = B C.
O D

]

Proposicao 2. Toda matriz nao negativa de ordem 3 X 3 com apenas uma entrada nula é

irredutivel.

Demonstragio. Para fixarmos as ideias, vamos considerar a matriz
ail a2 a3

A= lay ax a3

az1 0 ass

a qual possui apenas uma entrada nula, e a matriz de permutacao P». Com isso,

ailp a2 a3

T
Py APy = a1 a2 a3

o o =
— o o
o = o
o o =
— o o
o = o

azg1 0 ags

ail a2 a3
=lan 0 as3

o O =
_ o O
o = O

a1 a2 a3

ailp a1z a2

=laz1 azz 0 |,

az1 a3 a2
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ou seja, P2T AP, continua com apenas uma entrada nula. De fato, isso ocorre com todas as

matrizes de permutacao P;, 1 < j <6, isto ¢é, PjTAPj possui apenas uma entrada nula.

Assim, destacando as submatrizes, temos as duas decomposi¢des possiveis para
PT AP, a seguir:
2

ajl a3 a2 ail a13 a2
B o ( ) ( 0 ) B o 0
= aslr ass ou = asi a3
O D O D
(a21 a23) (a22) a1 a3 a2
e como podemos ver, em nenhuma delas O é a matriz nula, uma vez as1, as3,as; € asy sao

positivos. De modo geral, teremos que O sera composta por duas entradas e como apenas

uma ¢é nula, O nao serd a matriz nula. Logo, A é irredutivel. n

Teorema 1. Seja A= (a;;) € R™™, uma matriz ndo negativa e irredutivel e y € R™ 1,
um vetor nao negativo com exatamente k entradas positivas, k € {1,--- ,n—1}. Entao o

nimero de entradas positivas de (I, +A)y € maior que k.

Demonstragio. A demonstracao do teorema [1| pode ser encontrada em Gomes (2006, p.
21). m

Corolario 1. Seja A € R™™ ndo negativa e irredutivel. Entdo (I, +A)" ' > O, sendo O

a matriz nula de ordem n.

Demonstra¢io. A demonstracao do corolario [1] pode ser encontrada em Gomes(2006, p.
23). m

Corolario 2. Seja A € R™™ ndo negativa. Entio (I, + A)" 'y >0, para qualquer y >0,

y#0.

Demonstragio. A demonstracao do corolario [2/ pode ser encontrada em Gomes(2006, p.
23). 0

Corolario 3. Seja x um autovetor nao negativo de uma matriz A € R™™ ndo negativa e

irredutivel. Entao x > 0.

Demonstragio. A demonstracao do corolario |3| pode ser encontrada em Gomes(2006, p.
23-24). ]
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3.3.1 Funcao de Collatz-Wielandt

Nesta secao apresentamos a funcao de Collatz-Wielandt a qual desempenha um

papel importante na sequéncia do trabalho.

Considere o conjunto P={t e R|t >0} e E™ C P"*1 definido por

ixiﬂ}. (3.1)

i=1

E" = {x = (x1,,xp) T e 1

T
Exemplo 19. Considere o vetor x = (%,i,%) € P. Note que

assim x € E3.

Definigao 28. Seja A = (a;j) € R™*™ uma matriz ndo negativa e irredutivel. A fun¢io fa
de P"1 em P definida por

(A.%‘)Z'

g

fa(z)= min {

7’6{17 ,TL}

. o} (3.2

para todo vetor x = (x1,x9,- -+, x,)T €P™1, 2+ 0, é intitulada funcio de Collatz-Wielandt

associada a A.

2 1 2
Exemplo 20. Considere a matriz A = (3 2) e um vetor x = (1) . Note que

a2 C)),_),
B v 0]

Analisando entrada a entrada fazendo i percorrer o conjunto {1,2}, obtemos

{(Ax)" = 1,2} = {28}

€Ty
A fungdo de Collatz-Wielandt se trata do valor minimo obtido em

forma, fa(z)=3.

3

, dessa

O teorema a seguir estabelece algumas propriedades importantes da fungao de
Collatz-Wielandt.

Teorema 2. Seja A € R™™ uma matriz ndo negativa e irredutivel e seja f4 a fungao de
Collatz- Wielandt associada a A. Entdo
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i) A fung¢io fa é homogénea de grau 0.
i) Sex € P™1 x40, e X é 0 maior nimero real para o qual

Ar =Xz >0 (3.3)

entao

A= fa(z).

iii) Se x € PP 240 ey = (I, + A"z entdo

faly) > fa(z).

Demonstra¢io. A demonstragao do teorema 2| pode ser encontrada em Gomes(2006, p.
26-28). m

Proposicao 3. Seja A € R™"™ uma matriz nao negativa e irredutivel e seja fa a fungdao
de Collatz-Wielandt associada a A. Entao

Az — fa(z)z > 0, Vo e P (3.4)

Demonstragio. Considere z € P"*1. Pela definicao [28 podemos afirmar que

)= i AU 0} < L2

Logo,

zifa(r) < (Az);.
Portanto, segue da definigao [I6]

zfa(z) < (Az),

e consequentemente

Ax —axfa(x) > 0.
[

Teorema 3. Seja A € R™"™ ndo negativa e irredutivel. Entao a fungdo fa atinge o seu

mdximo em E". Isto €,

max{fa(z)} = fa(zo)

xeEm
para algum xg € E".

Demonstragio. A demonstragao do teorema |3| pode ser encontrada em Gomes(2006, p.
29). m
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4 O TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS

Este capitulo e a demonstragao do teorema de Perron-Frobenius foram desenvolvidos
a partir de estudos das referéncias desse trabalho tendo como principal Gomes (2006) e

usando as defini¢oes, propriedades e teoremas expostos no capitulo 2 e 3.

De acordo com Madrid (2009), Gomes (2006) e Artuso (2021), em 1907, Perron

enunciou seu teorema a respeito dos autovalores e autovetor de uma matriz positiva.

Teorema 4 (Perron). Seja A uma matriz quadrada positiva de ordem n. Entdo:

i) A admite um autovalor v tal que |\ < r para quaisquer outros autovalores A de A.
it) Existe um autovetor com todas as entradas positivas associado ao autovalor r.

iti) O wvalor de r aumenta quando qualquer entrada de A aumenta.

Demonstra¢io. A demonstracao do teorema |4| pode ser encontrada em Silva(2007, p.
14-18). O

A partir dai, Frobenius, entre 1908 e 1912, estendeu este mesmos resultados para

matrizes quadradas irredutiveis, cujas entradas sao nao negativas.

Teorema 5 (Perron-Frobenius). Seja A uma matriz quadrada, irredutivel e nao negativa

de ordem n. Entao:

i) A admite um autovalor r tal que |\ <r para quaisquer outros autovalores A de A.
it) Ezxiste um autovetor com todas as entradas positivas associado ao autovalor .

1) O walor de v aumenta quando qualquer entrada de A aumenta.

Note que pelo Definicao [24] e pela proposicao (1| temos que toda matriz positiva é

nao negativa e irredutivel, o que significa que realmente temos uma extensao do resultado.

Lema 1. Considere uma matriz quadrada A de ordem n e um operador do tipo (I, +A)"~1.
A comuta com (I, + A" L.

Demonstragcao. Tomando n =1, uma vez que I comuta com qualquer matriz, temos
AT+ A" = Al
=TIA
=(I+A)"A.
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Considerando agora n = 2, uma vez que A comuta com ela mesmo, temos
AT+ A = A+ A2
=JA+AA
=(I+A)A

Agora para n = 3, com o mesmo argumento anterior, temos
AT+ A)? = A(I +21 A+ A?)
= Al +2AIA+ A®
=[A+2[AA+ A®
= (I+2IA+AHA
= (I+A)?A.

De modo geral, pelo bindomio de newton, para qualquer n > 1 temos

A(I+A)" = A (nf ("; 1) ]”_1_kAk)

k=0

n—1 -1
_ (” . ) A1k AR

N (”_1> 1=k gh+1
k=0 \ k

_ (nzjl ”—1) ]n—l—k:Alc) A
=\ F

Para a prova formal, utilizamos o argumento de inducao sobre n. Neste caso, a hipotese
de indugao é
AT+A)""=T+A)"A
para algum n natural. Queremos verificar que
A(T4+ A" = (T4 A)" LA,
Usando que A(/ +A) = (I + A)A e a hipétese de indugao, temos
A(T+A)" = A((I+A) (I +A)")
= +A)AI+ A"
=([+A)(I+A"A
= (I+A)" A
O

Observagao 1. Denotamos por |A| a matriz cujas entradas (i,7) sdo os |a;j|, em que

A = (aij). E também usaremos a notacdio ly| = (|y1|, - ,|ynl), para y = (y1,---,yn)-
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4.1 Demonstracao do teorema

A demonstracao do Teorema se dara por meio dos seguintes Lemas.

Lema 2. Seja A uma matriz quadrada, irredutivel e ndo negativa de ordem n. Entdo

existe um numero real positivo r e um vetor xg € E" tais que Axg=rlxg.

Demonstragdo. Pelo o Teorema [3| podemos definir

r=max{fa(z)}. (4.1)

zeR™

Também pelo Teorema [3, sabemos que existe zg € E™ tal que

r=max{fa(r)} = fa(wo). (4.2)
reR™
Considere
u=(ug,--- ,un)T e prxl
tal que

u:(l . 1>T,n€PﬁN,n7£0.

nom

Note que, u; = % e, sendo u definido dessa forma, temos

ou seja, u € E™.

Agora, pela equagao (4.1]) e pela definicao temos

r> fa(u)

= min {Mu)l,uz %0}

Ze{laan} U”L
n
= min ;i
ie{1,m) ]2_:1 Y
> 0.

Afirmacgao 1. Afirmamos que r > 0.

Demonstragcio. De fato, veja que a;; > 0, pois A é nao negativa por hipdtese e pelo
menos um a;; ¢ estritamente positivo, pois caso contrario A = O a qual é redutivel. Logo,
concluimos que

r>0.
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Por outro lado, pela equacao temos que
Az — fa(zo)zo = 0,
e utilizando a equacao , segue que
Axg—rxg > 0. (4.3)

Afirmacao 2. Afirmamos que Axg—rxg= 0.

Demonstracdo. De fato, suponha que Axg—rxg # 0. Sabemos do corolario [2 que
(In+A)" 1y >0

quando y > 0. Como Azy—rxg > 0 e ainda Azg—rxg # 0, consideremos y = Axg — rxg.
Assim,
0<(I,+ A)”_I(Aa:o —Trx0)
= (I, 4+ A)" Y Azg — (I, + A)" L (rxg)
= AL, +A) " Lag—r(I, + A" Yap),
pois A comuta com (I, + A)"~! como mostrado no Lema

Para simplificar a notacio, seja vg = (I, + A)" 1xg. Assim, a inequacio acima fica
Avg —rvg > 0.

Ou equivalentemente,

Avg > rug.

Pela definicao temos, para cada 1 <i <n,
(Avg)i > r(vo)i,

0 que equivale a
(A’U())Z'

(v0)i ’

desde que (vg); # 0. Agora, tomando o minimo, obtemos

. (Avo);
v9) = min , (v0)i #0p >,
Jatw) z‘e{l,--',n}{ ()i 7
o que contradiz a maximalidade de 7.
Portanto, concluimos entao que
Azg—rxg=0. (4.4)
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Portanto, a demostracao do Lema [2] segue. O

Neste momento, demonstramos a existéncia do autovalor positivo para A, bem

como a existéncia do autovetor associado.

Lema 3. O vetor xg dado no Lema | € positivo, isto €, xg > 0.

Demonstragio. Segue do corolario |3 pois xg € E™, consequentemente é nao negativo, e A

¢ uma matriz quadrada, nao negativa e irredutivel. O

Lema 4. Nas hipoteses do Lema @, temos r > |\;| para qualquer \; autovalor de A,
ie{l,---,n}.

Demonstragio. Consideremos \; € o(A) e 2= (21, ,2,)" € R™1, 2 #£ 0 tais que
Az = \iz. (4.5)

Desta forma, para s, i € {1,---,n}, utilizando a equagao (4.5, a desigualdade triangular,

o produto de matrizes e fato de A ser nao negativa, obtemos
|Aizs| = [Ai|2s]
n
<> lasjllz|
j=1
n
=D asjlz]
j=1
Assim, podemos escrever
Al 2] < A2, (4.6)
em que utilizamos a notacao
|Z|:|(zlv"'7zn)|:(|Z1|7"'7|Z71|)' (47>

A inequacao (4.6 é equivalente a

(Alz]);
(I21);

e tomando o minimo em j, obtemos

> |\, visto que ([2]); #0,

fa(lz]) = [Ail-

Agora, pela definicao de r, concluimos que

r 2 fa(lz]) = Al
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Lema 5. Seja A= (a;j) € R™ ™ uma matriz obtida a partir da matriz A tal que a;j > agj
e a;w > agy, para alguns k,r € {1,---,n}, ou seja, A > A, com A #+ A. Entior <71, em

que maxgepn{f ()} =1

Demonstragao. Temos garantido pelo Teorema |3| que existe xzg € E™ tal que

/

far(xo) = max {f, (x)} =1 (4.8)

relb™

Seja A um autovalor de A. Entdo, Ay = \y, para algum y = (y1,---,yn)’ € R™¥1,
y # 0, o que significa que para qualquer i € {1,--- ,n}, temos

271 GijYj = Y-
Dessa forma, utilizando a notagao em (|4.7)), temos

Allyl < Ayl < Afyl, [yl #0, (4.9)

ou seja,
(Allyl < Alyl,

e passando a notacao de coordenadas, isto equivale a

(A'ly]);

A<D

Tomando o minimo, ficamos com

ie{lv"'vn} <|y‘)l

= Fa(lyl)-

Agora, tomando o méaximo e (4.8)), temos

/

N < £y (lyl) < mas F ()} =o'

Pela argumentagao feita na demonstracao dos itens i) e i7) do teorema , sabemos

/
que r’ é um autovalor de A . Desta forma, obtivemos que
/
Al <7,

qualquer que seja o autovalor A\ de A, em particular, para r definido em , i), temos

também |r| =7 <7

Afirmamos que r < . De fato, suponha que r = r. Entao, utilizando (4.9)), obtemos

Alyl =rlyl =1yl
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li /
Note que nao podemos ter A |y| > |y|, pois neste caso, terfamos

< falyl) <o’

7/ . ~ . /7 7’ . . . / .
o que é uma contradi¢ao. Com isso, |y| é um vetor préprio positivo de A associado ao
I
autovalor r | ou seja,

Ayl =yl
Desta forma,
Alyl =rlyl =yl = A'lyl,
0 que nos permite concluir que
(A = Ayl =0.

Como por [p] item i), |y| > 0, temos

!
o que é um absurdo. Logo r <r . [

Apébs a demonstracao dos lemas, segui a demonstracao do Teorema de Perron-

Frobenius.

Demostragio do Teorema[d. O Lema [2] garante a existéncia do autovalor positivo r e do
autovetor associado zg. O Lema |3|, por sua vez, garante que xg > 0. O Lema |§| garante
a maximalidade r em relagdo aos outros autovetores da matriz A, enquanto o Lema

mostra que r aumenta a medida que as entradas de A aumentam. O

4.2 Exemplo

31
Exemplo 21. Considere a matriz quadrada nao negativa A = (4 2).

Note que A ¢é positiva pois a;; > 0, logo, pela proposigao , A é irredutivel.

Encontraremos agora os autovalores A de A calculando a equacao caracteristica.

0=det(A—\I)
3—)N 1
4 2=
=(B3=N(2-))—4
=225\ +2.
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Dai temos que o = {%ﬁ,%m}
Note que a multiplicidade algébrica é 1.

Tomando o valor préprio maximal r = 5+2V 7 teremos que o autovetor associado

x /’
v = sera
Y

2

3—75+§/ﬁ 1 T
- 4 g 3/IT) |y

:((3 5+‘ﬁ)az+y).

4x—l—(2—5++ﬁ>y

OZ(A_WJ>U

Consideracao o sistema formado

(3—5+m)x—|—y:0
dr+(2- 2Ty =0’

VIT41 VIT+1
¢ _ s Y| _ 3
emos que v = =y
Y 1

Um vez que existe r = w tal que |A| < r para quaisquer outros autovalores de A

V17+1

de A e o autovetor v = ( i ) é estritamente positivo, entao os itens i) e i7) do teorema

[ estao satisfeitos.

3 4
Para verificar o item i) do teorema 5| consideraremos a matriz A’ = (4 2).

Calcularemos a equacao caracteristica para encontrar o raio espectral de A’ o’

0 =det(A—\I)
33—\ 4
4 2=\
=(3=X)(2-))—16
=2 —5)—10.

5465 5—\/%}

7 !
Daltemosqueaz{ 5y

Note que os autovalores aumentaram quando uma entrada de A também aumenta,

assim tltimo item do teorema [B também é valido.

Na préxima segao iremos abordar alguns exemplos que deixam claro que apenas a
exigéncia de nao negatividade nao ¢é suficiente para obtermos os mesmos resultados no

teorema de Perron.
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4.3 Exemplos de nao validade

Oskar Perron provou este teorema para matrizes positivas, e como ja foi dito,
Ferdinand Frobenius estendeu para uma classe maior, a classe das matrizes nao negativas
e irredutiveis. E importante ver que essa extensao nao é valida para matrizes apenas nao

negativas, veja nos exemplos a seguir.

2 0
Exemplo 22. Vamos considerar a matriz ndo negativa A = (0 1) e tnvestigar seus

dados espectrais de acordo com o Teorema[J,

Calculando seu polindémio caracteristico, obtemos

p(\) = det(A — \I)

2\ 0
0 1-2A

= (2= M\)(1-N\).

Portanto,
p(z)=0 <= (2—N)(1—-))=0,

ou seja, o(A) ={1,2} e p(A) =2.

Sendo 2 o raio espectral de A, calcularemos o vetor préprio associado v.

{ 0=0
—y=0.

Portanto, v = (z,0) = z(1,0) e, como podemos ver, v nao possui todas as entradas positivas,
o que contradiz o item 4) do teorema[5] Entdo onde houve a falha? A falha veio do fato

de a matriz A néo ser irredutivel. Para vermos isto, considere a matriz de permutacao
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10
P = . Note que
0 1

20
01

10
01

PTAP =

10
01

(e}
N~
N~~~

PR

O N O NN O =
—

_ O

Assim, A é redutivel.

Exemplo 23. Considere agora a matriz ndo negativa A = . Queremos analisar

e J S G
S w O
_ o O

seus dados espectrais a luz do Teorema [J.

Seguindo agora a linha de raciocinio do exemplo anterior

p(A) =det(A—A\I)

1-Xx 0 0
=1 3-X 0
0 0 1-\
:(1_)\)3—>\ 0| UN IR
0 1=XA |0 1= 0 0
=([1=N[E=A)A=A)]
=(1-X)>2(B=X)

Resolvendo a equagao caracteristica resultard que o(A) = {1,3}.

Tomando o autovalor maximal, calcularemos o autovetor associado v

(A-=3Nv=0
1 00 1 00 T 0
1 3 0l—-3]0 10 yl =10
0 01 0 01 z 0
-2 0 0 T 0
1 0 0 y|=10
0 0 -2/ \z 0
—2x=0
rz=0
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Assim, v = (0,y,0) = y(0,1,0), e, como podemos ver, v nao possui todas as entradas

positivas, o que contraria o item ii) do teorema

Mais uma vez isso ocorre porque a matriz A nao é irredutivel. Para ver isto,

100
considere a matriz de permutacao P= |0 1 0]. Note que
0 01
1 0 0Y(1 O OY(1 O O
pPfaAP=10 1 0|1 3 of|0 1 0
0 0 1/\0 0 1/\0 0 1
1 00
=1 3 0
0 01

Tomando a definicao [26] A é redutivel.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O Teorema de Perron-Frobenius foi enunciado em 1912 como generaliza¢ao do
Teorema de Perron a classe das matrizes nao negativas e irredutiveis. A forma classica do
teorema é apresentada em trés partes, as quais afirmam a existéncia de um valor proprio
maximal r, a existéncia de um a vetor proprio associado v com todas entradas positivas e

a influéncia da variagdo de A sobre a variagao de r.

Este trabalho teve como objetivo estudar o espectro de uma determinada classe de
matrizes, mais especificamente, foi apresentado uma demonstragao detalhada do Teorema
de Perron-Frobenius seguindo o método desenvolvido por Weilandt. Para atingirmos este
objetivo foi realizado o desenvolvimento de um estudo elementar sobre matrizes de uma
forma geral e também sobre a classe das matrizes nao negativas e irredutiveis, em que

apresentamos algumas propriedades tuteis a demostracao do teorema.

A metodologia utilizada nesta pesquisa foi a revisao bibliografica em que foram feitas
diversas leituras em artigos, livros e dissertacoes. Contudo foi encontrado uma dificuldade
de encontrar trabalhos cientificos nacionais em nivel de graduacao que abordassem matrizes

nao negativas e matrizes irredutiveis.

Por fim, essa pesquisa pode ter continuidade em diversas formas por meio da
aplicacdo do Teorema de Perron-Frobenius. Algumas sugestoes de tépicos que deixamos
sao: o estudo da existéncia de transicao de fase em fenémenos fisicos como o modelo de Ising
unidimensional; a compreensao do comportamento assintotico de matrizes estocasticas; o

estudo da dinamica populacional via matrizes de Leslie; o sistema de buscas do google.
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