UNIVERSIDADE FEDERAL DO TOCANTINS
CAMPUS PROF. DR. SERGIO JACINTHO LEONOR
CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

JULIANA BARCELOS PEREIRA

TRANSFORMADA DE FOURIER: DEFINICOES,
PROPRIEDADES E APLICACOES EM EQUACOES
DIFERENCIAIS PARCIAIS

ARRAIAS-TO
2021



JULIANA BARCELOS PEREIRA

TRANSFORMADA DE FOURIER: DEFINICOES,
PROPRIEDADES E APLICACOES EM EQUACOES
DIFERENCIAIS PARCIAIS

Monografia apresentada a UFT — Universi-
dade Federal do Tocantins — Campus Prof.
Dr. Sérgio Jacintho Leonor para obtengao
de titulo de Licenciada em Matematica, sob
orientacdo do Profa. Dra. Gisele Detomazi
Almeida.

Orientador: Profa. Dra. Gisele Detomazi
Almeida.

ARRAIAS-TO
2021



Dados Internacionais de Catalogagao na Publicacio (CIP)
Sistema de Bibliotecas da Universidade Federal do Tocantins

P436t  Pereira, Juliana Barcelos Pereira.

Transformada de Fourier: Definigdes, Propriedades e Aplicagdes em
Equagdes Diferenciais Parciais . / Juliana Barcelos Pereira Pereira. — Arraias,
TO, 2021.

401

Monografia Graduagao - Universidade Federal do Tocantins — Campus
Universitario de Arraias - Curso de Matematica, 2021.

Orientadora : Gisele Detomazi Almeida

1. Transformada De Fourier. 2. Série de Fourier . 3. Equag@o do Calor . 4.
Equagdo da Onda . I. Titulo

CDD 510

TODOS OS DIREITOS RESERVADOS — A reprodugao total ou parcial, de qualquer
forma ou por qualquer meio deste documento ¢ autorizado desde que citada a fonte.
A violagao dos direitos do autor (Lein® 9.610/98) ¢ crime estabelecido pelo artigo 184
do Codigo Penal.

Elaborado pelo sistema de geracio automatica de ficha catalografica da UFT com os
dados fornecidos pelo(a) autor(a).



JULIANA BARCELOS PEREIRA

TRANSFORMADA DE FOURIER:
DEFINICAO, PROPRIEDADES E APLICACOES EM EQUACOES
DIFERENCIAIS PARCIAIS

Monografia foi avaliada e apresentada a UFT -
Universidade Federal do Tocantins — Campus
Universitario Prof. Dr. Sérgio Jacintho Leonor, Curso de
Licenciatura em Matematica para obtencdo do titulo de
Licenciada em Matematica ¢ aprovada em sua forma
final pela Orientadora e pela Banca Examinadora.

Data de aprovagao: 20/ 12 /2021

Banca Examinadora

Profa. Dra. Gisele Detomazi Almeida, UFT

Prof. Dr. Elis Gardel da Costa Mesquita, UFT

Prof. Dr. Mateus Pereira Lobo, UFT

Arraias, 2021



A minha mae, meu pai e minhas irmas, que

sempre me apoiaram.



AGRADECIMENTOS

Eu costumava dizer que tenho sorte, mas certo dia alguém me disse que sorte nao
existe, mas sim que tenho muitas pessoas que me amam, e isso fez total sentido para mim.
Sendo assim, quero agradecer primeiramente a Deus, por conceder a minha vida, e colocar

nela tantas pessoas que me amam.

A minha orientadora Gisele, por todo apoio, atencao e conhecimento que me

proporcionou ao longo do trabalho.

A Universidade Federal do Tocantins, bem como todos seus funcionarios que foram

indispensaveis para a minha formagao.
A banca que contribuiu para melhoria do meu trabalho.

A todos os professores da Universidade Federal do Tocantins que me ajudaram a

crescer como profissional e também como pessoa.

A minha familia por sempre ser meu ponto de apoio e refiigio, em especial, a minha
mae, e as minhas imas Jaqueline e Fernanda que sao mais que imas para mim, sao o
sentido da minha vida, amo vocés, e a minha tia Joaquina e madrinha Helena. Ao meu pai
que mesmo nao estando aqui fisicamente deixou para mim muitas palavras de incentivo e

vontade de concluir o que um dia foi o objetivo dele.

Aos amigos que conheci durante todo este percurso na faculdade, Bruno, Camila,

Fernanda, Gabriel, Pedro e Tatiane.

Aos amigos de longa data que sempre estiveram a disposi¢ao para me ajudar e me

acalmar nos momentos de angustia, Raissa, Rafael, Gian, Denise e Bruna.

A minha segunda familia que me acolheu de tal forma que nido consigo explicar

como os amo, Luis Marles e Patricia.



“Nao se apavore, nem se desanime, pois o
Senhor, o seu Deus, estard com vocé por
onde vocé andar.”

(Josué 1:6-9)



RESUMO

O principal objetivo deste trabalho é apresentar a Transformada de Fourier como método
para resolver algumas aplicagoes de Equagoes Diferenciais Parciais. Neste sentido, este
é composto por algumas definigoes importantes como: Definicao da Série de Fourier
bem como seus coeficientes, definicao da Transformada de Fourier e algumas de suas
propriedades como a Linearidade, Translagao, Dilatagao, entre outras e também a defini¢ao
de Convoluc¢ao de Fungoes que é uma ferramenta importante quando tratamos das Equagoes
Diferenciais Parciais. Em particular estudamos duas aplica¢oes que foram a Equacao da
Onda e a Equacao do Calor. Para uma maior especificidade dessas solugoes e a fim
de apresentar ao leitor mais sugestoes de solugdes, buscamos resolvé-las fazendo o uso
de duas técnicas. Assim, apresentamos a primeira solucao via Série de Fourier e seus
coeficientes e em seguida apresentamos a solu¢ao usando a Transformada de Fourier.
Para o desenvolvimento deste trabalho, utilizamos a pesquisa exploratéria que tem como

objetivo proporcionar para o estudante uma maior familiaridade com o contetdo.

Palavras-chave: Transformada de Fourier, Série de Fourier, Equacao da Onda, Equagao
do Calor.



ABSTRACT

The main objective of this work is to present the Fourier Transform as a method to
solve some applications of Partial Differential Equations. In this sense, it comprises some
important definitions such as: Definition of the Fourier Series as well as its coefficients,
definition of the Fourier Transform and some of its properties such as Linearity, Translation,
Dilation, among others, and also the definition of Convolution of Functions that is an
important tool when dealing with Partial Differential Equations. In particular, we studied
two applications that were the Wave Equation and the Heat Equation. For a greater
specificity of these solutions and in order to present the reader with more suggestions
for solutions, we sought to resolve them using two techniques. Thus, we present the first
solution via Fourier Series and its coefficients and then we present the solution using the
Fourier Transform. For the development of this work we used exploratory research that
aims to provide the student with greater familiarity with the content. greater familiarity

with the content.

Keywords: Fourier Transform, Fourier series, Wave Equation, Heat Equation.
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1 INTRODUCAO

A Matematica é uma ciéncia que se desenvolveu pautada nas necessidades dos seres
humanos, foi neste sentido que surgiu a precisao de contar e determinar quantidades e, em
consequéncia, os nimeros, com a geometria, algebra em outras areas da matematica nao
ocorreu diferente, de acordo com o surgimento de determinada necessidade os mistérios
dentro da Matemadtica foram sendo desfeitos. Segundo Pupin (2011), Joseph Fourier (1768-
1830), no século XVII, foi o primeiro fisico e matematico a conseguir demonstrar que
qualquer forma de onda pode ser representada por uma somatoria de sendides e cossenodides
de diferentes frequéncias, amplitudes e fases, vale ressaltar que outros grandes estudiosos
como Euler e Bernoulli também chegaram a estudar tal conceito, contudo nao tiveram o

mesmo nivel de rigorosidade que Fourier.

Durante os estudos envolvendo equagoes da onda na disciplina de Equagoes Dife-
renciais Parciais, surge a necessidade de conhecermos, e até calcularmos, os Coeficientes de
Fourier, com o objetivo de determinarmos solucoes das equagoes relacionadas e também
propriedades de tais equagoes. Como tem sido cada vez maior o interesse no estudo
deste tipo de problema devido a sua grande aplicabilidade, decidimos aprofundar nossos

conhecimentos sobre esta importante e 1til ferramenta.

Segundo (Cavalvanti & Cavalcanti, 2009), "a Transformada de Fourier juntamente
com o produto de convolugoes fornece-nos um poderoso e 1til instrumento no estudo das
Equagdes Diferenciais Parciais."Assim, considerando a importancia em conjuntos especiais,
como, por exemplo, nos Espacos de Sobolev, e por resultados como os de positividade
sobre os Coeficientes de Fourier, que nos fornecem informacgoes sobre fungdes pertencentes
a classe Polya Frequency 2 (PF2 daqui para frente), de onde podemos obter informagoes
sobre a concavidade de tais funcoes e, consequentemente, conhecer propriedades espectrais

relevantes para diversos problemas matematicos.

Neste sentido visamos conhecer as Transformadas de Fourier e suas propriedades,
apresentando para o leitor uma fonte de informacoes e pesquisa sobre este assunto, e

algumas de suas aplicagoes relacionadas ainda as Equagoes Diferenciais Parciais.

Além das Aplicacoes da Equacao da onda e Equacao do Calor, podemos encontrar
muitas outras que fazem uso da Transformada de Fourier para determinar suas solugoes,
como ¢é o caso da Resolucao de circuitos elétricos especiais, presente no trabalho de Aratjo
e Méarquez (2017).

Este projeto justifica-se pela importancia em conhecer métodos mais simples para

resolver questoes dentro da Matemaética, principalmente envolvendo EDP’s. Dessa forma,
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as transformadas de Fourier aparecem como uma alternativa para resolver problemas que
envolvem ondas por exemplo. E comum expressarmos o dominio de determinada funcao
usando para isso o tempo e o espago, entretanto alguns problemas necessitam de algo mais
particular para que possam ser manipulados de maneira conveniente. As Transformadas
de Fourier permitem acessarmos propriedades em dominios de fungoes que tragam tais

facilidades.

Este tipo de recurso é bastante utilizado em aplicagoes na area de telecomunicagoes,
eletricidade, processamento digital, processamento de audio e voz, processamento de

musica, modulagao de sinal, entre outros.

De maneira mais geral, o objetivo deste trabalho é conhecer a Transformada de Fou-
rier e suas propriedades e, ainda, analisar suas aplicagoes em EDP’s conhecidas.Pensando
de modo mais especifico iremos compreender conceitos, defini¢goes a respeito da série e
Transformada de Fourier, fazer um breve apanhado sobre a relacao entre a série e a Trans-
formada de Fourier, apresentar diferentes campos de aplicacoes em que podemos utilizar
esta ferramenta, resolver exercicios sobre tais conceitos e, por fim, apresentar e analisar

aplicagoes onde sao utilizadas a Transformada de Fourier para diferentes finalidades.

Este trabalho estd dividido em trés capitulos. O capitulo 2 é composto por alguns
resultados preliminares, ou seja, conceitos que serao necessarios para entender as aplicagoes

que serao desenvolvidas nos capitulos a seguir.

O capitulo 3 é composto pela equagao do calor, sendo que ele sera desenvolvido em
dois momentos distintos a na primeira parte buscamos a solu¢ao do problema usando os

coeficientes de Fourier, enquanto na segunda usamos a Transformada de Fourier.

Iniciamos o capitulo 4 com a equagao da onda, e o desenvolvemos de maneira
semelhante com o capitulo anterior, ou seja, de duas maneiras distintas, cujos métodos

sao os mesmos usados para a equacao do calor.



11

2 RESULTADOS PRELIMINARES

O objetivo deste trabalho é apresentar para o leitor algumas aplicagoes das Equagoes
Diferenciais Parciais, contudo para que seja possivel resolvermos estes problemas de EDP

faz-se necessario conhecer algumas definigoes.

Assim este capitulo é composto pela defini¢ao e algumas propriedades mais relevantes
para o trabalho, acerca da Série de Fourier, Transformada de Fourier e Convolucao de
Fungoes. Os teoremas, defini¢oes e propriedades apresentados neste capitulo tém como
principais referéncias Santos (2011), Pupin (2011) e Iério (2010), Lima (2018).

2.1 Série de Fourier

A Série de Fourier é uma forma de série trigonométrica desenvolvida por Jean
Baptiste Joseph Fourier, que auxilia na representacao de funcgoes periddicas e infinitas.
Este tipo de série permite visualizar e resolver fungoes que representadas de outra maneira

seriam mais complexas.

Este conhecimento matematico, além de ser usado para encontrar solucoes de
Equagdes Diferenciais, pode ser usado também na engenharia elétrica, analise de vibragoes,

fisica quantica, entre outras areas.

Nesta secao apresentaremos a definicao da Série de Fourier e também as férmulas

de seus coeficientes.

A Séries de Fourier é uma forma de série trigonométrica usada para representar
fungoes periddicas, ou seja, fungdes que tem um mesmo comportamento dentro de um
intervalo distinto, além disso a série de Fourier é expressa em fungoes trigonométricas

simples de senos e cossenos que em particular sao peridédicas.

Definicao 2.1.1. Para toda fungio f:[—L,L] — R continua por partes, a série de Fourier
a fungdo f é definida por

SF(f(x)) = %+ i ancos<mer> —{—bnsen<m£$>.
n=1

L representa o periodo onde a funcao estd definida. EE importante ressaltar que
a série de Fourier converge em praticamente todos os pontos, exceto em seus pontos de

descontinuidade.

Para encontrar a série de Fourier de determinada funcao, primeiro devemos de-

terminar ag, an, b,, também conhecidos como coeficientes da série de Fourier, dados
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por

1 L
apg = Z/_Lf(x)dw
an = /I;f(x) oS - (nzx) dx,
b, = L/ f(x sen( )d:c.

Abaixo iremos demonstrar como encontramos estes coeficientes. Comecaremos

aplicando a integral dos dois lados da série de Fourier,

/LLf( )d:r—/ —d$+2an/ cos< >da:+b/ sen(nzx>d:p. (2.1)

Analisando agora as integrais de modo separado, podemos concluir que a integral
)
L nmwx , ~ . .
b, [Z sen I dx tera resultado zero, uma vez que a fungao sen assume valores iguais

a zero em intervalos simétricos. Desta forma daremos continuidade buscando resolver as

outras integrais. Iniciaremos pela segunda integral de 2.1,

L nwT
/Lcos< 7 )d:v

nmwx
Chamando - = calculando a derivada em relacao a x, e substituindo na integral,

L L L .
/ cos(u)—du = sen(mﬂ :
—L nm nm L I

ficamos com

= E(sen(mr) —sen(—nm)) = 0.

Como podemos perceber estamos calculando o sen dentro de um intervalo simétrico, logo

ele sera zero.

Voltando a 2.1, e resolvendo a primeira integral, conseguimos

2 J-L

| f@e
/LLf - L (L) =aoL,

“OIL/f
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Desta forma conseguimos determinar o primeiro coeficiente ag.

Para calcular os coeficientes a,, e b,, usaremos algumas integrais auxiliares, como

/_LL cos<nzx> -cos<mzx> d. (2.2)

Vamos considerar o caso em que n # m. Para resolver esta integral, é necessario

utilizar as substitui¢oes trigonométricas,

cos(A+ B) =cosA-cos B—senA-sen B,
cos(A—B) =cosA-cos B+senA-sen B,

Somando as duas sentencas anteriores, temos

1
cosA-cosB = 2[cos(A+B)+cos(A—B)]. (2.3)
De 2.2, chamaremos A = nfzx e B= m;/rm

Fazendo uma combinacao de 2.2 e 2.3, e resolvendo a integral para n # m, temos

L 1[cos(n+m)rx  cos(n—m)rx B
/Lzl L I do =
1 L (n+m)rz L (n—m)mx L
= -sen + -sen = 0.
2| (n+m)m L (n—m)m L L

Agora fazendo novamente a combinacao de 2.2 e 2.3, e resolvendo a integral para m = n,

temos

Tr =

12 I + 3

/L 1[cos(n—|—m)7rx sen(n—m)wx] ]
|

Logo
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0,se n #m,
7 (2.4)
L,se n=m.
De maneira analoga é possivel resolver a integral de
/L nmwx mrz
sen| —— | -sen T =
~L L L
0,se n# m,
7 (2.5)
L,se n=m.
/L nmwx mre) ., g
sen| —— | - cos x=0.
L L L
Os calculos feitos anteriormente servirao de auxilio para calcular a, e b,.
Continuaremos buscando encontrar a,,
flz) = 24 ia cos[ 28 ) 4 b, -sen [ ot
2 = L K L)
- . . nmwx , ]
Multiplicando a equacao anterior por COS(L)’ e fazendo também a integral

L nmx ag (L nmwx sl L kmx nwT
/_Lf@)'COS(L)d?U— 2/_LCOS<L>d:L“+k§1ak/_LCOS<L> -cos<L>d:p
L kmx nmx
+bk /—Lsen<L> ‘COS<L>dl‘.

Usando o resultado de 2.4, e sabendo que as outras integrais deram 0, temos

Determinando agora by,
flz) = @#—ia cos[ 28 ) b, -sen [ E
o2 g L " L)

. . nmT
Multiplicaremos agora a equagao por sen<L>.
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L L o0 L k

/_Lf(ilf)-sen<TTU>dx: C;O/_Lsen<nzx>dx+];ak/_]:cos<zx> .sen<anr>dx
L k

+bg; /_Lsen<zx> ~sen<n2x> dz.

Usando o resultado de 2.5

L nwT
/ f(:v)sen( 7 >dx:bn-L
by = L/ f(z sen(mm>dq:

Encontramos, entao, que os coeficientes de Fourier sao
1 (L
w = z/

o = [ g6 (L

7

by = / o

" A (L

2.2 Transformada de Fourier

dx,

)
)i

Neste capitulo, faremos um estudo a respeito da Transformada de Fourier. Estamos
acostumados a fazer graficos de fungoes e em algumas situagoes, fazemos tais esbocos
em funcao do tempo. Contudo, algumas situagdes nao podem ser expressas em funcao
do tempo, apesar de dependerem também do tempo, como é o caso das frequéncias de
radio por exemplo, onde a Transformada de Fourier reescreve uma fungdo que depende do

tempo em uma func¢ao de frequéncia.

Mais acima apresentamos a defini¢do e mais algumas informacoes a respeito das
Séries de Fourier e estamos neste momento introduzindo a Transformada de Fourier, essas
duas defini¢oes diferem-se pelo fato que a série de Fourier s6 é aplicavel para intervalos
periédicos, enquanto a Transformada é usada em casos mais gerais que sao chamados

aperiodicos, que é de um intervalo periédico porém, infinito.

Consideraremos a Transformada de Fourier de uma funcio f(w) = f(¢) absolu-
tamente integravel, ou seja, o médulo ou valor absoluto desta funcao também deve ser

integravel, onde a funcao ¢ denotada por f (.), como a expressao w € R.

Definigao 2.2.1. A Transformada de Fourier de uma fungio f:R —R ou f:R— (C) é
dada por

A

1 oo —iwt
flw)=—= | et
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Vw € R tal que a integral acima converge.

Iremos representar a fungao original por uma letra mintiscula e a sua variavel por x.
A transformada de Fourier iremos representar pela letra correspondente com um chapeu e
a sua variavel por w. Por exemplo, as transformadas de Fourier das fungoes f(x), g(x) e

h(z) serao representadas por f (W), g(w) e ﬁ(w), respectivamente.

Exemplo 2.2.1. Calcular a Transformada de Fourier de X (¢) = e~ -U(t).

Para resolver este exemplo usaremos a definicdo formal da Transformada de Fourier

que é dada por

= paye

— 00

Substituindo os valores da equacao na definicdo anterior temos que

fw)= T () e gy,

—00

A funcao U(t) é chamada funcao degrau, ela faz com que a Transformada assuma
valor 0 para todos os valores menores que 0 e 1 para os demais valores, desta forma iremos
restringir nosso intervalo de integragao. Usaremos o método da substituicao de variaveis

para resolver esta integral.

flw) = /04—00 et et gy
A too du
flw) = /0  Cltie)

4 iw)
flo) = et
flw) = 4;;.[e—(4+z‘w)+oo_e—(4+iw)o]
flw) = 4;1;-(0—1)
fo) =

Logo, é a funcao expressa com dominio da frequéncia.

44w
Teorema 2.2.1. (Linearidade) Sejam f,g:R — C fungoes absolutamente integrdveis e

a,beR, entao:

A

faf +bg) =af(f)+bf(g).
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Demostracgao

Aplicando a Transformada de Fourier em f (af +bg), temos

400 )
/_ flaf+bg)-e “tat

/+OO f(af)e_mdt—i—/_zoo f(bg)e_wdt

= a/+oof(f)-e_mdt+b/+oof(g) cem Wy
= af(f)+b/(9).

Teorema 2.2.2. Transformada de Fourier de uma Translagcdo Sejam f,g: R — C

funcoes absolutamente integraveis e a,b € R, entao:

A

F(f(t=a))(w) = e ™ F(f(t))(w).

onde a > 0 indica o valor da translagdo,ou seja, o quanto a funcao foi transladada.

Demostracgao

Comecaremos aplicando Transformada de Fourier direta

fIX(t—a)] = /+OO z(t—a) e “ldt.

—00

Fazendou=t—a, t=u+a, d—?:l

fix—a)= [ X()-e ey

—00

f[X(t —a)] = /_J;OOOX(U)ewu e~ wa g,
fIX(t—a)]=e e /+OOX(U) oW g,

—00

fIX(t—a)]=e ™" X (w).

Teorema 2.2.3. Transformada de Fourier de uma Dilatagdo. Sejam f:R — C

fungoes absolutamente integrdveis com a # 0, entdo:
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Demostracgao

X@w= [ )ty

—00
X)= = [ flw)- i
_271' - w e W.

Vamos aplicar a Transformada de Fourier em X (at),

fIX (at)] = /+OOX(at) ce g,

—0o0

U u
Chamando u = at, t = — e ainda dt = —,
a

fox(an) = [ X (e en

. p
i) = [ x(w)-e i

Ao aplicarmos a propriedade enunciada a seguir na transformada de Fourier, algumas
equacgoes diferenciais ordinarias podem ser transformadas em equacgoes algébricas, que

possuem complexidade reduzida.

Teorema 2.2.4. Transformada de Fourier das Derivadas Seja f: R — R continua

com Transformada de Fourier f(w).

1. Se f'(x) é seccionalmente continua e

lim | f ()] = 0,

z—0

entao

A

F)(w) =iwf(w).
2. Se f' é continua com f"(x) seccionalmente continua e

lim | f'(z)| =0,

z—0

entao

A A

F(F")(w) = —?f(w).

Demonstragao
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1. Aplicando a Transformada de Fourier

A

! _L +ooe—iwx/x T
f(w) = o= [ e e

Usando a integracao por partes, iremos chamar dv = f'(z) e u = e 7% fazendo os

célculos necessérios, temos que du = —iw-e~ " e v = f(x).

Substituindo, temos
. +o0 )
e f@)tE = [ () —iweT
—00

+o0 :
:O—iw/ f(z) e “*dx.

—00

A equacdo [T2° f(x) e ™% é exatamente a Transformada de Fourier de f(w). Assim,

concluimos a primeira parte da demonstragio, pois f () w) =iw f (w).

2. Para provar este item usaremos também o item (a),

FMw) = iwf(f)w)
= w-iwf(w)
= (w)*fuw
= Wf(w).

2.3 Convolucao de Funcoes

A Transformada de Fourier associada a convolucao de duas fungoes torna ambas
ferramentas ainda mais tteis. Para um melhor entendimento adiantamos aqui a defini¢do

de convolugao.

A convolugao de duas fungoes f: R — R e g: R — R, seccionalmente continuas,

limitadas tais que 77| f(z)|dz < 0o e [T20|g(z)|dx < 0o, é definida por

Definig¢do 2.3.1. Conwvolugdo de Funcées (f *g)(x) = h(x) = [T f(u).g(x —u)du,
para x € R.

Sabe-se que a Transformada de Fourier toma uma fungao f(z) e leva em outra
fungao f(w), por exemplo. J& a convolugao leva um par de fungoes em uma terceira funcgao.
Na Transformada de Fourier, trabalhamos com um intervalo infinito, neste sentido uma das
principais caracteristicas da convulacdo de uma funcgao é limitar este intervalo, facilitando
a resolucao de determinados problemas. Ilustraremos através das propriedades abaixo o

quao estas ferramentas sao 1teis quanto utilizadas juntas.
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Considere duas fungoes f e g. Sejam f * g a convolucao das duas funcoes e F' ha
Transformada de Fourier, de forma que f (f)e f (g9) sejam as Transformadas de Fourier

das fungoes f e g. respectivamente temos que

Do mesmo modo, temos

Demostracgao

Floi(t) xza(t)} = /+°° it U+°ox1(7)x2(t — T)dT] dt.

—o0 —00
Mudando o intervalo de integragao

/+OO x1(T) l/+oo e “Wlyo(t — T)dt] dr

—0o0 — 00

+00 '
:/ x1(T)zo(w)e ™ Tdr

+00 :
:xg(w)/ xi(T)e "“Tdr

= ro(w) /+oom1(7')e_iw

—0o0

= xa(w)x1(T).

2.4 Séries Convergentes

Uma série é uma soma s = aj + a2+ ...+ a, -+ ... com um nimero infinito de parcelas.
Para que isto faga sentido, poremos s = limy,_,o (a1 + ...+ ay). Como todo limite, este pode

existir ou nao. Por isso hé séries convergentes ou divergentes.

Definigao 2.4.1. Dada uma sequencia (a,) de nimeros reais, a partir dela formamos

uma nova sequencia (s,) onde

s1 =aq, So = a1+ ao, er) Sp =a1+az+...+ap,etc.

Os numeros s, chamam-se reduzidas ou somas parciais da série > a,. A parcela a,

é 0 n-ésimo termo ou termo geral da série.

Se existir limite s = lim,,_, S, diremos que a série > a, € convergente e s =3 a, =
>0l Gp=a1+az+...4+ap+... serd chamado a soma da série. Se lim s, nao existir, diremos
que Y a, é uma série divergente.

o0

As vezes é conveniente considerar séries do tipo Y02,

que comecaln com ag em

vez de aq.
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3 EQUACAO DO CALOR

Este capitulo é composto pelo problema da Equacgao do calor e sua solucao sera
encontrada a partir de dois métodos o primeiro serd via coeficientes de Fourier e o segundo
via Transformada de Fourier. Vale ressaltar que a primeira solucao sera dada dentro de

um determinado intervalo, enquanto na segunda consideraremos uma barra infinita.

Falando com uma perspectiva da fisica, a Equacao do Calor refere-se a um modelo
matematico que trata da difusdo do calor em determinados solidos. Esta equacgao é
apresentada por meio de uma EDP. Podemos encontrar a equacao do calor em diversas
areas dentro da matematica, como na estatistica, a equagao do calor esta vinculada com
o estudo do movimento browniano através da equacao de Fokker—Planck. Encontramos
mais a respeito desse assunto em Silva e Lima(2006). Esta aplicacdo tem como principais
referéncias Santos (2011) e Iério (2010).

3.1 Equacao do Calor via Série de Fourier

Nesta subsecao resolveremos a Equacao do Calor usando os coeficientes de Fourier,

ou 0%u
—_— =
ot Ox?
«, sendo a constante que depende do material que compde a barra, chamado de difusidade

térmica.

ot~ ¢ a2
u(z,0) = f(z), O<z<L

u(t,0) =Ty, wu(L,t)="T,

T1 e T5 referem-se as temperaturas nas extremidades da barra. Vamos considerar as

condigoes de contorno com 17 =715 = 0.

ou_ o
ot~ “oa?
u(z,0) = f(z),0 <z < L (Comprimento da Barra)
u(t,0) =0, u(L,t)=0.

Para resolver este problema, usaremos o método da separacao das variaveis, que consiste

em escrever a equacao do calor, como o produto entre as varidveis x e t. Assim
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u(z,t) = X(z)-T(t).

Sabemos que

82
Substituindo a equagao anterior em 4 Q—U, temos
0 ox 2

X(x)-T'(t) = ?X"(x)-T(t).

Fazendo a separacao de variaveis, ficamos com

(
X "(z ) T'(t)
X(z)  a?T(t)

Podemos observar que o lado esquerdo da igualdade depende exclusivamente de z,
enquanto o lado direito depende somente de ¢, para que isto seja verdade é necessario que

as equagoes sejam iguais a uma contante que chamaremos de A, ou seja,

X'(x)  T'()

X(z)  a2T(t)

de modo que

X//(x) _ )\ _ X//(x>
X(x) AX (z)
(MO U0

a?T(t) a2XT(t)

Obtemos, entao, duas equagoes diferenciais ordinarias com condic¢oes de contorno.

X"(x) = AX (2) =
T'(t) — a?X\T(t) =

0, X(0),X(L)=0
0
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X(0)=0e X(L) =0, pois a temperatura da barra nas extremidades é 0.

0=u(0,t)=X(0)-T(t) e 0=u(L,t) = X(L)-T(t).

Temos a seguinte EDO, X’ — A X (x) = 0, para resolvé-la iremos encontrar primeiro

as solugoes para sua equacao caracteristica, dada por:

X"(x)=AX(z)=r*—=X=0.

Resolvendo a equacio anterior, observamos que ela pode ter solucdes r = £v/A.

como A se trata de uma variavel, vamos analisar os trés possiveis valores que A pode assumir.

Se: A > 0, entdao a equagdo possui duas raizes reais distintas, logo a solucdo para a

EDO é dada por:

X(I) = C1€m + Cgefm.

Se: A =0, entdo a equacao possui duas raizes reais iguais, logo a solugao para a

EDO, é dada por:

X(z) = Cp-e"+Cy-e™
X(z) = C1+Cy(x)
X(z) = C1+Cy(2).

Se: A <0, entao a equagao possui duas raizes complexas e sua solucao sera

X () = Cysen(—VAz) + Cocos(—VAz).

Vamos entao analisar os casos apresentados anteriormente

Se A > 0, temos que a solucao é dada por:

X(z)= CreV™ 4+ Che Ve,

Fazendo x =0 e X =0, temos

0=0_C1+co.
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ou seja,
Co = (1.

Assim, podemos escrever a solu¢ao de uma outra maneira,
X(z)= CreV™ — e Az

X(z)=C4 (eﬁx — e_ﬁm) :

Fazendo x = L e X =0, ficamos com

@] (eﬁL - eﬁL) =0.

Se x1 # 0, entao
VAL _ V=L

(&

O caso anterior s6 é possivel se A =0, o que nao pode ser verdade ja que consideramos
A>0.

Se: A=0

A solugao para este caso é dada por

X(z)=Cq+ Caz.

Fazendo x =0 e X =0, temos

0=C1+Cs0
C1=0.

Assim X (z) = Cyz, fazendo agorax =L ez =0

CyL =0
Co=0.
Esta solu¢ao nao nos interessa, pois é trivial.

Se: A <0

A solugao para este caso é dada por:

X (z) = Cysen(—VAx) 4 Cy cos(—VAz)
0 = Cysen(—VA0)Cy cos(—V/A0)
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Cy=0.

Logo,
X (z) = O sen(—VA0).

Fazendo agora x — L e X =0,

Cysen(—VAL) = 0.

Se ¢1 # 0, entdo —V AL = nm, para n = 1,2,3..., pois 0 seno assumiré valores iguais
a zero para todos esses numeros. Com as analises feitas anteriormente para as condig¢oes

de contorno, X (0) =0 e X (L) =0, percebemos que somente para A < 0 nao obtivemos
2.2

solugoes triviais, ou seja, iguais a zero. Além disso para A <0, A = , n=1,2,3...

1.2
Substituindo-se estes valores de A concluimos que o problema de valores de fronteiras

tem solugoes fundamentais, dadas por

—n?n?
XTL('T) L2
Na equacdo T'(t) — a?AT(t) = 0, temos
an’n?
(1) # L o
22

—Nn“w

que tem solugao fundamental T, (t) =e > paran=1,23...

Logo, o problema

e
ot -« Ox?
uw(0,t) =0, w(L,t)=0

nrT a2n2x2

tem as seguintes soluc¢oes fundamentais uy,(x,t) = X, (x) - T,(t) = sen ¢ L2 " para
n=1,23..

3.2 Equacao do calor em uma barra infinita

Queremos encontrar a fungdo que descreva a temperatura da barra, isto em funcao

da posicao e do tempo. Assim, resolveremos o problema de valor inicial abaixo.

2
ou a20 U

ot 0a?
u(z,0) = f(z) eR
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Vamos supor que exista a transformada de Fourier da solugaou (x,t) em relagao a

ou Ou 0%u

ot Oz’ Ox2
hmx_>ioo|a“|—0 e [T f(2)]dx < oo.

variavel z e suas derivadas — Além disso, vamos supor que limg_, 4 |u(z,t)| =0,

Para solucionar o problema da equagao do calor para a barra infinita, iremos aplicar

a Transformada de Fourier para a variavel x.

A Transformada de Fourier é dada por:

u(w,t) Wy

Desta forma a variavel de integracao sera x, e tanto w, como t iremos considerar

como constantes.

—u(x, t), temos

ot

+oo 8u

v

Aplicando a Transformada em
e Ty,

Podemos observar que temos uma derivada parcial, em relacao a t, porém t é

constante e podemos colocé-la para fora da integral, assim:

t)e_i“’xd:v> _Ou (w,t).

0 +oo
m(m/m ! ot

2

u
2—2($, t), temos
x

Aplicando a Transformada em «

+00 62

t)e T dy.
vV 2 / [e%) 81‘2 )
Usando a propriedade da linearidade podemos retirar a constante o da integral

Usando agora a propriedade da Transformada de Fourier das Derivadas, podemos

escrever nossa equagéo COo1mo

—uw? 1/+Oou(x t)e “dz | = —w?a(w,t)
V21 J—o0 7 e

Assim, ficamos com

o1l
ot
i(z,0) = f(w) weR

—(w,t) = —aw?i(w,t) weRt>0
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Se fixarmos w, teremos uma equacao diferencial ordinaria.

Escrevemos

A equacao anterior é uma Equacado Diferencial Ordindria, e além disso linear e

homogénea, que pode ser resolvida usando o método de separagao de variaveis.

y = —ko’y

1
/f-y/:/—szdt
Y

Iny(t) = —kw’t +c(w)

2
elny(t) _ e—kw t

y(t) = A(w) - e7Ht
Aw,t) = Aw)e ™", a(w,0) = Aw) = f(w)

~ n —kw?t
U(w,t) = f(w)e .
Conseguimos encontrar entao a transformada de 4(z,t), contudo estamos buscando
a funcdo u(x,t) que descreve a temperatura em cada ponto da barra. Para isto, iremos

aplicar a transformada inversa de Fourier, e temos:

A A

fla(e,t)) = f<f<w>e*’fw2f>

2 .
(l’ t fkw t, oW g

-

O problema anterior é composto pelo produto de duas fungoes, onde uma é a trans-
7/ — 2 ~ 1. ~ .
formada e a outra é e *"t. Entdo, para auxiliar na resolucio, usaremos uma propriedade

da Transformada que diz respeito a convolugao de funcgoes.

f(f*9) = Ve f(w)j(w).
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Vamos aplicar novamente a transformada inversa na transformada da convolugao,

ou seja,

FA(Fx9) = f(Verf(w)g(w))

frglx)=vV2rF 1 (f(w)jw)).

Podemos observar que (f *g)(z) = v27E 1 f(w)§(w) ¢ exatamente igual a
1
e caso exista uma fungao g(w)

1 +oo —kw?t  —iwz
— ) w)e e dw, a menos da contante
\/27rf fw) Vim

. w2 .
cuja sua transformada seja e "t Assim, podemos escrever

u(a,t) = j_f*g< ).

Usando o resultado

w2

buscaremos escrever a funcao e ¥t de maneira semelhante a 76 2,
a

Ja que encontramos g(x), iremos reescrever a fungao wu(z,t),

u(z,t) /+°° Fw)e Rt emim gy
\/ 2w

+OO 1 —(co—9)?
f g(x / —-e W ds
\/ \/ 2T \/ 2kt
Assim encontramos que a soluc¢ao da Equacao do Calor em uma barra infinita é

dada por

— T 82
(4kt) ds.

u(wt) === [ fs)e
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4 EQUACAO DA ONDA

Este capitulo é composto pelo problema da Equacao da Onda, Para a sua resolucao
escolhemos dois métodos, o primeiro método aplicado é a solucdo via coeficientes de Fourier

e no segundo método resolvemos o problema usando a Transformada de Fourier.

A Equacao da Onda é um problema recorrente dentro da matematica aplicada, é
comum que este problema apareca na maioria das questoes envolvendo propagacao de
ondas em um meio continuo, podemos citar por exemplo as ondas acusticas, ondas da
agua, ondas eletromagnéticas, entre outras, que costumam basear-se no presente problema.
Neste capitulo vamos nos atentar as vibragdes de uma corda elastica. Esta aplicacao tem

como principal referéncia Santos (2011) e Iério (2010).

4.1 Equacao da Onda Unidimensional

Queremos mostrar que cada ponto de uma corda elastica homogénea como funcgao
da posicao e do tempo, u(z,t), satisfaz a equagao diferencial apresentada a seguir. Para
nos auxiliar, inserimos também algumas condi¢oes para esta equagao.

0%u 9 0%u
— = ——
ot? Ox?

u(z,0) = f(z), ?;Z =(z,0)=g(x),0<z<L

u(0,t) =0, u(L,t)=0

A terceira condicao quer nos dizer que a amplitude da corda é zero nas suas
extremidades. Além disso, L estd associado ao comprimento da corda e u(x,t) refere-se
ao deslocamento vertical da corda no ponto x, em um determinado instante ¢, e a > 0
é uma constante que depende do material da corda. Nao iremos considerar efeitos de

amortecimento como a resisténcia do ar.

Para resolver este problema, usaremos o método da separagao de variaveis, que
consiste em escrever a Equacao da Onda Unidimensional como o produto entre as variaveis

T e t, assim temos

Sabemos que

= =X(z)-T"1) (4.1)
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*u
502 = X"(@) T(). (4.2)

Substituindo na equacao 4.1, ficamos com
X(x)-T"(t) = a*X"(2)-T(t).
Fazendo a Separacao de Variaveis, temos

X//(x) _ T//(t)
X(z) a2T(t)

Vamos supor que X (z) e T(t) sao diferentes de zero, pois se eles fossem zero o
problema néao iria atender as condigdes de contorno, exceto se X (x) e T'(t) fossem nulas,
contudo este problema teria uma solugao trivial.

Podemos observar que o lado esquerdo da igualdade depende exclusivamente de z,
enquanto o esquerdo depende somente de t.

Para que as duas sejam iguais entre si, é necessario que as equagoes sejam iguais a

uma constante que chamaremos de A, ou seja,

X”(x) B T"(t)

X() a2T)
De modo que
X”(I‘) B X”(.T)
X)) T AKX ()
T”(t) T”(t)

2T T 22T

Obtemos, entao, duas equagoes diferenciais ordinarias com as condigbes de contorno

X"(x)=AX(z)=0, X(0)=0, X(L)=0
T"(t)—a®XT(t) =0, T'(0)=0

(4.3)

As condigbes de contorno X (0) =0 e X (L) =0 decorrem do fato de que a corda

estd presa nas extremidades, ou seja,

0=u(0,t) = X(0)-T(t) e 0=u(L,t) = X(L)-T(L).
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Além disso se T'(t) fosse 0, a nossa solugao seria sempre nula, o que nao é interessante.

A equacdo 4.4, com as condigoes de contorno, foi resolvida no problema da equacao
do calor em uma barra com condigoes homogéneas. E tem solugoes identicamente nulas se

e somente se

2,2
—nm
A = T,n: 1,2,3
E tem solugoes fundamentais
nmwx
X(x) =sen——.
(x) =sen 7
—n?n?
Se substituimos \ = T,n =1,2,3, na equagao 4.4, obtemos
T"(t) —a*XT(t) =0
2,2
—nm
T'(t) — a*( 72 )T =0
2,2 2
a*n*m
T"(t) + 72 T(t)=0.

Temos agora uma EDO que podemos resolver usando uma equagao caracteristica.

2,22
9 am m
ro+ = 0
L
a’n’n?
r = =+
L
anTi
r =
L

Como encontramos duas raizes complexas, escrevemos a solucao da EDO da seguinte

forma

antt antt
+ co sen i

T(t) =c; - cos

Queremos encontrar as solugoes para T'(t), para isso iremos calcular a derivada
T'(t), e em seguida aplicar T7"(0) = 0.

Derivando em relagao a t, temos
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t t
T(t) = cjcos UL cosen C”ZT
T’(t) _ . anm sen anmt np anT cos anmt
- L L 7L L
ant | anm
Como CQT é constante, chamaremos CQT = c3.
Aplicando T7(0) =0,
0 anm anm( n anm(
= —cj——sen 3 COS
YL L OTL
0 = 0+c3
c3 = 0
Assim, concluimos que
anmt
T.(t) = cos 7
Logo o problema
0%u 202u
— = —
ot? Ox?
ou

u(0,t) = u(L,t) = 0; (,0)=0, 0<x <L

ot

tem solugoes fundamentais

t
up(z,t) = Xp(x) - Tp(t) = sen<nzx> cos(cwz7T > paran=1,23...

Assim, a solugdo sera dada pela Série de Fourier

N N
u(z,t) =Y Cplp(z,t) =Y Cy sen?cos argrt. (4.4)

n=1 n=1

Aplicando a condigao inicial u(z,0) = f(x), temos

nmtx

f(z) =u(z,0) = i CnsenT.
n=1
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Usando o corolario

Cp= 7 / )sen —dw

temos a seguinte relacdo trigonométrica

cos(A)-sen(B) = ;{sen(B — A)+sen(B +A)}

Fazendo o uso dessa relacao, vamos reescrever a solucao geral do problema, e temos

Up(z,t) = cos

B 1 nrxr  anmt n n7rm+an7rt
= 3 sen 7 7 sen 7 7

1 [sen (x —at)nm (x+ at)mr] ‘

I +sen i

Substituindo este resultado em 4.4, temos

w(ot) — n(z—at) & nw(x+at)>

(2_:0 senT—l—Zsen 7

n=1

(f(x—at)+ (x+at)).

N~ N

4.2 Equacao da Onda em uma dimensao

Vamos resolver o problema da equagdo da onda em uma dimensao dada por

9%u 82

i c? o 5,2 € R, para isto usaremos a Transformada de Fourier.
0? 0?
—Z = CQ—Z, reR
Ox ox 9 (4.5)

u(a:,O) = f(l’),a(l’,o) :g($),ZL’ eR

Vamos comegcar resolvendo a Equacao Diferencial Parcial apresentada anteriormente.
E importante ressaltar que estaremos aplicando a Transformada de Fourier no espaco, ou

seja, estarmos calculando a Transformada em z.

Aplicando a Transformada de Fourier dos dois lados da igualdade, e a propriedade

da Transformada de Fourier das derivadas somente do lado direito, ficamos com
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f(utt) = f(c2um)
Gy = A(iw)*a
Uy = —2W%
Uy + A+’ = 0.

Podemos notar que a equacio iy + ¢ + w4 = 0 é uma EDO, uma vez que temos a
derivada em relacao a uma so variavel que no nosso caso é t. Além disso, esta EDO ¢é de

segunda ordem linear e homogénea, e podemos resolvé-la usado a Equacao Caracteristica.

n++w?+a = 0
P+l4w? = 0

r = 4/ —c2w?

r = Hicw.

Como o resultado é complexo, a solugao sera escrita em fungao de seno e cosseno.

De modo que

W(w,t) = A(w) cos(cwt) + B(w) sen(cwt). (4.6)

Os coeficientes A e B podem ser fungoes de w.

Usaremos o fato que u(x,0) = f(x). Aplicando a Transformada de Fourier de ambos

os lados, temos que

A

flu(z,00) = f(f(x))
a(w,0) = f(w).

Substituindo o resultado anterior em 4.6, temos

(w,0) = A(w)cos(0)+ B(w)sen(0).
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Por enquanto escrevemos nossa solucao da seguinte forma

G(w,t) = f(w)cos(cwt)+ B(w)sen(cwt). (4.8)
Usando agora a segunda condicao inicial do problema e aplicando nela a Transfor-

mada de Fourier, temos

u(2,0) = g(x)
Flug(2,0) = f(g(x))
it(w,0) = g(w).

Calculando a derivada em relacao a t em 4.8, obtemos

Gp(w,t) = —cwf(w)sen(cwt)+ cwB(w)cos(cwt). (4.9)

Substituindo us(w,0) = §(w), em 4.9 ficamos com

u(w,0) = —cwf(w)sen(0)+ cwB(w)cos(cwt)
u(w,0) = cawB(w)=g(w)
Bw) =

(609

Como encontramos A(w) e B(w), podemos escrever a solucao da seguinte forma

(w,t) = fcos(cwt) + = sen(cwt). (4.10)

cw
Este resultado corresponde a solucao da EDO associada com a Transformada
de Fourier. Contudo a solugdo ainda nao foi encontrada, pois queremos determinar a
fungao u(x,t) que satisfaga nosso problema. De modo que possamos dizer que u(zx,t) é a
Transformada Inversa de @(w,t). Para isto daremos continuidade aplicando a Transformada

Inversa de Fourier, assim temos

f(w) cos(cwt) + Q(Ez:)

u(x,t) = \/127/0:00

sen(cwt) | e dw. (4.11)




Capitulo 4. EQUACAO DA ONDA 36

Esta é a solucao integral do problema, mas é possivel organiza-la de modo a

simplificar a expressao. Podemos comecar separando-a em duas integrais,

_ tee 15 iwt oo g(w) iwt
u(z,t) = /_OO Ef(w)cos(cwt)e dw—i—/_oo - ,sen(cwt)e"™" dw
u(a,t) = f(f(w)cos(cwt))+ f C(w)sen(cwt))
o 0 4 =i
Vamos resolver f~1(f(w)cos(cwt)) usando cos(f) = — Desta forma, pode-

mos escrever

flw)cos(cwt) = J?(w)<ec“’“—i—26_m>
= ; [f(w)ec“’” + f(w)ecm] |

Aplicando a propriedade f(z —a) = f~1(e”™f(w)), obtemos

;(f(:v+ct)+f(x—ct)>.

A

Logo, f~1(f(w)cos(cwt))

l\')\r—t

[ (x+ct)+ f(x —ct)]
(w

(60V)

~—

N

Vamos agora resolver f ( sen(cwt)) Para isso, comecaremos supondo que

p = %(g(:c—i-ct)—g(:c—ct)).

Aplicando a Transformada de Fourier,

F(PE2) = F(gptate e -ata ).

Usando a propriedade da Transformada de Fourier da derivada, temos
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1
Logo, se h(,t) = 5 [t g

1 ot A et A

e[ — ()
1 zwct fzcwct A

cw2@< )g(w

?]((U) zwct —iwct
“(= )

g) sen(cwt).

cw

(s)ds, entdo a Transformada h(w,t) é dada por

(w) = sen(cwt).

Assim h(z,t) é a funcio que estamos procurando e h(w,t) a funcao Transformada.

Portanto a solucao da equacao da onda em uma dimensao é

(1) = ;(f(a:Jrct) + e —ct) +

1 xr—ct p
QC/erct g(s)ds.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Como foi dito na introdugdao a motivacao para este trabalho foram alguns estudos
a respeito da disciplina de EDP. Neste sentido, nossa pesquisa foi direcionada para usar a
transformada de Fourier para resolver as Equagoes do Calor e também a Equacao da Onda,
para desenvolver tais aplicagoes fizemos estudos a respeito de conceitos como série de
Fourier e seus coeficientes, transformada de Fourier, bem como suas propriedades e, além
disso, pesquisamos um pouco a respeito da convolucao de fungoes. Estudar os itens citados
anteriormente possibilitou-me aumentar meu conhecimento acerca da matemaética, uma

vez que tais topicos nao sao tratados nas disciplinas obrigatorias do curso de graduacao.

Tal trabalho permitiu, também, que eu pudesse consolidar conhecimentos adquiridos
durante a graduacao, podendo citar aqui aprendizados do calculo, metodologia da pesquisa,
EDO, entre outros que as vezes sao muito sutis. Esta pesquisa ajudou-me também com o

meu desenvolvimento enquanto pesquisadora.

A matematica é uma ciéncia muito vasta que permite a abordagem de um mesmo
problema sob muitas perspectivas distintas. O objetivo deste trabalho foi desenvolver
a Equacdo da Onda e do Calor usando os métodos de EDP, sendo que usamos duas
estratégias distintas para cada aplicagdo que foram os métodos da Série e Transformada

de Fourier.

Assim, encontramos que a Equagao do Calor usando coeficientes de Fourier tem

solucao:
2,2 2

QN T

un(x,t) = Xp(x) - Ty(t) = sen n%e 12 ' paran=1,2,3..

Para a equacéo do calor em uma barra infinita, usamos a Transformada de Fourier

1 +00 —(z—s)"
= Qkﬂ-t /; f( T4kt dS

Para a Equacao da Onda o resultado usando os coeficientes de Fourier, foram:

e encontramos:

u(z,t)

(f(x—at)+ f(z+at)).

N —

E, por fim, para a Equacao do Onda usando a Transformada de Fourier, encontra-

mos a seguinte solucao:
~ 1 xr—ct
u(z,t) = (f($+0t) flz—ct)+ 2*/ g(s)ds.
C Jz+ct

Existem ainda uma infinidade de outras aplicagoes que podemos desenvolver tendo

como objetivo aprimorar nossos conhecimentos em EDP, podemos citar aqui o problema
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2 2
da Equacao do Calor em duas dimensoes, por exemplo, dada por % = (% + g—yﬁ)

Outro importante trabalho desenvolvido em relagdo as EDP’s é a Tese de Almeida
(2021) que trata a respeito da estabilidade orbital de solugoes de ondas viajantes periddicas
para as equagoes de Kawahara e Kawahara regularizada. Natali (2007) também desenvolveu
um estudo em sua Tese sobre Propriedades de Positividade e Estabilidade de Ondas
Viajantes periodicas. Ambos os trabalhos citados anteriormente tém bastante relevancia e

sao uteis para quem deseja obter conhecimentos mais avangados em relagao as EDP’s.

Outros conhecimentos, objetivando dar continuidade a essa pesquisa, podem ser
obtidos estudando a Equacao de Laplace que também se trata de uma EDP, esta é uma
equagao diferencial eliptica que pode ser usada em varios ramos da matematica e também

da fisica, como astronomia, electromagnetismo, mecanica dos fluidos.
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