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Nuvens ndo séo esferas, montanhas nao séao
cones, litorais ndo s&o circulos, a casca da
arvore néo é lisa e tampouco a luz viaja em linha
reta.

Benoit Mandelbrot



RESUMO

Esse trabalho apresenta um estudo introdutério acerca dos fractais que sao
figuras irregulares com certas caracteristicas. Alguns personagens que
contribuiram com diversas descobertas para geometria fractal foram Benoit
Mandelbrot, George Cantor, Wanclaw Sierpinski, Helge Van Kock, Felix
Hausdorff. Inicialmente foi explicitado um panorama histérico sobre Benoit
Mandelbrot considerado o pai da Geometria Fractal. Foram elucidadas as
caracteristicas primordiais de um fractal, dentre as quais estdo a
autossimilaridade, complexidade infinita e dimenséao fractal, e as mesmas foram
classificadas como fractais deterministicos, fractais gerados por computador ou
até mesmo fractais aleatorios. Esta pesquisa da énfase a dimenséo fractal, pois
tem como objetivo conceituar e exemplificar a respeito da existéncia de objetos
de dimensédo decimal e curva de comprimento infinito. Dessa forma, foram
trazidas essas discussdes e explanados exemplos utilizando fractais conhecidos
como, por exemplo, o Conjunto de Cantor, a Curva de Koch, o Triangulo de
Sierpinski e a Curva de Peano, e posteriormente foi abordado a aplicabilidade
na medicina para diagnosticar algumas doengas e tipos de cancer e/ou utilizar
na sala de aula como motivagdo para ensinar progressdes geomeétricas,
evidenciando a versatilidade no ensino dos fractais.

Palavras-chaves: Fractais. Benoit Mandelbrot. Dimensao Fractal.



ABSTRACT

This work presents an introductory study about fractals that are irregular figures
with certain characteristics. Some characters who contributed several discoveries
to fractal geometry were Benoit Mandelbrot, George Cantor, Wanclaw Sierpinski,
Helge Van Kock, Felix Hausdorff. Initially, a historical overview of Benoit
Mandelbrot, considered the father of Fractal Geometry, was explained. The
primordial characteristics of a fractal were elucidated, among which are the self-
similarity, infinite complexity and fractal dimension, and they were classified as
deterministic fractals, computer generated fractals or even random fractals. This
research emphasizes the fractal dimension, as it aims to conceptualize and
exemplify the existence of objects with a decimal dimension and an infinite-length
curve. Thus, these discussions were brought and examples were explained using
known fractals such as, for example, the Cantor Set, the Koch Curve, the
Sierpinski Triangle and the Peano Curve, and later the applicability in medicine
to diagnose some diseases was addressed and types of cancer and/or use it in
the classroom as a motivation to teach geometric progressions, showing the
versatility in teaching fractals.

Keywords: Fractals. Benoit Mandelbrot. Fractal Dimension.
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1 INTRODUGCAO

O mundo que conhecemos sempre foi regido por leis, regras, principios,
padrdes, conceitos e definigdes. Sendo assim, historicamente falando, foi
perceptivel a necessidade de estudar tudo a nossa volta, o que a todo momento
gerava uma informagao nova e/ou uma nova descoberta, um novo conceito. No
estudo dos fractais, nao é diferente. Assim como afirma Mandelbrot (1977 apud
Stewart, 1991, p.232) em The Fractal Geometry of Nature: “Nuvens nao séo
esferas, montanhas ndo séo cones, litorais ndo séo circulos, a casca da arvore
nao é lisa e tampouco a luz viaja em linha reta”. Portanto, com um olhar mais
rigoroso sobre as formas da natureza, a Geometria tradicional, como a geometria
euclidiana, ja nao é capaz de pautar essas novas descobertas expostas na frase
de Mandelbrot.

Os fractais foram considerados nos ultimos séculos por diversos
pesquisadores e em diferentes objetos, mostrando a sua vasta area de estudo e
suas aplicabilidades no que diz respeito a modelagem dos fractais que podem
ser descritos matematicamente. Eles podem ser aplicados, por exemplo, na
Topologia, na Teoria dos Numeros e nos Sistemas Dinamicos, e estao ligados
também a uma outra ciéncia denominada caos, que, em um certo sentido, estuda
irregularidades, aleatoriedades, imprevisibilidades e ainda aquilo que é cadtico.
O termo “fractal” deriva do latim que significa “irregular, quebrado” criado por
Benoit Mandelbrot em 1975.

Os fractais, apesar de figuras irregulares e de diferentes formas, ainda
assim tém caracteristicas que sao importantes destacar. A autossimilaridade de
um fractal, que por muitas vezes chega a nao ser perceptivel a olho nu, é quando
uma “porcao de uma figura ou de um contorno pode ser vista como uma réplica
do todo, numa escala menor” (Andrade, 2008, p.2). Essa caracteristica ocorre
quando um fragmento do fractal consegue ser igual ou muito semelhante a figura
completa. Uma outra caracteristica também presente nos fractais é a sua
complexidade infinita, onde a representacédo de um fractal se torna complicada,
pois sdo figuras que tém detalhes infinitos mesmo que apenas um fragmento
pequeno delas seja analisado. Ambas caracteristicas fazem mengao ao que
chamamos de dimensao fractal, objeto principal de estudo desta pesquisa.
Apesar da palavra dimens&o estar ligada ao conceito da Algebra Linear de

dimensao de espaco vetorial, que € um numero inteiro nao negativo, aqui,
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dimenséo fractal podera assumir valores decimais, o que é contra-intuitivo. Esse
conceito esta associado ao numero de coordenadas necessarias para descrever
uma forma euclidiana. Isso ficara claro durante a elaboragcédo desta pesquisa.
Dito isso, foram utilizados para trazer contribuigcbes para o trabalho autores
(STEWART, 1991; DOLCE e POMPEO, 2005).

No Capitulo 2, é retratado um panorama historico relatando sobre Benoit
Mandelbrot e sua relagdo com a matematica, principalmente com a geometria
fractal e trazendo pontos da geometria euclidiana para fins de compreender onde
os fractais estao inseridos, e, além disso, o capitulo foi finalizado mostrando e
classificando os fractais.

No Capitulo 3, foram expostas a dimensao euclidiana e a dimensao fractal
a fim de comparar, mostrar e verificar as caracteristicas de ambas. Assim como
foi falado sobre Felix Hausdorff e a motivagao que levou a definir a formula para
mensurar a dimensao fractal.

No Capitulo 4, sao apresentados exemplos aplicando essa férmula em
fractais conhecidos como Conjunto de Cantor, Curva de Koch, Triangulo de
Sierpinski € a Curva de Peano.

No Capitulo 5, é falado das vastas areas de aplicagdes dos fractais
principalmente na medicina e na sala de aula.

Por ultimo, é ressaltado sobre a relevancia dos fractais para a sociedade.

Feitas essas consideragdes, pretendemos apresentar neste trabalho o
conceito preciso de dimensao fractal, com exemplos claros e didaticos,
objetivando responder a seguinte questao norteadora: Existem objetos de

dimenséao decimal e curvas de comprimento infinito e area nula?
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2 PANORAMA HISTORICO

A Geometria dos Fractais esta presente, por exemplo, na desordem da
atmosfera, turbuléncia e fluidos, variagdo populacional de espécies, oscilagdes
do coragao e cérebro e interligagdes microscopicas de vasos sanguineos. Mas
tais descobertas foram desdobrando-se durante o ultimo século por diversos
matematicos, dentre os quais o matematico polonés Benoit Mandelbrot é
considerado o pai dos fractais, assim como autor do nome fractal que tem como
significado o “quebrado”.

Mandelbrot nasceu em Varsévia em 1924, advindo de uma familia judia.
Fugiu da Polénia em 1936 por causa dos nazistas e encaminhou-se para Franga
onde ingressou na Escola Normal que tinha grande prestigio entre os franceses.
Durante a passagem de Benoit pela escola, ele foi alvo de criticas devido ao seu
interesse e facilidade na matematica e, especificamente, na geometria.

Esses talentos demonstrados por Mandelbrot chamaram atengdo do
grupo Bourbaki que foi um codinome coletivo criado pelo matematico russo
chamado Nicolas Bourbaki em meados de 1930. O grupo era composto
principalmente por matematicos franceses como, por exemplo, Claude
Chevalley, Jean Delsarte, Jean Dieudonné, e René Possel que consideravam

que a matematica francesa necessitava adquirir um certo rigor e linearidade.

“[...] O conteudo apresentado em seus livros segue uma organizacao
absolutamente linear, de modo que toda e qualquer referéncia a partir
de um dado item s6 pode ser feita a um item apresentado
anteriormente, no mesmo livro ou em livro anterior de Bourbaki. A
l6gica prevalente, portanto, € a de se estar sempre em um percurso
que vai do geral para o particular, reforcando a pretendida unidade na
matematica. [...]" (ALMEIDA, 2005, p. 375)

O grupo era interessado na matematica pura e objetivava publicar de
forma anbénima os resultados dos seus estudos a respeito da matematica,
desejavam fornecer as “armas” que, de algum modo, pudessem contribuir para
a evolugcao da sociedade mediante as vivéncias da época. Eles deixaram
diversas contribui¢gdes importantes principalmente para a geometria, a algebra,
a teoria dos conjuntos. O grupo atuava em segredo por causa do receio de
controvérsias de seus estudos, assim como seus integrantes nao podiam utilizar
os conhecimentos compartilhados durante os congressos para beneficio préprio.

Vale ressaltar que os membros eram desligados automaticamente do grupo
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assim que completassem 50 anos e que o grupo ainda existe e os volumes mais

recentes foram publicados em 1998 e 2012.

Figura 1: Grupo Bourbaki

Fonte: Revista Mnemosine — USP

Posteriormente, Mandelbrot adentrou numa Escola Politécnica e passou
alguns anos envolvido no grupo Bourbaki que resultou na sua transferéncia para
os Estados Unidos, onde passou a lecionar economia e engenharia. Dentre as
suas principais contribuicdes para a matematica, estdo os fractais, denominados
por Mandelbrot com intuito de nomear essas formas e objetos que nao possuem
dimenséo euclidiana, o que fez originar a Geometria Fractal.

Euclides da Cunha (1866 - 1909) foi o matematico grego que desenvolveu
0s aspectos que compde a geometria euclidiana plana constituindo pela obra
“Os Elementos” que trazem definicbes sobre ponto, reta, plano, postulados e
axiomas. Sendo assim, quando essa geometria nao foi capaz de explicar ou
descrever fendbmenos naturais, como o crescimento das arvores, a linha de uma
costa maritima, as nuvens, montanhas, é quando se faz necessario uma nova
forma que consiga alcancgar tais objetivos. Assim, surge a geometria fractal
advinda da irregularidade, do caos, do aleatério. Tal geometria foi estudada por
diversos matematicos como Giuseppe Peano, Helge Von Koch, Waclaw
Sierpinski e Benoit Mandelbrot, trazendo diversas contribuicées e propriedades
existentes dos fractais, por exemplo, a autossimilaridade, que é a capacidade de
uma figura menor representar exatamente a figura maior, como € o caso do
Triangulo de Sierpinski. Assim, quando aproximada, essa estrutura repetitiva traz

consigo caracteristicas que representam o todo. Outra caracteristica presente
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nos fractais € a complexidade infinita, pois o fractal tem um numero infinito de
iteracdes que geram o que chamamos de dimenséo fractal.

Na geometria euclidiana, as figuras ou objetos podem ter como dimensao
os numeros 0, 1, 2, 3, ..., n que estao relacionados ao espago no qual estado
inseridos. Por exemplo, o ponto tem dimensao 0, uma reta tem dimensao 1, um
plano tem dimensao 2, figuras soélidas tem dimenséo 3 e na dimenséo fractal,
além dessa dimensao euclidiana, ha a dimensao fractal voltada para o espago
que a figura ocupa e os infinitos detalhes que nela ha, assim como ocorre na
Curva de Koch. Helge Von Koch foi um matematico polonés que contribuiu com
a famosa curva de Koch que é construida partindo de uma reta que, dividindo-
se em trés segmentos, que por sua vez os segmentos intermediarios sao, entao,
substituidos por dois segmentos semelhantes que vém a formar os lados de um

triangulo equilatero menor como na imagem abaixo:

Figura 2: Niveis da Curva de Koch
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Fonte: CRUZ (2008 - p.15)
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Observando a figura, podemos compreender que a Curva de Koch utiliza
mais espago que uma curva normal por causa dos detalhes que surgiram durante
as iteragoes da figura. Isso nos mostra que, se pensarmos intuitivamente em um
numero que representasse a “dimensao” dessa curva, certamente esse numero
seria maior do que 1 (a dimenséo da reta). Agora, note que a curva utiliza menos
espaco que um plano e, portanto, podemos também pensar que esse numero
nao ultrapassa 2 (a dimensdo de um plano). Assim, a “dimensao”, que
chamaremos em breve de dimenséo fractal, da curva de Koch é um numero que
esta no intervalo (1,2), pois sua dimensao € maior que a dimensao de uma reta
(igual a 1) e menor que a dimensao de um plano (igual a 2). Logo, a figura tem
uma dimenséao decimal.

George Cantor (1845 - 1918) foi um matematico russo que ficou conhecido
por suas contribuicbes para teoria dos conjuntos e também para os fractais, na
construgcao do Conjunto de Cantor ou Poeira de Cantor que consiste na retirada
repetida de um terco central de uma sucessao de linhas que se iniciaram com
um segmento de reta de comprimento unitario 1. Assim, constroi-se uma série
de intervalos que reproduzem esse mesmo processo nos segmentos dando
origem a segmentos cada vez menores. Por ser um processo infinito de
construgdo, podemos observar que o conjunto de cantor tem tamanho “nulo”,

pois, em cada etapa, € retirado um tergco médio dos segmentos.

Figura 3: Niveis do Conjunto de Cantor
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Fonte: PATRICIO (2014 - p.5)

Essas s&do apenas algumas das diversas percepg¢des matematicas

famosas construidas com o decorrer dos anos. Esses conhecimentos remetem
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a uma caracteristica deterministica para os fractais, a dimensao fractal. Essa
dimensao, que nao segue os “padrdes” euclidianos, rompe a forma de como
enxergamos 0s objetos, pois tal complexidade € visivel nos mais pormenores
locais e elementos, como, por exemplo, nos 6rgaos do corpo humano, na
natureza e inclusive na formacao de desastres naturais, como furacoes ou ondas
gigantescas. Dito isso, referindo-se ao caos, € algo presente nessa geometria. A
teoria do caos, que € uma ciéncia aplicavel em varias areas, vem contribuindo
de forma significativa na compreensdo do mundo em que vivemos. Na mitologia
grega, antes de tudo, havia apenas o que era denominado Caos, o deus
primordial que originou o nosso mundo e suas personificagbes denominadas
deuses primordiais como Gaia (Terra ou Mae-Terra), Tartaro (o abismo), Eros (o
Amor) e Erebo (as Trevas) e suas relacdes originaram deuses poderosos e seus
confrontos geraram desastres descomunais, ou seja, o caos concebeu tais
fendmenos considerados inexplicaveis em que nédo ha previsibilidade dando
origem a Teoria do Caos que objetiva compreender, explicar e justificar

fendmenos que anteriormente ndo havia explicagdo e que sdo imprevisiveis.

“[...] O caos acontece na meteorologia, na irregularidade da pulsagao
cardiaca, no gotejar de uma torneira, nas montanhas, nas arvores, no
crescimento populacional, no partir de um copo no chao, no mercado
financeiro, no movimento das placas tecténicas, entre outros. Na
natureza, antes vista de forma mais simplista, esses sistemas
complexos sdo comuns [...]" (CORBELLINI, 2016, p.2)

Por meio de estudos cientificos, a compreensao dos caminhos esta se
tornando mais elucidada de uma forma que é possivel estudar o imprevisivel.
Essa teoria € intrinseca a geometria fractal por meio das caracteristicas
presentes neles. Desse modo, essa geometria é responsavel por orientarmos na
tentativa de trazer sentido nas estruturas complexas que trazem uma perfeigao
e beleza caodtica despertando o interesse colossal em quem os tem como objeto

de estudo.
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2.1 CLASSIFICAGAO DOS FRACTAIS

2.1.1 FRACTAIS DETERMINISTICOS

Os fractais deterministicos sao conjuntos gerados por transformacoes
geomeétricas que ocorrem neles mesmos, onde sao caracterizados pela
substituigdo geométrica que sao aplicadas a cada iteragao, por exemplo, a Curva
de Peano (Figura 14), a Curva de Koch (Figura 12), Triangulo de Sierpinski
(Figura 13).

Figura 4: Fractais Deterministicos

s by

Fonte: FERNANDES (2017)

2.1.2 FRACTAIS GERADOS POR COMPUTADORES
Esses sao fractais extremamente complexos, onde a principal
caracteristica € a complexidade infinita, por exemplo, o conjunto de Mandelbrot

(Figura 5, da esquerda).

Figura 5: Fractais gerados por computador

ooooo

e T \
Fonte: CRUZ (2010 - p.10)

2.1.3 FRACTAIS ALEATORIOS
Sao os fractais naturais e aqueles que nao apresentam rigor na sua

composi¢gdo, mas mostram uma semelhanga estética quando se faz uma
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ampliacdo em alguma parte do fractal. Ha exemplos desse fractal em toda

natureza, como os relampagos, a couve-flor.

Figura 6: Fractais Aleatorios

Fonte: CRUZ (2010 - p.4 e 10)
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3 DIMENSAO EUCLIDIANA x DIMENSAO FRACTAL

A Geometria Euclidiana tem grande destaque visto que ela é a base para
se realizar estudos relacionados a angulos e distancias entre objetos no espaco
pautada pelos axiomas e postulados de autoria de Euclides, comumente
conhecidos. Euclides, na sua famosa colecdao de “Os Elementos” sobre a
Geometria, oferece diversas proposi¢cdes relacionando os elementos primitivos
ponto, reta e plano e explicitando as suas interagdes utilizando postulados e
defini¢gdes. Por exemplo, para descrever uma coordenada (comprimento), utiliza-
se uma linha, para descrever duas coordenadas (comprimento e largura) aplica-
se um plano e para descrever trés coordenadas (comprimento, largura e altura)
usa-se um volume. Desse modo, o ponto tem dimensdao 0, uma reta tem
dimensdo 1, um plano tem dimensado 2, figuras solidas tém dimensao 3.
Salientamos que, na geometria euclidiana, as dimensdes sdo sempre ligadas a
um numero inteiro.

A dimensao fractal, por sua vez, é complexa devido a constante variancia
das figuras e objetos que dificultam trazer definicdes precisas que pautem essa
dimenséao. Nela, contém caracteristicas que dificultam sua compreensao como
a complexidade infinita e a autossimilaridade.

Na tentativa de definir o que seria a dimenséo fractal, podemos descrever
fractais como figuras continuas que tém uma variagdo do comprimento de
escala, levando sucessivas configuragbes idénticas a configuragao inicial em
todo seu dominio e podendo ser calculada por meio da ocupagao da estrutura
no espago que a contém. A figura a seguir compara algumas dimensdes
euclidianas com dimensdes fractais (calcularemos algumas delas nas préximas

secoes). Note a diferenca entra as duas.

Figura 7: Dimensao Euclidiana X Dimensao Fractal

Dimensao Euclidiana Dimensao Fractal
(ponto) 0 —_——— == 04

W\
. \\\/—L/Z_-}— et 14

=
e

3
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Fonte: FERNANDES (2007 - p.22)

Compreendendo a dificuldade de mensurar e calcular certas figuras e
objetos que nédo se encaixam nos padrbes euclidianos, se fez necessario
desenvolver técnicas e metodos que consigam abranger a complexidade dos
fractais. Desse modo, surge o matematico Felix Hausdorff (1868-1942),
conhecido pelos trabalhos na area da topologia e dimensao fractal.
Intuitivamente, para compreender a dimensao fractal (chamada também de

Hausdorff), definimos
N=—, (1)

onde
N = numero de partes que o objeto foi subdividido,
r = fator de redugao (escala reduzida),
D = dimenséao fractal.
Para exemplificar, considere um segmento de reta e vamos mostrar que

a dimensao fractal dele coincide com a dimensao euclidiana, isto é, D = 1. De

1
fato, divida em 3 partes iguais o segmento. Logo, cada parte sera 3 do segmento

1
original (Veja figura 8). Assim, vamosterN=3,r = 3 e pela relagao estabelecida

em (1) e por tratarmos de um segmento de reta (comprimento), segue que

Fonte: Autoria Prépria
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Portanto, a formula (1) generaliza a nogao de dimensao para o caso do
segmento de reta. Note que a escolha da divisao por 3 partes iguais foi aleatéria.
Poderiamos ter escolhido dividir o segmento em 4, 5 ou N partes iguais.
Independentemente da escolha, D = 1.

Agora, considere um quadrado e o divida em 9 quadrados menores

1
internos que terdo lado igual a 3 do original. Analogamente, (Veja figura 9) N =

9, r = — e pela relagdo estabelecida em (1) e por tratarmos de um quadrado

[SSE

(comprimento e altura), obtemos

Figura 9: Quadrado

Fonte: Autoria Prépria

Portanto, novamente, a férmula (1) generaliza a nogao de dimensao para,
agora, o caso de um plano. Note que a escolha da divisao por 9 partes iguais foi
também aleatdria. Poderiamos ter escolhido dividir o quadrado em 4, 9, 16, 25

ou N partes iguais. Independentemente da escolha, D = 2.

1
Utilizando um cubo divido em 27 cubos de arestas iguais a 3 do original.

1
Analogamente, N =27, r = 3 e pela relagao estabelecida em (1), obteremos
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Figura 10: Cubo

Fonte: Autoria Prépria

D
Sabendo que N = %D equivalea N = (%) e, aplicando logaritmo de

ambos os lados, teremos

log(N) = log (%)D =log(N) =D -log(1> =D = log(N).

" g (7)

Sendo assim, dizemos que a dimenséo fractal ou dimensao de Hausdorff

1
de um fractal é dada por D = L(Nl).
log (7)

Agora, iremos aplica-la em alguns fractais que foram citados com a
finalidade de compreender, matematicamente falando, a dimensao de tais

figuras.

4 DISCUSSOES, EXEMPLOS E RESULTADOS

4.1 CONJUNTO DE CANTOR

Segundo Negri (2014), o Conjunto de Cantor ou Poeira de Cantor foi
apresentado em 1883 e considerado um conjunto monstruoso. Além disso, foi
considerado uma das primeiras figuras conhecidas como fractal. Ele é um
subconjunto infinito constituido pela retirada sucessiva do terco médio do

segmento de reta do intervalo unitario [0,1] infinitamente.
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Figura 11: Conjunto de Cantor
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Fonte: NEGRI (2014 - p.23)

Vamos considerar o intervalo I, = [0,1], no nivel 0. No nivel 1, teremos

uma uniao de dois intervalos fechados, I, = [Oﬂ U E 1], de comprimento igual

1 , (< .
az cada. No nivel 2, teremos uma unido de 4 intervalos fechados, I, =

2
1 21 2 7 8 . 1_ (1
[O,;] U [;,5] U [5,;] U [5, 1], e de comprimento 5~ (3) cada. Esse
processo ocorrera infinitamente, ou seja, obteremos no nivel n um numero de 2™
n
intervalos fechados e de comprimento G) cada. Dito isso, subtende-se que o

Conjunto de Cantor pode ser definido por C = Ny, I,-
Assim, desta definicao, podemos concluir que o numero de intervalos que

constituem o Conjunto de Cantor € infinito, pois quando n — oo, tem-se

lim 2™ = oo,

n—oo

1 n
e 0 comprimento dos segmentos € dado por (5) que tende a zero para infinitos

n
niveis, pois lim G) = 0. Assim, o conjunto de Cantor é um conjunto formado

n—-oo

por diversos pontos dispersos, fazendo sentido ao nome “Poeira de Cantor”.
Para calcularmos o comprimento de L, devemos multiplicar o numero de niveis

pelo comprimento de cada um deles. Portanto,

n n

=iz () (3 -0
_nl—rl}o 3 _nl—{?o3 o

Logo, o comprimento do Conjunto de Cantor tende a zero. Para calcular

a dimensao do Conjunto de Cantor, temos
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_log(N) log(2") log(2)

 og (%) ~log(3™)  log(3)

= 0,630929753.

Assim, concluimos que o Conjunto de Cantor tem dimenséao entre 0 e 1,

a saber, igual a 0,630929753, e comprimento tendendo a zero.

4.2 A CURVA DE KOCH

A Curva de Koch é apresentada em meados de 1904 e consiste num
segmento de reta [, o qual é particionado em 3 partes iguais e retirado um tergo
meédio e substituido por um triangulo equilatero, mas sem sua base, ou seja, a

nova figura formada tem 4 segmentos de reta.

Figura 12: A Curva de Koch

/ \\_ _/\_fvfj_/\_

S e
IS - P TN m

Fonte: NEGRI (2014 - p.31)

Esse processo sera repetido n vezes que podem ser observados no

quadro a seguir:

Quadro 1: Niveis da Curva de Koch

Quantidade de | Comprimento de | Comprimento da

Nivel segmentos cada segmento curva
1

1 1 4 4
L R -6
3l 3 : 3l 3 :
1 1\2 16 N
2| e =) 56
9l 3 : 9l 3 :

1
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Assim, podemos concluir que o comprimento da Curva de Koch é dado

por

4Tl
L=1- lim(—) = 00,

n—-oo 3

Ou seja, o comprimento da Curva de Koch é infinito. E, para calcular sua

dimenséao, sabemos que N = 4, devido que em cada nivel da figura ela € a unido
1
de quatro partes iguais (escalas diferentes) do nivel anterior e r = 3 dessa parte

anterior. Assim, temos,

B log(N) B log(4) B log(4)
- - ~ log(3)
log|=
(T) log %
3
Logo, concluimos que o a Curva de Koch tem dimenséo entre 1 e 2, a

= 1,261859507.

saber, aproximadamente 1,261859507 e comprimento igual a infinito.

4.3 TRIANGULO DE SIERPINSKI

O Triangulo de Sierpinski foi exposto pelo famoso matematico polonés
Wanclaw Sierpinski (1882-1969). Obteve prestigio com suas contribuigdes na
topologia, teoria dos conjuntos e na teoria fractal, com o mais conhecido: o
Tridangulo de Sierpinski. A construgao desse fractal ocorre num tridngulo no qual
€ demarcado o ponto médio de cada lado do triangulo e que por sua vez os 3
pontos meédios vao gerar um triangulo central com vértices nos pontos médios
do triangulo que os originou. Esse processo, gerou 4 triangulos congruentes dos
quais o tridangulo central que esta invertido € removido. Dito isso, de forma
iterativa esse processo ocorrera repetidamente nos triangulos que resultaram

dos niveis anteriores, como mostra a seguir
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Figura 13: O Triangulo de Sierpinski

Nivel 2

Fonte: ASSIS (2008 - p.4)

. , i a . N ¢
Sendo assim, no nivel 1, teremos 3 tridngulos cujo o lado foi diminuido 2

do original. Ja no nivel 2 que é constituido de 9 triangulos de lado reduzidos em

Ll

2
1 n .- L . ,
= (5) do triangulo original. Analogamente para os niveis posteriores, no nivel

1 1\
n, teremos 3" triangulos com lados medindo P (5) do triangulo original. Dito

isso, o comprimento do Tridngulo de Sierpinski é dado por

n

C = lim3n'(§) = 00,

n—oo

Logo, seu comprimento tende ao infinito. Sabemos que para calcular a

dimenséao do Triangulo de Sierpinski, N sera o numero de “partes” que o objeto

1
foi subdivido, N = 3™, o fator de reducéo sera > obteremos

B log(N) B log(3™) B log(3)
B 1\ ~ log(2
2n

=~ 1,585.

Assim, a dimenséo fractal do Tridngulo de Sierpinski esta entre 1 e 2, mais

especificamente, aproximadamente 1,585.



4.5 A CURVA DE PEANO

Giuseppe Peano mostra uma construgao a partir de uma linha continua

29

que preenche todo o plano gerando uma superficie plana por meio de um

processo iterativo. Inicia esse processo com um segmento de reta de

1
comprimento L e é substituido por 9 segmentos de 3 do comprimento inicial.

Logo, pode ser visualizado esse processo iterativo na imagem abaixo:

Figura 14: A Curva de Peano

43

o
i

N

Fonte: ASSIS (2008 - p.26)

Os niveis podem ser descritos da seguinte forma:

Quadro 2: Niveis da Curva de Peano

Quantidade de

Comprimento de

Nivel segmentos cada segmento | Comprimento da curva
1 1
0 ; —qg0. ___.
0 9 T L=9% =51
1 1
1 91 —.] L =91.2.]
3 3
1 1
2 ; —092.__.
2 9 5 L=9% 71
1 1
n gn ﬁ -l L=9m". ﬁ -l

Sendo assim, o comprimento é dado por
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lim3%-l =1 lim3"=1": o= oo.

n—-oo n—-oo

Logo, a Curva de Peano tem comprimento infinito. Sabe-se que para

. - 1
calcular a dimensao da Curva de Peano, teremos N =9 e r sera 5 , o fator de

reducéao, o que nos fornece

_ log(N) _ log(9) log(9) _ log(32%) _2-log(3)
- == - - - -
log () o0 % log(3)  log(3)  log(3)

3

Dito isso, a Curva de Peano tem dimenséo fractal igual a 2, ou seja, sua

dimenséo fractal é igual a sua dimenséao euclidiana, a de um plano.
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5 APLICAGOES

5.1 NA MEDICINA

Segundo Araujo (2004), utilizam-se fractais para analisar e descrever os
padroes dos vasos retinianos em caes com visao normal para detectar anomalias
que podem ter origem hereditaria ou se manifestarem no decorrer da vida. Os
fractais auxiliam num diagndstico patolégico mais assertivo e possivelmente num
estagio inicial da doenga. Para realizar esses parametros, utiliza-se uma
caracteristica impar dos fractais, a autossimilaridade. Diversas estruturas
fisiolégicas sdo autossimilares, como o sistema fisiolégico de bifurcagées ou
proteinas que tem diferentes barreiras de energias que decorrem da energia
potencial e da entropia.

Faz-se necessario utilizar métodos computacionais que auxiliardo no
diagndstico de alteragbes vasculares que vao ocorrer pela digitalizagao do fundo

do olho e da rede vascular do olho dos cdes como na imagem abaixo.

Figura 15: Digitalizacdo e segmentacgao da rede vascular do olho

- .

Fonte: ARAUJO (2004 - p.25)

Para mensurar essas estruturas, sao utilizados diferentes métodos, como
por exemplo, por contagem de caixas (box couting), massa-raio e correlagao na
qual os valores vao ser analisados, estudados e comparados com o0 que seria o
parametro padrao de vascularizagado da retina dos animais com a visdao normal.
Dito isso, pode-se diferenciar processos vasculares patolégicos e normais da

retina e auxiliar no diagndstico.
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5.2 NA SALA DE AULA

Apesar das dificuldades encontradas para se definir exatamente o que é
um fractal, isso ndo nos impossibilita de aplica-lo de uma forma simples, pratica
e criativa na sala de aula com intuito de auxiliar os alunos no ensino de conteudos
que fagam parte dos PCN'’s (Parametros Curriculares Nacionais).

Assim, é possivel abordar os fractais no Ensino Médio, no ensino de
algebra, especificamente, o conteudo de progressdo geométrica, onde
juntamente com a aula expositiva sobre o conteudo, seriam utilizadas folhas de
papel, régua, tesoura e cola. Seria dobrada uma folha de papel ao meio, onde
seriam tomados a largura da folha como L e a medida do comprimento seria C,
e, a partir dai, seria marcada a metade do comprimento da largura da parte
dobrada e fazendo um corte nessa marca e a parte superior dobrada para dentro
e assim por diante, e cada passo realizado seria correlacionado a um nivel do
fractal e seria anotado numa tabela a quantidade de “degraus” gerados, assim

como, o comprimento e a altura como mostra a imagem abaixo.

Figura 16: Niveis da folha dobrada

[tem Nivel 0 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 4 | Nivel n
Quantidade de | 2"=1[2"=2|2°=4 | 2°=8 [ 2'=16 2"
degraus  (folha
dobrada)
Quantitade  de I=1|3"=3]| 3#=9 | F=27] 3!
novos  volumes
(folha aberta
907)
C . tod 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
omprinento do ')—l - —) .)—2 = - ')_I == ; - - .)—" = —.) ')—*l
degran (C) - N o K 812 16| 2 32 =
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Altura do de- 1 ~)—l = ; _)—) = - '; == .)—‘ = - -;
grau (L) = 1= 412 LR 16 =
Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
Folha dobrada
Folha aberta
(90°)

Fonte: ARAUJO (20 - p.88)
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A BNCC (Base Nacional Comum Curricular) ressalta as competéncias e
as habilidades as quais devem ser desenvolvidas no estudante. Sendo assim,
com tais atividades sendo trabalhadas em sala de aula, podemos englobar a

seguinte habilidade

“...1  (EM13MAT401) Converter representacdes
algébricas de funcbes polinomiais de 1° grau em
representacbes geométricas no plano cartesiano,
distinguindo os casos nos quais o comportamento é
proporcional, recorrendo ou ndo a softwares ou
aplicativos de algebra e geometria dindmica. [...]”
(BNCC, 2017, p.539)

Para melhorar a compreensao dos alunos do que esta sendo feito, os
resultados podem ser demonstrados num grafico para que associem a
progressdo geométrica e a fungao exponencial e, além disso, pode ser
trabalhado a dificuldade em célculos que envolvem poténcia de fragdes baseado

na BNCC.

“[...] (EM13MAT508) Identificar e associar progressdes
geomeétricas (PG) a fungbes exponenciais de dominios
discretos, para analise de propriedades, deducdo de
algumas férmulas e resolugdo de problemas. [...]
(BNCC, 2017, p.541)

Esse é apenas um exemplo do vasto numero de possibilidades de
insercdo dos fractais na sala de aula devido a simplicidade dos materiais
utilizados, que evidencia que podem ser ferramentas importantes na
aprendizagem, causando espanto e curiosidade nos estudantes devido a sua
complexidade e a sua beleza e nao deixando de empregar o conteudo
matematico, mas trazendo com novos olhares e agug¢ando o interesse para o

que é simples e desconhecido naquele momento.
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6 CONSIDERAGOES FINAIS

Os fractais surgiram da necessidade de estudar e mensurar de objetos
que ndo se encaixam nos padrdes euclidianos. Desse modo, este trabalho vem
pontuar caracteristicas e esclarecer essa geometria fractal e suas
particularidades como a autossimilaridade, a complexidade infinita e a propria
dimensao fractal. Todas essas caracteristicas trazem consigo uma beleza
caotica e desperta a curiosidade em quem estuda ou observa os fractais.

Além disso, foram abordados o contexto histérico e os principais nomes
dessa geometria como Benoit Mandelbrot, George Cantor, Wanclaw Sierpinski,
Helge Van Kock e Felix Hausdorff que fizeram descobertas de suma importancia
para a compreensao e o comportamento dos fractais e sua dimensao, a qual foi
abordada e exemplificada no decorrer do trabalho.

A geometria fractal é aplicavel em diversas areas como aqui foi explanado,
apesar de nao muito aprofundado. Compreender essa geometria traz grandes
avangos para nossa sociedade pela forma como é maleavel para se trabalhar e
aplicar em areas como a medicina, a matematica, a economia, etc.

Este trabalho buscou explicitar inicialmente a historicidade, os conceitos
e definicbes acerca dos fractais de forma clara e objetiva, trazendo discussoes,
exemplos e aplicagdes dessa geometria e a fim de que possam ser utilizados
como base para outros estudos e mostrar a importancia e como estao presentes

no nosso dia a dia.
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