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RESUMO

Esta monografia apresenta uma introdugao aos Métodos Variacionais, que formam, hoje em dia,
um método importante que € aplicado na drea de equagdes diferenciais. Assim, procurou-se
responder a seguinte questdo norteadora: como resolver equagdes diferenciais ordindarias (edo)
utilizando os Métodos Variacionais? Esta pesquisa tem como objetivo principal determinar con-
di¢des necessdrias e suficientes para que certas equacgodes diferenciais ordindrias possuam solu-
cdo via Métodos Variacionais. Para isso, inicialmente, fez-se uma breve revisdo sobre medida
e os espagos de Lebesgue para generalizar o conceito de integral de Riemann; a partir disso,
definiram-se o conceito de derivada fraca e, em seguida, os conhecidos espagcos de Sobolev.
Dessa forma, nesses espacos, estabeleceu-se o que chamamos de solugdo fraca do funcional as-
sociado a equacdo dada, para, mais tarde, resolver a Edo pelos Métodos Variacionais. Quanto a
metodologia utilizada nesse trabalho, temos a pesquisa exploratéria e bibliografica, e a aborda-
gem qualitativa. Como resultados desse estudo, destaca-se a utilizacdo do Teorema do Passo da
Montanha, que fornece algumas condi¢des no funcional, entre elas a condi¢do de Palais Smale,
sob as quais o funcional tem ponto critico. Com isso, os Métodos Variacionais se preocupam
em encontrar pontos criticos de funcionais associados a alguma equacdo diferencial.

Palavras-chave: Espacos de Sobolev. Teorema do Passo da Montanha. Palais-Smale. Ponto

Critico.



ABSTRACT

This monograph presents an introduction to Variational Methods, which today form an impor-
tant method that is applied in the field of differential equations. Thus, we sought to answer the
following guiding question: how to solve ordinary differential equations (ode) using Variational
Methods? This research has as main objective to determine necessary and sufficient conditions
for certain ordinary differential equations to have a solution via Variational Methods. For this,
initially, a brief review of measure and Lebesgue spaces was made to generalize the concept
of Riemann’s integral; from this, the concept of the weak derivative was defined, followed by
the well-known Sobolev spaces. Thus, in these spaces, what we call a weak solution of the
functional associated with the given equation was established, to later solve the Edo by the
Variational Methods. As for the methodology used in this work, we have exploratory and bibli-
ographical research, and a qualitative approach. As a result of this study, we highlight the use of
the Mountain Pass Theorem, which provides some functional conditions, including the Palais
Smale condition, under which the functional has a critical point. Thus, Variational Methods are
concerned with finding critical functional points associated with some differential equation.

Keywords: Sobolev spaces. Mountain Pass Theorem. Palais-Smale. Critical point.
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Capitulo 1

Introducao

As equagdes diferenciais possuem grande relevancia no estudo e na compreensao de va-
rios fendmenos da realidade. Portanto, devido a essa notdria importancia, pesquisadores da drea
tém descoberto métodos de resolucao de equacdes diferenciais, dentre os quais destacam-se,
neste trabalho, os Métodos Variacionais. Tais métodos podem ser aplicados tanto em equacdes
diferenciais ordindrias como nas parciais, no entanto, nessa pesquisa receberd foco a equagdo

diferencial ordindria (edo), dada da seguinte forma:

—u"(t) + c(t)u(t) = f(t,u) em (a,b)

u(a) = u(b) = 0, (b

onde a < b,u = u(t) é a incgnita da equacdo e ¢, f sdo fun¢des apropriadas que satisfazem
certas hipoteses (veja [13, Capitulo 8]).

Mostraremos que hd exemplos de fungdes c e f cujos métodos tradicionais de resolucio
de edo’s (equacdes exatas, separaveis, fator integrante, métodos dos coeficientes a determinar,
etc) ndo podem ser aplicados diretamente para solucionar a equagdo (1.1) ou equacdes similares.
Entdo, um novo método € utilizado na resolugdo de tal equacdo, e este € o tema principal desta
pesquisa, a saber, os Métodos Variacionais.

O pontapé inicial para o surgimento desse método foi o desenvolvimento do calculo das
variagdes, no qual matemdticos se debrucavam na resolucdo de problemas que envolvessem
maximos ou minimos, também conhecidos como problemas de otimizagao.

Um dos mais antigos problemas sobre otimizacdo, mencionado em [1], data de 850
a.C., conhecido como problema de Dido. Segundo a lenda, Dido é uma fenicia considerada a
primeira rainha de Cartago. Com o assassinato do seu marido, foi-lhe prometida uma terra na
qual poderia cercar com a pele de um boi. Assim, cortando a pele, cercou uma extensao de terra
semicircular. Desse acontecimento, originou-se o problema de Dido, que consiste em encontrar
a curva de maior drea possivel entre todas as curvas planas. Ainda segundo [1], mais detalhes
dessa histdria encontram-se em Eneida, de Virgilio [2].

Embora o surgimento do cdlculo variacional data desse periodo, seu desenvolvimento



CAPITULO 1. INTRODUCAO 8

se da no século XVII quando mateméticos comegaram a buscar solu¢io para os problemas da
época. Entre eles estd o famoso Problema da Braquistécrona, cujo desafio impulsionou o estudo
do célculo das variagdes.

O problema da Braquistdcrona (veja [3]) €, a saber: dados dois pontos num plano ver-
tical, a alturas diferentes, que trajetéria do plano deve seguir uma particula material para ir
do ponto mais alto ao mais baixo no menor espago de tempo possivel? Essa pergunta era até
mesmo alvo de competi¢do entre 0os matematicos para resolvé-la.

Segundo [1], essa questdo foi publicada no jornal Acta Eruditorium, em 1696, por
Johann Bernoulli. No final do século XVII, o entusiasmo dos irmdos' Jakob Bernoulli (1654-
1705) e Johann Bernoulli (1667-1748) pela Matematica trouxe inimeras contribui¢cdes para o
Célculo Variacional. Enquanto Jakob Bernoulli se debrugou sobre as figuras isopométricas, que
consistem em caminhos planos fechados de uma dada espécie e perimetro fixo que abarcam
uma 4rea maxima, seu irmao, Johann Bernoulli, colaborou ainda mais ao buscar respostas para
o problema da Braquistécrona.

Além desses, outros matemadticos se interessavam por problemas dessa natureza. Em
1630, Galileu Galilei (1564-1643) relacionou o tempo de descida por um segmento circular
com os tempos correspondentes dos poligonos inscritos e outros arcos, apresentando o pro-
blema da Braquistécrona de uma outra forma. Ja Isaac Newton (1642-1627), em 1696, deter-
minou a forma de um corpo que se move no ar, com resisténcia minima, utilizando o célculo
variacional, de acordo com [1, 4], respectivamente. Os trabalhos de Lagrange (1736-1813),
Leonhard Euler (1707-1783) e Carl Jacobi (1804-1851) também contribuiram veementemente
para o desenvolvimento dessa drea.

A resposta de James Bernoulli (1654-1705) para um problema isopométrico, em 1701,

serviu como base de estudo para Euler que descobriu a equacao diferencial

d
d_xfy’_fyzo

que atualmente recebe seu nome, Equacdo de Euler. Em 1762 e 1770, foi publicado um novo
método por Lagrange no qual substituia a fun¢do y(x) pela fungdo y(z) + dy(x), com isso,
Euler designou as nota¢des de Lagrange chamando dy(x) de variagdo da funcdo y(z) e 01 de
variacdo da integral. Devido a isso, este novo campo da Matematica foi denominado de Célculo
Variacional, conforme diz [1].

Ademais, outros que colaboraram para o desenvolvimento do cdlculo variacional, se-
gundo [5], foram Adrien-Marie Legendre (1752-1833), Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851),
Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (1815-1897), Carl Friendrich Gauss (1777-1855), David
Hilbert (1802-1943) e William Rowan Hamilton (1805-1865).

!0s irmdos Bernoulli, Jakob e Johann, foram os primeiros a aplicar a teoria de Leibniz a novos problemas.
Ambos tinham grande interesse pela Matematica, e desenvolveram uma relagdo competitiva de disputa cientifica.
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Portanto, feitas essas consideragdes, pretendemos apresentar neste trabalho uma intro-
ducgdo ao Método Variacional, visando responder a seguinte questdo norteadora: como resolver
equagoes diferenciais ordindrias utilizando os Métodos Variacionais? Estabelecida essa proble-
matica, define-se como objetivo geral resolver uma classe de edo’s, como em (1.1), via métodos
variacionais. Para tal fim, de modo especifico, objetivamos apresentar os conceitos de medida
e espacos de Lebesgue, com o intuito de generalizar as integrais de Riemann, e, em seguida,
conceituar derivada fraca. Além disso, definem-se os espacos de Sobolev, cujo dominio, no
caso, € a reta real, usado para encontrar solu¢do de uma classe de edo’s. Ressalta-se que esse
método consiste em encontrar um funcional associado a uma edo e, posteriormente, encontrar
pontos criticos deste funcional (chamados de solucdo fraca da edo). Aqui, utilizaremos para
1sso o Teorema do Passo da Montanha.

A vista disso, a pesquisa realizada se designa como exploratéria, que consiste na ob-
tencdo de informacdes sobre a tematica escolhida e sua delimitagdo. Para coleta de dados,
empregamos a pesquisa bibliografica, fundamentando-se na leitura de materiais ja publicados.
Ja quanto a abordagem, aderimos a pesquisa qualitativa, ndo preocupando-nos com dados esta-
tisticos, e sim, com a obtencdo de dados diretamente do objeto de estudo. Como embasamento
da metodologia, utilizamos [6] e [7]. Agora, veremos a estrutura definida na monografia.

Em Nocgoes Preliminares, mostraremos 0s conceitos bésicos da teoria da medida e os
espacos de Lebesgue, para melhor entendimento de conceitos estudados nos proximos capitulos.

Em Solugdo Fraca de Edo’s, apresentaremos os espagos de Sobolev, onde serdo defini-
das o que foram chamadas de solug¢des fracas, além da derivada de certos funcionais importantes
no trabalho.

Por tltimo, em Métodos Variacionais, encontra-se a esséncia desta monografia, que €
mostrar como os Métodos Variacionais podem ser utilizados para a resolucao de algumas edo’s.

Para isso, serd aplicado o famoso Teorema do Passo da Montanha.



Capitulo 2

Nocoes Preliminares

Neste capitulo, estudaremos conceitos basicos da Teoria da Medida e Andlise Funcional
necessdrios para compreender os métodos variacionais. Entre eles, estdo as defini¢des de o-
algebra, o-dlgebra de Borel, espaco mensuravel, funcdo mensurdvel, medida e derivada fraca.
Para a constru¢do das preliminares, serdo utilizadas as seguintes referéncias bibliograficas, [9,
10, 11, 12, 19].

2.1 o-algebra

No primeiro momento, define-se o-dlgebra e o-dlgebra de Borel, para, posteriormente,
conceituar medida, talvez a definicdo mais importante para compreender integral de Lebesgue

e, em seguida, espacos de Sobolev.

Definicao 2.1. Seja um conjunto X, o conjunto das partes de X, representado por o(X), é o

conjunto formado por todos os subconjuntos de X.

Definicao 2.2. Denomina-se o-dlgebra de um conjunto X, um subconjunto A do conjunto das

partes de X que satisfaz as seguintes condigcoes:
1. 0, X € A;
2. Se B € A, entdo o seu complementar E€ = X — E € A;

3. Considerando qualquer sequéncia (E,,) de A, entdo a unido U E, e A
neN

Em outras palavras, o conjunto vazio e o proprio conjunto X pertencem a o-dlgebra A;
se E é um conjunto da o-dlgebra A, entdo o seu complementar também pertence a o-dlgebra
A; a unido de conjuntos que formam uma sequéncia de elementos da o-dlgebra A também

pertence a A.

Vejamos alguns exemplos.

10
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Exemplo 2.3. Duas o-dlgebras muito conhecidas sdo A = {0, X} e A = p(X). Também
denominadas de menor o-dlgebra e maior o-dlgebra de X, respectivamente. No caso, A =
{0, X} é a o-dlgebra formada pelo conjunto vazio e o préprio X, ja A = p(X) refere-se ao

conjunto das partes de X.

Exemplo 2.4. Seja X = {2,7,9,12}. Entdo, A = {0,{2},{7,9,12}, X} é uma o-édlgebra de
X.

Exemplo 2.5. O conjunto A = {(), £, E®, X} ¢ uma o-algebra de X, para qualquer £ C X.

Os Exemplos 2.3, 2.4 e 2.5 sdo o-dlgebras, porque satisfazem as trés condi¢Oes dadas

na Definicdo 2.2. Note ainda que o Exemplo 2.5 é uma generalizacdo do Exemplo 2.4.

Exemplo 2.6. Um exemplo importante de o-algebra € a seguinte. Seja S um subconjunto de
©(X). Considere A = o(S) a o-dlgebra definida como a interse¢do de todas as o-algebras C

que contém S, ou seja, 0(S) = ﬂ C. No caso em que S € uma o-algebra, a intersecao vai ser
sce
igual a ela propria, isto é, S = o(S).

Assim, a o-dlgebra gerada por um subconjunto S é denotada por o (S).
Exemplo 2.7. A o-dlgebra gerada por (), considerando um conjunto X qualquer, € {0, X }.
Exemplo 2.8. A o-dlgebra de subconjuntos de X = N gerada por S = {{n};n € N} (que ndo
¢ um o-dlgebra) é p(X).
Exemplo 2.9. Seja X = N. A o-dlgebra de subconjuntos de N gerada por S = {{4},{5}} ¢
o(S) = {0, {4}, {5}, {4,5}, {4}°, {5}, {4,5}C, N}.

A seguir, vamos construir a o-4lgebra mais importante deste trabalho, a saber, a o-
algebra de Borel, cujos elementos serdo chamados de borelianos. Por causa dessa o-dlgebra,
poderemos estender o conceito de integral de Riemann para conjuntos mais gerais que apenas

intervalos e, por isso, conseguiremos definir um conceito novo de derivada (a derivada fraca)

que estende o conceito cldssico do Célculo Diferencial. Comecamos com a préxima defini¢do.

Definicao 2.10. Considere S a familia de intervalos abertos de R. A o-dlgebra gerada por
S, denotada por B, é denominada de o-dlgebra de Borel, e seus elementos sdo chamados de

borelianos.
Veja abaixo alguns exemplos de borelianos.

Exemplo 2.11. Os conjuntos unitarios, formados por um tnico ponto, {z}, tal que = € R, sdo

borelianos de B (veja a demonstragdo do Lema 2.26).
Exemplo 2.12. Os conjuntos N, Z, Q, Q%R pertencem aos borelianos 5.

Exemplo 2.13. Qualquer intervalo sobre R pertence aos borelianos, como por exemplo, / =
{reR: 1<z <4}
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2.2 Conjuntos e Funcoes Mensuraveis

Definicdo 2.14. Seja A uma o-dlgebra de um conjunto néo vazio de X. O par (X, A) é dito

um espago mensurdvel e os conjuntos em A sdo os conjuntos mensurdveis.

Exemplo 2.15. Sejam X = {a,b,c} e A = {X,0} uma o-dlgebra. Entéo, o par (X,.4) é um

espaco mensuravel.

Exemplo 2.16. Sejam X = {1,2,3,4} ¢ A = p(X) uma o-dlgebra. Entdo, o par { X, A} é um

espaco mensuravel.

Defini¢do 2.17. Dizemos que f : X — R U {400, —00} é A-mensurdvel ou mensurdvel se,
V6 € R, o conjunto [f > 0] = {z € X : f(x) > §} = f71(]d, +00]) é mensurdvel, isto é, se
[f > 6] € A

A seguir, daremos alguns exemplos de fun¢cdes mensuraveis.

Exemplo 2.18. Se I € X, a funcdo caracteristica X : X — R, definida como

Xp(a) 1, sexe k&
xr) = ,
g 0,sex ¢ E

¢ uma funcdo mensurdvel, independentemente da o-4lgebra escolhida.

Exemplo 2.19. Seja f(z) = ¢,Vx € X uma fungdo constante. Se o > centdo {z € X :
f(z) > a} = 0. Por outro lado, se & < ¢, entdo {z € X : f(x) > a} = X. Logo, toda func¢do

constante € mensuravel.

Lema 2.20. Sejam f, g funcdes mensurdveis e c um niimero real. Entdo as fungées cf, f*, f +

9, fg,|f| s@o mensurdveis.

Demonstracdo: Veja a prova deste lema em [9], pagina 9. O

Exemplo 2.21. No espago (R, B), as fun¢des continuas de R em R sdo mensuraveis, como

T .3 xr

T +5

Conhecendo os conceitos de o-dlgebra e funcdes mensuraveis, pode-se falar de medida,
que refere-se a uma maneira de medir os conjuntos da o-algebra dos borelianos. Seria interes-
sante termos uma maneira de medir conjuntos que estenda o comprimento de intervalos na reta,
ou seja, uma medida que, quando restrita a intervalos, resulte no comprimento deles. Vamos

ver se isso € possivel.

Definicao 2.22. Seja A uma o-dlgebra. Chama-se medida em A uma fungdo o : A — [0, 400]

que satisfaz:
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2. Se (A,)nen € uma sequéncia de conjuntos dois a dois disjuntos em A, entdo

K (U An) = fM(An>

neN

Aqui, estamos assumindo que a + 00 = +00 + a = +00 + 00 = +00 para todo a € R.

Exemplo 2.23. Sejam X um conjunto ¢ A uma o-algebra de X. Considere a fungdo p : A —
[0, +00] dada por

nimero de elementos de B, se B € finito
n(B) =

+00, se B ¢ infinito.
A medida ;1 é a medida caracterizada como medida de contagem.

Lema 2.24. Do Lema 3.3 em [9], segue que, se E,F € A e u é uma medida em A, entdo
ECF= k) < u(F).

Demonstracdo: Como £ C F,entdo ' = FU (F\E)e EN (F\E) = (). Temos que F e
F\ E sdo disjuntos, logo pode-se usar a ideia de y ser aditiva (item 2. da Defini¢éo 2.22) e obter
p(F) = plE U (F\E)]
— u(E) + p(F\E).

Como p(F\FE) > 0, conclui-se que p(F) > p(E). O

Exemplo 2.25. Considere X = R e A = B a o-dlgebra de Borel. Existe uma tnica medida
definida em B tal que u(a,b) = b — a, para todo intervalo aberto (a,b). Essa medida recebe o

nome de medida de Lebesgue. Essa afirmacao pode ser vista no Exemplo 3.2-d) em [9].

A medida de Lebesgue é a medida com a qual define-se o conceito de integral de Lebes-
gue e, em seguida, de derivada fraca. Lembrando que devemos considerar os borelianos para

que essa medida de Lebesgue exista.

Lema 2.26. Se P = {a;,--- ,a,} € B,n € N, entdo u(P) = 0.

Demonstracdo: Vamos mostrar que a medida de Lebesgue de um conjunto formado por um

unico ponto € 0, isto é, dado b; € R,

p({or}) = 0.
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+oo
1 1
Nao é dificil mostrar que {b,} = ﬂ <b1 ——,b + —) . Sabendo que a medida do ponto €
n n

n=1
igual a medida da intersecao, temos

n({br}) = p (ﬁ <bl - %,bl + %)) ~

Como a intersecao esta contida em todos os intervalos (b1 — %, b1 + %), n € N, segue do Lema

2.24 e do Exemplo 2.25 que, para todo n € N,

n

u({bi}) < g (61 L 1) -2

Utilizando o Teorema do Confronto [8, Teorema 2, p. 64], obtemos

2 2
0< u({b}) < - Vn e N= li_>m 0< li_>m p{(b1)} < lim — =0.

n—oo M

Portanto, p({b; }) = 0, o que significa que a medida de um ponto é 0, como haviamos afirmado.

Logo,
n(P) = p (U{ai}> = p({ar}) + pl{az}) + ...+ p({an}) = 0.

2.3 Integral de Lebesgue

Considerando a medida de Lebesgue definida na o-algebra dos borelianos B, Lebesgue
definiu uma integral que recebe o seu nome e generaliza a integral de Riemann no seguinte
sentido: Toda funcdo f que é Riemann integrdavel (na defini¢do da Andlise Real [8, Capitulo
10]) é também Lebesgue integrdvel e as duas integrais sdo iguais (veja o Exercicio 4. em [9]).

Seja B a o-algebra dos borelianos e considere  a medida de Lebesgue em B. Se () € BB

e f : 2 — R é uma funcdo mensurdvel, escrevemos a integral de Lebesgue de f sobre {2 com o

/Q fdu.

Em outras palavras, dados um intervalo qualquer em B, [a,b], a < be f : [a,b] - R

simbolo:

uma fun¢do Riemann integravel, vale o seguinte resultado:

b
/f(@dw: [b}fdu‘ 2.1)

Isso significa que a integral de Lebesgue ¢ uma extensdo da integral de Riemann, ou
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seja, se f € integravel segundo Riemann, entdo f € integravel segundo Lebesgue. No entanto,
ndo vale a reciproca, pois existem fun¢des que sdo Lebesgue integraveis, mas ndo sao Riemann

integraveis, conforme exemplo a seguir.

Exemplo 2.27. Seja f : [0, 1] — R dada por

)1, sex g Q
f(x)_{o, sex € Q.

A fungdo f € Lebesgue integravel, mas ndo é Riemann integravel.

Cabe ressaltar que a integral de Lebesgue engloba um espaco maior de fungdes que as
integrais de Riemann, o que permite sua aplicacdo no cédlculo das varia¢des e outras dreas im-
portantes da Matematica. Decidimos nao apresentar a defini¢do precisa da integral de Lebesgue,
pois fugiria do foco do trabalho. Apesar disso, o leitor pode consultar [9] para encontrar essa
definicdo importante.

Ressaltamos que utilizaremos as seguintes propriedades das integrais de Lebesgue no

decorrer do trabalho. Considere {2 um conjunto mensuravel.

1. Se f, g s@o funcdes Lebesgue integraveis em um conjunto mensurdvel, entdo

/{2(f+g)du=/§2fdu+/ﬂgdu.

2. Seja o € R. Nas mesmas condigdes do item anterior,

/Q&fd,u:&/gfd,u.

Outro conceito importante sdo os espacos LP’s, também conhecidos como espacos de

Lebesgue.

Definicao 2.28. Sejam Q) C R um boreliano e 1 < p < co. O espago LP(X) é definido como

LP(Q2) = {f : Q — R mensurdvel : / |fIPdp < oo}
Q

Da defini¢do acima, €2 é um conjunto dentro da o-dlgebra de Borel, e a integral de | f|?
sobre o conjunto (2 é um nidmero, ou seja, a integral deve ser finita para pertencer a LP(f2).
Além disso, € possivel mostrar que o espaco LP é um espaco vetorial de Banach, visto no

capitulo posterior, cuja norma € a seguinte

1l = ( / rfrpdu)".
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Uma desigualdade interessante no estudo dos espacos L”(€2) é a que segue.

Teorema 2.29 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(S2) e g € LY(S2), onde 1/p+1/q = 1.
Entdo, fg € LNQ) e ||fgllir < IIflosllgll e, ou seja

/ fgdu‘ < ( / !f\pdu); ( / rgrqdu);.

Demonstracao: A demonstracido pode ser consultada em [9], pagina 56. O

1
Exemplo 2.30. Mostre que h(z) = — parax € = (1,+00) pertence a L' ().
x

Demonstracao: Como h € continua em seu dominio, segue do Exemplo 2.21 que i € mensu-
ravel. Usando (2.1), temos

1 Tl 10 1 1
[ o [T Lae () = [ (1))
(1,400) T 1 X b—+o0 Tl b—r+o00 b 1

Portanto, h € L*(Q), pois / |h|'dp < oo O
(1,+00)

Exemplo 2.31. Mostre que g(z) = < para z € Q = (0, 1) ndo pertence a L' (Q).

Demonstracao: De modo andlogo ao exemplo anterior,

1 | 1
/ —du—/ —dr = lim (ln]a:\’ ) = lim —In |b] = +oc.
(071) X 0 i b—0t b b—0+

Logo, g ¢ L*(Q), ja que/

lg|*dp diverge. O
(0,1)

Uma propriedade importante da integral de Lebesgue que utilizaremos no decorrer do
trabalho € a seguinte (veja [9]).
1. Seja () € B. Entio,
/ ldp = p(2). (2.2)
Q

Em particular, se 2 = (a,b), com a,b € Re a < b, temos / ldp = p(a,b) = b —a.
Q

2.4 Derivada fraca

A nocgdo de derivada fraca se iniciou com Sobolev, no século XX, no estudo de proble-
mas associados a equagdes diferenciais, ela estende a derivada cldssica do Célculo, pois uma
funcao que possui derivada no sentido cldssico também tem derivada no sentido fraco, e no caso

elas sdo iguais.
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Definicao 2.32. Seja u € LP()), em que Q2 C R € um intervalo e 1 < p < co. Dizemos que u

é fracamente diferencidvel ou diferencidvel no sentido fraco se existir v € LP(Q) tal que

/ u'dp = — / vedp, Ve € Cy(9Q),
Q Q

onde C}(Q) ¢é o espago vetorial das fungées ¢ : Q — R que possuem a primeira derivada
(cldssica) continua e, além disso, se anulam nos extremos do intervalo ) (se houver). Neste

caso, chamamos v de derivada fraca de u denotamos v = u’.

Um resultado que vale mencionar é que, quando a derivada fraca de uma funcdo existe,
entdo ela é dnica, a menos de conjuntos de medida de Lebesgue nula (isso significa que, se
w(x) = u/(x) paratodo x em Q \ E, onde E C 2 com p(E) = 0, entdo diremos que w = u’).
Esse fato pode ser encontrado em [19], pagina 70.

Como exemplo, temos que a fun¢cdo mddulo ndo € derivavel no sentido clédssico, no
entanto, a fungdo u(z) = |z|, = € (—1,1), possui derivada fraca. Vamos mostrar abaixo

utilizando a técnica de integragdo por partes.

Exemplo 2.33. Mostrando que u(z) = |z|, z € (—1, 1) possui derivada fraca.

Demonstracao: Seja 2 = (—1,1) e considere u : 2 — R a fungdo u(x) = |z|. Como u é

continua, segue que u é¢ mensurdavel. Além disso, usando (2.1), ndo é dificil ver que u € Ll(Q).

u(a:):{ r, sex >0

-, sex <0

Pela definicao de médulo,

Assim, novamente por (2.1), Vo € C& (Q),

1 0 1
/ 2| dp :/ |z| (z)dx :/ —a:go’(x)dx+/ zy' (z)dx.
(~1,1) 1 —1 0

Integrando por partes o lado direito da igualdade acima, obtém-se

/ ¢/ (ahlo = - {ap(@l%, - [ ol

— [0(0) — (~1)p(~1)] — / 1p(a)d.

-1

Ora, Vo € Ci(—1,1), vale po(—1) =0 e (1) = 0. Dai ,

/_i —a¢ (x)dr = —[0- p(0) +1-0] — /_01 p(a)da
=- /_O —1p(x)dz.

1
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Analogamente,

/ () = {oetati- [ 1 Loa)ds

= [1p(1) — 0(0)] —/0 lo(x)dx.

De Vi € C}(—1,1), vale o(—1) = 0 e (1) = 0 mais uma vez,

/0 z@'(x)dr =[1-0—0-p(0)] — /o lp(z)dx

—_Aﬁﬂwm.

Portanto, temos

/11 2]’ (2)dr = — /01 —ly(z)dr — /01 1o(x)dz.

Logo, a derivada fraca de v € dada por

-1, se —1<2<0
v(x) = ;
1, se0<x <1

uma vez que a Defini¢do 2.32 € satisfeita, isto é, Vo € C}(—1,1),

x| (x)du = — v(x)o(x)du.
/(u)| () dp /() (2) o) dp

18

O

Dessa forma, conclui-se que a fungdo médulo tem derivada fraca. Este novo conceito de

derivada vai ser importante para definirmos os espacos de Sobolev.

Nao provaremos, mas a aplicacao de derivagao no sentido fraco é uma aplicacado linear

no seguinte sentido:

1. Se v; e vy sdo derivadas fracas das funcdes u; e uq, respectivamente, entdo a funcao

us = u1 + uy possui derivada fraca e, além disso, a derivada fraca de ug € igual a v; 4 vo,

isto &, uy = (u1 + ug) = uj + uly = vy + vy.

2. Se vy € a derivada fraca de uq, entdo a derivada fraca de uz = au; é avy, Va € R, isto é,

uy = (o) = au) = auvy.



Capitulo 3

Solucao Fraca e Espacos de Sobolev

Agora que ja sabemos alguns conceitos importantes da Teoria da Medida, nesta secdo,
vamos conhecer a edo que serd foco neste trabalho. Nos espacos de Lebesgue e de Soboleyv,
espera-se definir o que chamaremos de solu¢do fraca de uma dada edo, para, nos capitulos
posteriores, resolvermos algumas delas utilizando o Teorema do Passo da Montanha.

Comecaremos definindo o conceito de solucdo fraca. Para a constru¢do deste capitulo,
utilizamos [13, 14, 15, 16, 17].

3.1 Motivacao para a definicao de solucao fraca

Como dito na introdu¢do deste trabalho, existem edo’s cujos métodos tradicionais de
resolucdo (equagdes exatas, separdveis, fator integrante, método dos coeficientes a determinar,

etc) ndo podem ser aplicados diretamente. Um exemplo € a equacdo dada por:

{ ' (t) +c(t)“ét) = f(t,u) em (a,b) (P)

u(a) = u(b) =

em que a < b,u = u(t) é a incdgnita da equacdo e ¢, f sdo fun¢des dadas. Uma solugéo forte
(ou cldssica) para a edo acima é uma fungio u de classe C?, isto €, fun¢des que possuem duas
derivadas continuas, ji que a equacdo possui a segunda derivada de u como um dos termos.
No entanto, podemos transformar (P) em uma equacido que requer apenas uma derivada, da

seguinte forma:

/( RUOEE | ctutiodu= | ftupdn Vo€ Gllat). G

(a,b) (a,b)

Para chegar em (3.1), multiplicamos ¢ € C}([a, b]) em ambos os lados de (P), integra-
mos com a integral de Lebesgue (que coincide, nesse caso, com a de Riemann) e utilizamos

integracdo por partes para obter

19
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!/<w%ww+/ cOulyodi = [ Ft,u)pdu =
(a,b) (a,b) (a,b)

—@wm%/’www@+/ cultypdn= [ Fltu)pdu =
(a,b) (a,b) (a,b)

O+ [ s [ cutiedi= [t wgdn=

(a,b) (a,b) (a,b)

—M®W®+M@W@+/ U@¢w+/ c(t)u(t)pdp = f(t,u)edp.
(a,b) (a,b) (a,b)

Como p(a) = ¢(b) = 0, entdo

/ u' () dp + / c(t)u(t)pdp = [t w)pdp.
(a.b)

(a,b) (a,b)

Dessa forma, em vez de se procurar diretamente uma solucdo para (F), encontra-se,
primeiramente, uma funcdo u € C}([a,b]) que satisfaz (3.1), pois seria mais vidvel buscar
solu¢do para uma equagdo que requer apenas uma derivada da funcdo incégnita. Caso essa

funcdo u exista, dizemos que u € uma solug@o fraca da edo (P).

3.2 Espacos de Banach e funcionais diferenciaveis

Como ja dito antes, procuraremos pontos criticos de determinadas aplicacdes defini-
das em espacos vetoriais especificos. Nesta secdo, vamos definir esses objetos. Para maiores
detalhes, veja [13, 16].

Definicdo 3.1. Seja E um espaco vetorial com norma || - ||g. Uma sequéncia (x,) C F é
chamada de sequéncia de Cauchy quando, para todo ¢ > 0 dado, existe ny € N tal que

m,m > ng = ||x, — za||p < e

Definicao 3.2. Denomina-se de espaco de Banach todo espaco vetorial normado completo.
Lembrando que um espago vetorial normado é completo se toda sequéncia de Cauchy é con-

vergente.

Vejamos alguns exemplos importantes de espagos de Banach sob normas adequadas.
Exemplo 3.3. O espa¢o normado do conjunto dos nimeros reais R é um espago de Banach.
Exemplo 3.4. O espa¢co normado R" € um espaco de Banach.

Exemplo 3.5. O espago das fungdes continuas C'([a, b], R) € um espago de Banach.
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Exemplo 3.6. Considere o conjunto das aplica¢des lineares continuas de F e F', L(FE, F'), tal
que E e F' sdo espacos vetoriais normados. Se F' é completo, entdo L(FE, F') é um espago de

Banach. Para ver isso, veja [17].

Quando o espaco vetorial € de Banach, alguns fatos interessantes ocorrem. Veremos
1sso melhor nas proximas secdes. Além disso, embora no trabalho nao tragamos uma aplicagcdo
direta do fato dos espacos vetoriais serem Banach, essa hiptese € essencial na demonstragcdo
dos resultados futuros quando lidamos com problemas de convergéncia.

Sobre esses espacos vetoriais especiais, vamos definir o que seria um funcional. Um
funcional € uma funcdo que associa cada elemento do seu dominio um numero real. Assim, a
noc¢do de funcional diferencidvel estende a derivada usual do Calculo, pois em vez de derivar
uma funcdo y = f(x) em relagdo a varidvel x, diferencia-se um funcional cuja varidvel ndo é
necessariamente um nimero real.

A proposito, os métodos variacionais utilizam funcionais diferencidveis para resolver
problemas no campo das equagdes diferenciais ordindrias. Com isso, veremos o conceito de
derivada de Fréchet.

Daqui em diante, E, F' serdo sempre espacos de Banach.

Definicao 3.7. Considere uma aplicagdo f : E — F e a € E. Se existe f'(a) € L(E, F), uma

transformacdo linear de E em F tal que

fla+h) = fla) + f'(a)h +(h)

‘() _,

im =
Inlz—0 [R5
entdo f € dita ser diferencidvel a Fréchet (ou Fréchet diferencidvel) e f'(a) é chamada de

derivada de Fréchet em a € E de f.

A derivada de Fréchet também pode ser representada da seguinte forma

p W@+ h) = f(@) = (@l

= 0.
Il z—0 1A &

Agora, vejamos algumas proposi¢des importantes.

Proposicao 3.8. Se f : EE — F é diferencidvel a Fréchet em a € E, entdo [ é continua em a.

Demonstracao: Se f é Fréchet diferencidvel em a, entdo existe o seguinte limite como visto

na Definicdo 3.7
|f(a+h) = fla) = f(a)h]lr

|Ihl| 50 IAIP>

=0,
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da mesma maneira
fla+h)= f(a)+ f'(a)h +e(h)

im —€<h) =0.
Iallz—0 [[h | £
Podemos reformular a equagdo acima como
e(h
fa+0) = 5@)+ @i+ £l
e passando o limite de ambos os lados da equagao
lim f(a+h)= lim |f(a)+ f'(a)h+ =(h) ||h||E]
Iall 5—0 Inll 50 iz
— f@+ gim fon+ L2
Inll 50 Iallz—0 | |7 £

(a) + f'(a)0+ lim ) i e

Il =0 ||h]| g IrlE—0

f
fla)+0+4+0-0
f(a).

Logo, f é continua em a. |

Proposicdo 3.9. Se f é Fréchet diferencidvel em a, entdo a derivada f'(a) é unica.

Demonstracao: Como f é diferencidvel a Fréchet, entdo suponha que existam duas transfor-

macoes lineares tais que

fla+h) — fla) —Ti(h)

=0
Il 20 |\h]| &
€
LD — @) =) _
k]l z—0 P&
o que implica dizer que
flath) = f@=Ta(h) _ . fla+h)=f(@) =To(h) _
IR =0 |\ R & 1h]l 5—0 17|

flath) = fla)=Ti(h) . fla+h) — fla) = To(h)

_ —0.
1]l 5—0 R & IR 50 2|

Dessa forma,
[Ty (h) — To(h)|
IR 50 (LdIF>

=0
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e considerando v # 0 e tomando h = tv, com ¢ # (, obtemos

L HIT ) = o)l

=0=
[tl-50 tllvlle

|T1wy — T2(v)|
vl e

=0=Ti(v) =Tz(v),Yv € E.

Portanto, 77 = T5. O

Em outras palavras, se existe 7' € L(E, F') tal que

fla+h) = f(a) +T(h) +e(h)

‘),

1m =
Illz—0 || h]| £

entdo T = f'(a).
Veremos, por meio de um exemplo, que a derivada a Fréchet coincide com a derivada

usual do Calculo.

Exemplo 3.10. Calcule a derivada a Fréchet de f(x) = z* no ponto z = 2.

Resolucdo: Para f ser diferencidvel a Fréchet, entdo

i 1@+ ) — (@) = T(w)]

= 0.
Ih]—0 |

Como queremos encontrar a derivada de f no ponto z = 2, substituimos a por x e mostramos
que esse limite converge para 0. Temos
|(2+ h)3 — 23 —T(h)]

li =
T 7]

|8 + 12k + 6h* + h® — 8 — T'(h)]

e 7 -
. |12h + 6h? + 13 — T'(h)|
|h|—0 |h

Supondo que T'(h) = 12h, como h € R, vamos verificar se o limite existe com essa transfor-
magcao linear (continua) 7. Segue que
. |12h + 6h? + B3 — 124 6K + b3

= lim ————

1 _
Ih0 B m=o |
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Pela desigualdade triangular 0 < [6h2 + h?| < 6|h|?+|h|®. Assim, pelo Teorema do Confronto,

h? + h? h|? + |h|?
lim 0 < lim MS lim M
|h|—0 |h|—0 |h |h|—0 ||

h? + h?
lim 0 < lim [6h” + 7] < lim (6|h| + |n[*) =
|h|—0 |h|—0 |h |h|—0
2 3
0 < lim M
|h|—0 |h|
. |6h* + 3|

1
mSo [

<0=

=0.

Portanto, como o limite tende a 0 para T'(h) = 12h, entdo T'(h) = f'(2)h = 12h, ja que T é

continua, linear e tnica. O

No exemplo acima, observa-se que a derivada a Fréchet coincidiu com a derivada usual
do Célculo, no seguinte sentido. Nas nota¢des do Cdlculo, temos que f'(2) = 12; nas nossas
notacdes (a Fréchet), temos f'(2)h = 12h. Se olharmos para a matriz da transformagao linear
f'(2), podemos escrever f'(2) = [12];x1, matriz de ordem 1 X 1, o que mostra sua relagdo
com a derivada usual f’(2) = 12, estendendo a defini¢do do Calculo. Além disso, a derivada a
Fréchet € vélida para espagos vetoriais gerais, € ndo apenas para fungdes de uma varidvel. Veja

no proximo exemplo.

Exemplo 3.11. Encontre uma transformacio linear 7' : R? — R (que é continua) tal que

. 1 ((1,2) + (h1, ha)) — f(1,2) = T(h, ha)|
(h1,h121)n—1>(0,0) (1, ho)| =0,

onde f(z,y) = 3z°%y.
Resolucdo: Substituindo em f(z,y), temos

|f(1 + h1>2 + h2) - f(la 2) - T<h17h2)‘

lim =
(h1,h2)—(0,0) /h% T+ h%

13(1 + 11)%(2+ hy) — (3-1%2-2) — T'(hy, hy)|

lim =
(h1,h2)—(0,0) VR +h3

13(1 + 2Ry + h2)(2 + hy) — 6 — T'(hy, hy)|

lim =
(h1,h2)—(0,0) Vhi+ h3

o (B e o Al 2hahs + 208+ hha) = 6 — T ha)|

(h17h2)_>(070) \/ h% + h%

[ 164 3hy 4 120y 4 Ghihy + 6hF + 3hthe — 6 = T(hu,ha)| _

(h1,h2)—(0,0) S

13hg 4+ 12hy + 6hyhg + 6T + 3h3hy — T'(hy, ho)|

lim .
(h17h2)_>(070) \/ h% + h%

(3.2)
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Considerando que 7'(hy, hy) = 12hy + 3hy substituimos na equagio (3.2)

lim |3hg + 12hy + 6hihy + 603 + 3hihg — (12hy + 3ho)| _

(h1,h2)(0,0) Vhi+h3
iy [3he 1200 4 Ghihy + 6 + 3hihs — 12hy — 3ho|
(h1,h2)=(0,0) VR +h3

[ |6hiha + 6h + 3hihy

(h1,h2)—(0,0) /h% + h%

Pela desigualdade triangular, obtemos

2 2 2 2
P [6hiha 4 6hY 4 3hihs| < lm ( [N 1612] 13h2hy| >(3‘3)
hl h2 *)(00

(h1.h3)—(0.0) NOESE VBEI+h3 /BRI h3 \/BE+ D3

Agora, pelo Teorema do Confronto vamos verificar se os limites existem calculando para cada

caso. Veja que

. , 671 hs |6h1hs|
lim 0 < lim — =<
(h1,h2)—(0,0) (h1,h2)=(0.0) \/h? + h3 ~ (h1,h2)=(0,0) \/h?
hih hyllh
0 < lim 6|71 ho| < lim 6[Aa s

(h1,h2)=(0,0) \/h? + h3 ~ (h1,h2)—(0,0) |1

hih
0 < lim 6l/11) < lim 6|k

(hl hg)% 0 0 A /h2 —|— h2 (h1,h2)4>(0,0)

0 < lim [y o

(hlhg)%oo 1/h2—|—h2

<0.

6h1h
Com isso, lim (61|

(hih2)=(0.0) \/h2 + B2

.. ) 6h?
De modo anédlogo fazemos com os outros limites, obtendo lim [Oh1]

(h17h2)_>(070) \/ h% + h%

= (. Substituindo esses resultados dos limites na equagdo (3.3), segue

=0e
3h3hy|

lim @————
(h1,h2)=(0,0) /h? + h3

que
|6/ hy + 612 + 3h2hs)|

lim
(hlth)_)(ng) \/ h% _|_ h%

portanto, a transformacdo linear 7'(hq, hy) = 12h; + 3h, satisfaz o limite acima. Essa transfor-

=0,
magcdo linear ¢ chamada de derivada a Fréchet da funcdo de duas varidveis f. ]

Exemplo 3.12. O funcional J : L?(0,1) — R, definido por J(u) = / u?(z)dyu é Fréchet
(0,1)
diferencidvel.

Demonstragio: Note que J estd bem definido, pois u € L?(0,1) (veja na Definigdo 2.28 que
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L?(0,1) corresponde ao espago de Lebesgue respectivo). Dessa forma, / w?(x)dp < oo.
(0,1)
Para verificar se J € Fréchet diferencidvel, deve-se encontrar uma transformacao linear 7' :

L*(0,1) — R tal que

[J(a+h) = J(a) = T(h)|

li
k]2 —0 2] 2

= 0. (3.4)

Observe que a norma € ||h]|;2, jd que o espago considerado é o L?(0,1). Lembrando que a

1
il = ( / \h\Qdu) |
(0,1)

‘/ (a+ h)*du — / a*dy — T(h)'
(0,1) (0,1)

norma em L?(0,1) é

de (3.4), temos

lim =
1l 20 ,
/ h=du
(0,1)
‘/ a’du + 2/ ahdp + / R2dp — / a’dp — T(h)‘
lim (0,1) (0,1) (0,1) (0,1) '
1l 20 ,
/ h=du
(0,1)

Veja que h — 2 / ahdy € linear em h, assim, seria interessante definir a transformacgao
(0,1)

T:L*0,1) = RporT(h) = 2/ ahdy, obtendo

(0,1)

‘2/ ahdu—i—/ thu—Z/ ahdu‘
(0,1) (0,1) (0,1)

lim
Al 2—0 )
/ hdu
(0,1)

o
lim 20D 1 i / h2dp = 0.
Il 20 / o a0\ o
o
(0.1)

Portanto, como a derivada € tnica pela Proposi¢do 3.9, segue que J é Fréchet diferencidvel no

Assim,

ponto a e sua derivada a Fréchet ¢ a transformagcéo linear dada por J'(a)h = 2 / ahdp. O
(0,1)

Na proxima secdo, falaremos a respeito dos espagos de Sobolev, um dos conceitos mais

importantes deste capitulo e o exemplo mais relevante de espacos de Banach que poderiamos
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dar.

3.3 [Espacos de Sobolev

O espaco de Sobolev € um espaco de fun¢gdes onde vamos procurar solucdes de algumas
equacoes diferenciais ordindrias. Para isso, a defini¢do apresentada abaixo trata-se do conceito

dos espacgos de Sobolev.

Definicao 3.13. Sejam Q = (a,b) C R um intervalo aberto e p € R tal que 1 < p < .

Considere
WP (Q) = {u € LP(Q);3g € LP() tal que/ up'dp = — / gpdu, Yo € C&(Q)} :
Q Q
Esse espago W'P(Q) é denominado de espaco de Sobolev. Note que, para cada u € W'P(Q),
a fungdo g € LP(Q)) é exatamente a derivada fraca de u, ou seja, g = u'.

Pelas propriedades lineares da derivada fraca, ndo ¢ dificil mostrar que WP (Q2) é um

espacgo vetorial.
Observacio 3.14. Para o caso em que p = 2, vamos denotar H*(Q2) = W12(Q).

Observacao 3.15. Vale muito salientar aqui que a definicdo de espaco de Sobolev requer ape-
nas que exista a primeira derivada fraca da funcdo. Portanto, isso faz com que, num certo
sentido, passemos a “procurar” fungbes num espago ainda maior, jd que a derivada cldssica

implica na derivada fraca e o contrdrio ndo é verdade.

Nos Espagos de Sobolev, vamos considerar as seguintes normas

=

lullwrr = (lul7e + llullze)?.
Jd no espago H'(Q2), temos a norma
lulli = (132 + llul32)*.
Proposi¢iio 3.16. Para 1 < p < oo, o espaco WP (Q) é um espaco de Banach.

Demonstracao: Veja a prova na bibliografia [13], Proposicéo 8.1. O

A titulo de curiosidade, H'(2) é um espago de Banach, pois, como visto na Proposi¢ao
3.16, H'(€)) é um caso particular de TW7(£2). Além disso, o espago de Sobolev H'(£2) pode
ser visto como o conjunto das fungdes u € L*(2) que possuem a primeira derivada no sentindo

fraco em L?(2), ou seja, u' € L?(£2). Abaixo, veja exemplos de fungdes em H'((2).
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Exemplo 3.17. A func¢do u(z) = z? no intervalo 0 = (—5,5), pertence ao espago H' ().
Nesse exemplo, como u € L*(§) e u possui derivada fraca (pois possui derivada cldssica)
também em L?(Q2). Entdo, u € H'(Q).

Agora, em seguida, observe uma fungfio que ndo pertence a H' ().
Exemplo 3.18. A funcio u(z) = \/%;
Nio é dificil ver que u ¢ L*(2), entdo u & H' ().

no intervalo Q = (0, 1) ndo pertence ao espago H'(€).

1 1
Exemplo 3.19. Prove que J : H'(a,b) — R, dado por J(u) = 5/ (u')?dp + 5/ u?dp,
(a,b) (a,b)

é Fréchet diferenciavel.

Demonstracdo: Vamos separar J(u) em J;(u) e Jo(u), com o intuito de facilitar a resolug@o.

De tal modo que
1

1
Ji(u) = —/ (u')?du e Jy(u) = —/ u?dp.
2 Jat) 2 Ja)
De modo andlogo ao Exemplo 3.12, seja J; : H'(a,b) — R, tem-se que .J; estd bem definida, ja
que v’ € L?. Comisso, J;(u) = = (u')?dp < oco. Para saber se .J; é Fréchet diferencidvel,

2 Jiap)
é necessdrio encontrar uma transformagdo linear Ty : H'(a,b) — R que satisfaga o limite

1 1

3 / [(a+h)TPdp — 5 / (a')?du — Ty (h)
. (a,b) (a,b)
lim

A1 -0 . ,
/ (B )2y + / h2dy
(a,b) (a,b)

Lembre que a norma em H'(a, b) é

Wl = (1|2 + |A]2)* = ( /( NG /( b) hzdu)

Pela propriedade de derivada fraca (a + h)’ = &’ + I/, temos

=0.

1
2

1 / ! 1 /
—/ (a' + R')dp — —/ (a')2dp — Ty (h)
2 J(a, 2 J(ap)

o n

—

" / (W)2dp + / h2dy
(a,b) (a,b)

1 1 1 1
L / a2y + 22 / oW dp+ / (W)2dp — & / (a/)2dy — Ti(h)
2 Jiab) 2 Jiab) 2 J(ap) 2 Jiap)

o

1—

" / (W) ?dp + / h2dy
(a,b) (a,b)
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Como / a'h/dy é linear em 1, pode-se definir uma transformagdo linear 77 : H'(Q) — R
(a.b)

por Ty (h) = / a’'h'dyi. Fazendo a substituicio,
(a,b)

1 1
| awau g / (dp - [ dntan IRGE"
) 2 J(ap) ) : 2 J(ap)

Hh\}im 0 ||h|}lm 0 '

— —

" / Ny + / h2dy " / (W)2dp + / h2dy
(a,b) (a,b) (a,b) (a,b)

Pela seguinte desigualdade

DO | —

1
3 | JIRGE?
0< lim (ab) < lim (ab)

~ Al g1 —0 Al —0
g / (W)2dp + / Rdp " / (W)2dp
(a,b) (a,b) (a,b)
1
= e 2 ab

segue do Teorema do Confronto que

1
3 |
lim 2 (a,0) =0.
et . ,
/ (h')2dy + / h2du
(a,b) (a,b)

Pelo Exemplo 3.12, o funcional J, é Fréchet diferencidvel e sua derivada é Ty : H'(Q)

R é dada por T5(h) = / ahdp. Portando, J = J; + J, € Fréchet diferencidvel e sua derivada
(a,b)

a Fréchet € a transformagdo linear J'(u)h = / a'h'dy + / ahdy.
(a,b) (a,b)

a



Capitulo 4

Métodos Variacionais

Neste capitulo, apresentaremos a esséncia do nosso trabalho: utilizar os métodos variaci-
onais na resolucdo de edo’s. Aqui, mostraremos o Teorema do Passo da Montanha, considerado
0 mais importante teorema relacionado aos métodos variacionais. A construcdo deste capitulo

foi baseada nas referéncias [13, 18, 19].

4.1 Teorema do Passo da Montanha

O Teorema do Passo da Montanha (TPM) € atribuido a Ambrosetti-Rabinowitz e estabe-
lece condicdes para a existéncia de pontos criticos de um funcional. Assim, dado um funcional
J, esse teorema fornece circunstancias nas quais J tem ponto critico. Abaixo, enunciamos esse

teorema.

Teorema 4.1 (Teorema do Passo da Montanha). Seja E um espaco de Banach e J € C*(E,R)
satisfazendo a condi¢do de Palais-Smale (PS). Suponha que J(0) = 0 e que as seguinte condi-

coes sejam satisfeitas
1. 3 p,y >0, tais que J(u) > 7 quando ||u|| = p.
2. de ¢ B, tal que J(e) <0,

entdo J possui um valor critico ¢ > vy, com

— inf J(a(t
¢ = Inf max (a(t)),

sendo " = {a € C([0,1], E)| a(0) = 0, (1) = e}.

O motivo do qual o teorema se chama Passo da Montanha segue na figura abaixo.

30
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Figura 1 - Uma visao do TPM

' N
SR
SNUZZE
Y

N

Fonte: [18], pagina 66.

Considere dois vales A e B tais que A é cercado por uma cordilheira que o
separa de B. Para ir de A a B, devemos cruzar a cadeia de montanhas. Se qui-
sermos subir o minimo possivel, teremos que considerar a elevacdo maxima de
cada caminho. O caminho com o minimo (dessas eleva¢des mdximas) cruzara
0 passo da montanha ([18], traducao do autor).

Veremos duas defini¢des importantes a seguir. A primeira € sobre sequéncias de Palais-
Smale (PS) de um funcional J : £ — R e a segunda, sobre o funcional J satisfazer a condicao

de Palais-Smale (ou apenas condi¢do (PS)).

Defini¢do 4.2. Chamamos (u,,) C E de sequéncia de Palais-Smale do funcional J : E — R se
J(u,) = c€Re J(u,) — 0 quando n — +oc.

Definicao 4.3. O funcional J : E — R satisfaz a condigdo de Palais-Smale se, dada qualquer
sequéncia (u,) C FE de Palais-Smale de J, ou seja, qualquer sequéncia verificando J(u,) —
c € Re J(u,) — 0quando n — 400, entdo (u,) possui uma subsequéncia que converge em

E.

Em nosso contexto, vale ressaltar que essa condi¢@o se resume a mostrar que (u,,) possui

uma subsequéncia limitada (ou ela mesma o é). Quando J'(u,) — 0 queremos dizer que
!/

17" (un) |

espaco E) € definida como sendo

g~ — 0 quando n — +o00, onde a norma em E* = L(E,R) (chamado de dual do

J(uh
@ = swp LWy e g
hlm<t ||IPlE

Como J € um funcional linear continuo, esse supremo sempre existe.
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Lema 4.4. Seja T € L(E,R) um funcional linear continuo. Entdo, para todo elemento u € F,

vale que
T (u)| < [T

E* UHE

Demonstracao: Seja v # 0 um elemento de £. Entdo, h = tem norma igual a 1. Assim,

lulle

T < sup LN _ gy,

" ale<t 1PlE

Com isso, substituindo h por W, segue da linearidade de 7" que
U\

i) = [ ()| = i < e

[ull = [ull 2

e isso implica que

T(w)| < |[T]|&-

u”Ev

como queriamos demonstrar, pois o caso u = 0 € 6bvio. O

Exemplo 4.5. Calcule a norma || f/(2)||r+, onde f(x) = 3.

Resolucio: Seja f : R — R, com f(x) = x3. J4 mostramos que a derivada de f no ponto
x =2 éigual a f’(2)h = 12h (veja Exemplo 3.10). Sabendo que

F1(2)h
7@l = sup LI,
<1 |17l
e 2 i
2 12 12

f(2)||gs = sup ~——+— = sup —— = sup —— = 12.

17l m<t b w<t (Rl =y A
Portanto, a norma da derivada é || f/(2)||g- = 12. O

Exemplo 4.6. Prove que ||.J'(a)||z1)- < 2[/a|| g2, onde J : H'(a,b) — R é o funcional dado

por J(u) = / () 2d.
(a,b)

Demonstragio: Seja J € H'(a,b) e J(u) = / (u')?dy, entdo pelo Exemplo 3.19 J'(a)h =
(a,b)

2 / a’'hdp. Obtemos, entdo,
(a,b)

‘2 / a’ hdu‘
(a,b)

||J'(a)||(H1)*: sup A 4.1)
(TS ] e
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Utilizando a desigualdade de Holder (Teorema 2.29) e o fato de que || - ||z2 < || - || 5, temos

1 1
‘2/ a’hdu‘ 2 (/ \a’\zdu> (/ ]h!%lu)
(a,b) (a,b) (a,b)

[ (@)l 1y = sup ——2—— <
i 1Bl 1 <1 [ 7]] e [l 1 <1 |7 e

1
3
|J'(@)||(z1y- < sup 2 (/ |a/|2du)
IRl 1 <1 (a,b)

17 (@)l < sup 2[|a|[z2 = 2[|a]| 2.
1]l <1

Assim, [|.J'(a)|| (1) < 2||al| g1, como querfamos mostrar. O

Exemplo 4.7. Seja J : L?(0,1) — R o funcional definido por J(u) = / u?dp. Entdo pelo
(0,1)

Exemplo 3.19, sabemos que J'(u)h = 2/ uhdy para todos u, h € L?(0,1). Prove que a
(0,1)
sequéncia u,(z) = 2", 0 < x < 1 e n > 1, é uma sequéncia Palais-Smale para o funcional .J.

Demonstracdo: Vamos mostrar que J(u,) — ce ||J'(u,)|| — 0 quando n — +oo para algum

c € R. De fato, temos que

T(uy) = /(O "

Como neste caso a integral de Lebesgue coincide com a integral de Riemann, entio

Calculando o limite quando n — 400, obtemos

1
lim J(u,) = li
Jim () = lim oo

Portanto, J(u,) — 0 = ¢ quando n — +oc0. Agora, para o outro caso, note que

() ‘2/ o x"hd“‘
| (un) |12y = sup ———— = su (0,1)

Al 2<1 |72 [|h]l 2 <1 / thM
(0,1)
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Pela desigualdade de Holder,

1

1
2 2
o] () ()

0< sup (0,1) < Al 2<1 (0,1) (0,1)
TR, 2<1 -
Al / h2dy / h2dy
(0,1) (0’1)
% 2n+1
§2</ mQ"d,u) —o( 2

(0,1) 2n +1

Dessa forma, pelo teorema do Confronto,

[N

1\ 3 ( 1 )
=2
B 2n+1
‘2/ x"hd,u‘
1)

lim || J'(un)||(r2)- = lim  sup =0,
n—oo n—oo HhHLQSI 9
h=du
(0,1)

0 que mostra que (u, ) é, de fato, uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional J. O

Uma pergunta pertinente a se fazer é: qual a natureza (forma, grafico, etc) das fun¢des do
espago de Sobolev H'()? Apesar da defini¢do deste espago ser abstrata, o proximo resultado
fornece uma informagdo preciosa sobre propriedades das fungdes que estdo em H'(2). Ele
¢ conhecido como imersdo (continua) de Sobolev e pode ser generalizado para conjuntos 2

diferentes de intervalos.

Lema 4.8. Seja Q um intervalo aberto limitado. Toda fungdo em H'(Q) é uma fungdo continua,

isto é, uma fungdo em C°. Mais do que isso,
H(Q) = C°(),

e isso significa que existe uma constante A > 0 tal que ||ul|co < Allu||g1, onde ||u|lco =

max [u(z)|.
el

Demonstracao: Veja a prova em [19], pagina 95. ]

Exemplo 4.9. Sejam J : H'(0,1) — R dado por J(u) = / u?dp e uy(z) = V4na™, com
(0,1)
0 <z <1len > 1. Prove que (u,) é uma sequéncia de Palais-Smale para .J.

Demonstracao: Vamos mostrar que J(u,) — ce ||J'(u,)|| — 0 quando n — +o0 para algum

c € R. Temos que

on+1 |1

_dn
0 2n+1

2n+1

1
J(uy,) = / (Vana™)dy = / dna®dy = dn —
(0,1) 0
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Calculando o limite quando n — 400, obtemos

4dn
lim J(u,) = li
Jim J(un) = lim o=

Agora, vejamos a segunda condic¢do. Note que

vVanz™h

2’ 2\/471/ x"h
S )bl _ (0.1) — s CONE

<t Pl < || 1 Il 1 <1 || 1

| (wn)| (1) =

Pelo Lema 4.8, segue que

2\/4n/ x”hd,u‘ 2\/R||h||co/ :r”du'
0,1 0,1
1T ()| arry> = sup ©.1) sup (0.1) ,

Il <1 (divze il <t e

Novamente pelo Lema 4.8, conseguimos

/ x”du'
(0,1)

2v/In ]| co

| " (un)| (prrys < sup

< sup 2\/47114/ xdp < 2\/4nA/ x"du
(0,1)

Al 1 <1 [12][ 1 1Al <1 (0.1)
n+1 1 4A
— 2v/AnA 2 _ davin
n+1|, n+1
Portanto, ||.J'(uy)||(z1)~ — 0 quando n — +o0. O

4.2 Uma aplicacao do Teorema do Passo da Montanha

Nesta secdo, veremos uma aplica¢do do Teorema do Passo da Montanha (TPM) na re-

solucdo de equacdes diferencias ordindrias. Para isso, considere o problema

—u" +u = tPulul’?,t € (0,1)
{ (P)

u(0) =u(l)=0

Antes de comecar a resoluco, ressaltamos que o problema (P) ndo pode ser estudado
diretamente por meio dos métodos cldssicos de resolugdo de edo’s que estudamos na graduagdo
(fator integrante, equagdes separdveis, exatas, etc). Isso também mostra a for¢ca do TPM.

Pra resolvermos a equacdo (P), vamos determinar a existéncia de uma solug@o fraca que
ndo seja a solu¢do nula. Separaremos por itens.

1) Determine a equagdo que define as solugdes fracas de (P).

Resolu¢ido: Uma solugdo forte (classica) para P é uma fungdo u € C?(]0, 1], R) que satisfaz
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(P) pontualmente. Ou seja, a solugdo forte é duas vezes diferencidvel e sua derivada segunda
¢ continua. No entanto, pode-se reformular o problema de modo a exigir menos da fungdo u
para encontrar a equagdo que define a solugdo fraca de (P). Seja ¢ € C}(0,1) (lembre que
©(0) = (1) = 0), multiplicando a equagao por ¢ e integrando por partes, temos

|3/2

—u" +u = t*ulu

—u"p + up = t2ulu>?p

—/ u”@du—l—/ u@du:/ t2ulu> 2 odp

0,1) (0,1) (0,1)

- (gou’—/ u’go’d,u) —|—/ ugodu:/ t2ulul>2pdp
(0,1) (0,1) (0,1)

—gou’+/ u’gp’du—i—/ ugodu:/ ulu> 2 odp
0,1 (0.1) (0.1)

(W (1) + p(0) (0) + /

u’gp’du+/ wpd :/ t2ulu> 2 pdp.
(0,1) (0.1) (0.1)

Como ¢(0) = ¢(1) = 0, vamos chamar de (P’) a equagio
/ u'¢'dp +/ updy = / Pulul*odp, Yo € C5(0,1), (P')
(0,1) (0,1) (0,1)

que é a equacdo que define as solugdes fracas de (P). Lembrando que, se u € solugdo cldssica

de (P), entdo u é solugdo fraca de (P’). Dessa forma, usamos (P’) para encontrar solu¢des de
(P). O

2) Determine o funcional J : H*(0,1) — R cuja derivada nula (pontos criticos) sdo exatamente

as solugdes fracas da equacdo (P), ou seja, solucdes de (P’).

Resolucdo: Como a equacdo (P’) pode ser reescrita como
/ /' dp +/ updp — / tulul*?edp = 0,¥p € C§(0,1), (P')
(0,1) (0,1) (0,1)
podemos igualar a equacdo por

J () :/ u'gp’d,u+/ upd —/ t2ulul32pdp.
(0,1) 0.1) (0,1)

Assim, o funcional J deve ser tal que J'(u)p = 0 para toda ¢ € C(0,1). Ou seja, J € o

funcional tal que sua derivada em u e numa direcao ¢ seja dada pela equacdo anterior. Portanto,

1 1 2
J(u) = —/ (u')?dp + —/ w?dp — —/ 2 u|2dy,
2 Joo 2 Jo 7 Jo

tomando
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temos

J (u)p :/ u’gp’du+/ updp —/ tulu> 2 dyu.
(0,1) (0,1) (0,1)

Logo, as solugdes de (P’) sdo pontos criticos do funcional J. Uma observa¢do importante é
que J estd bem definido, pois u € H'(0,1) que estd imerso (contido em) C°([0, 1]) pelo Lema
4.8. a

3) Agora, se (u,) ¢ uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional J, mostre que (u,) é

limitada.

Resolucao: Por hipétese, quando n — 400, temos

J(up) = ¢ (4.2)

J'(uy) — 0. (4.3)
Como tese, temos que provar que (u,) € limitada em H'(0,1). Ou seja,
|unllgr < B,Vn € N,
que, elevando ao quadrado, obtemos
uall < B2

Sabendo que
lunlie = [P [ ot
(0,1) (0,1)

pela defini¢do de J(u,) e J'(u,,), temos

1 2
mmzﬂm@_~/ 22 dp. (4.4

J' ()t = |[un]|2n — /(0 , 202 |u, |32 dp. (4.5)
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2
Operando (4.4) — ?(4.5), vem que

2 1 2 2 2
J(u,) — =T (u)u, = =, __/ 12 n7/2d N n21__/ 24,2 n3/2d
(1) = 57 Cndun. = gl =% | Ehual s = (Sl =% [ P

1 2
= Sl = Sl

3
= Tl (46)

Note que por (4.3), temos ||.J"(uy)|| (z1)~ "(Un) || 1)+ € tdo
pequeno quanto se queira, bastando aumentar o valor de n suficientemente. Logo, pelo Lema

4.4, temos

[T (tn | < (1T () | 0

< ellunl|

< un |z,
para n suficientemente grande tal que n > ny. Assim, para tais valores de n,
—J (up)ty, < | (wn)tn| < ||tn|| - 4.7)
Agora, aplicando (4.7) em (4.6), segue que

2
T(un) = =T (unJun = 14||un||H1 < 7Hunl|Hl +J(un) =

3 2
Tillunllin < Sl + 7 ().

Por (4.2), (J(u,)) é uma sequéncia convergente. Como toda sequéncia convergente, ela é

limitada e, entdo, existe uma constante D > 0 tal que
3 9 2
ﬂ”un”Hl < ?HunHHl + D, Vn > ng. (4.8)

Supondo, por contradi¢do, que ||u,|| 1 — 400 quando n — +o0, dividindo (4.8) por ||uy, |7, #

0, obtemos
3 2
4 7

1 D

+ .
[unllen ™ Nlunllen

Fazendo n — +o00, temos 1; < 0, o que é um absurdo. Portando, (u,) € limitada (ou possui

uma subsequéncia que o e). O

4) Encontre um nimero v > 0 tal que J(u) > v sempre que ||u|| g1 = p, para algum p > 0.
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Resolucao: Da defini¢do do funcional .J, temos

1 2
I =l =2 [ Pl
(0,1)

Como 0 > —t? > —1, entdo

1 2
I = gl =3 [l @9)

Pelo Lema 4.8 e pela propriedade (2.2), obtemos

2 7/2 2 i 7/2(1 7/2
= lu"“dp < = max |ul ldp = —|IUI| (1-0) < AIIUH :
(0,1) [0:1] (0,1)

Portanto,

2

7/@1 [ul2dp < Alluum (4.10)

Aplicando (4.10) em (4.9), vem que

1 2

7 2
)2 gl =% [l 2 gl ~ AL
(0,1)

Seja ||u||zr = p > 0. Entéo,

Note que, para p > 0,

1, 2 1
2R _ZA)2s 0 =
2p 7 p’'m>U0= 2,0

2 7/2

2
> -A
7 p

1 2
&= > ZApP?
2 = 77

7 3/2
>
“Taa-r

7\ 2/

Dessa forma, se tomarmos 0 < p < (lA)Q/g com ||lul| g1 = p, teremos

2
p2—7A,07/2 =7 >0

5) Sejau # 0 em H'(0,1). Prove que J(su) — —oc quando s — +00.
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Resolucao: Da definicdo de J, temos que
1 1 2 2.7/2(,17/2
J(su) = = NVdu+ = udp — ts"2ulFdu
2 Jon® 2 Joo,) (0,1)

52 257/ 2

= %/ (u’)Qdu—l—? w?dp — - / 2| 2dp
(0,1) (0,1) (0,1)

2 947/2
= % ( (u')dp + qu,u) - 87 / 2| dp
(0,1) (0,1) (0,1)
M

Como as poténcias maiores prevalecem no infinito, entdo, quando s — +o0, J(su) — —oo. O

Agora, vamos colocar o nosso problema nas condi¢cdes do Teorema 4.1. Considere
E = H'(0,1). Como dito na Proposi¢do 3.16, E = H'(0,1) é um espago de Banach. Além
disso, J € um funcional de classe C'! (possui derivada e sua derivada é continua) e .J(0) = 0,

pois
1

J(0) = —/ (0)2du + 1/ 0%dp — 2/ t210|"2dp = 0.
2 Jo 2 o T Jo
Dos itens 1) e 2), mostramos que o funcional J estd associado a edo (P), e do item 3), toda
sequéncia de Palais-Smale para J € uma sequéncia limitada, o que € suficiente para satisfazer
a condi¢do de Palais-Smale. J4 no item 4), achamos um v > 0 tal que J(u) > 7 quando
|lullgr = p > 0. E, por dltimo, dado qualquer u # 0, o item 5) garante que existe s > 0,
suficientemente grande, tal que J(su) < 0. Assim, coincide su = e € H'(0,1) e tal que
e ¢ B,(0), isto &, |le]|g: > p. Portanto, estamos dentro das condi¢des do Teorema do Passo
da Montanha, que garante que existe um ponto critico do funcional J que € uma solugdo fraca
para a edo (P). Ou seja,
Jug € H'(0,1) | J'(up)p =0

J(up) = ¢ = inf max J(a(t)),

onde I' = {a € C([0,1], E)| a(0) = 0,a(1) = e}. Além disso, uy # 0, do contrério, terfamos

¢ = J(up) = J(0) = 0, o que é absurdo, pois ¢ > v > 0. Dessa forma, v € uma solugéo fraca

ndo nula da edo (P) e ¢ é o nivel dessa solugdo. Isso resolve a equacdo (P) no sentido fraco.
Para finalizar o trabalho, deixamos um exercicio para o leitor interessado.

Resolva, via Métodos Variacionais, a seguinte edo.

{ —u” +u = cos(tyulul¥? + f(t)u7,t € (=, )
u(—m) =u(r) =0,

onde f : [—m, 7] — R é uma fung¢@o limitada.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

Nessa investigagcdo, procuramos introduzir os métodos variacionais através de sua apli-
cacdo na resolucao de edo’s. Assim, esta pesquisa teve como objetivo principal resolver uma
classe de edo’s pelos métodos variacionais. Para isso, apresentamos conceitos importantes de
Teoria da Medida e Andlise Funcional para a constru¢ao do nosso objeto de estudo.

Ressalta-se que esse trabalho é fruto do PIBIC (Programa Institucional de Bolsas de
Iniciacdo Cientifica), realizado no periodo de 01 de agosto de 2020 a 31 de julho de 2021.
Dessa forma, essa monografia € resultado de um ano de pesquisa, onde procuramos destacar os
pontos principais do estudo com o intuito de responder nossa problematica.

Quanto aos procedimentos, essa pesquisa se designa como bibliogréifica e exploratéria.
Além disso, utilizamos a abordagem qualitativa para responder a seguinte problematica: Como
resolver equagdes diferenciais ordindrias utilizando os métodos variacionais?

Inicialmente, encontramos um funcional associado a uma edo e verificamos a existéncia
de pontos criticos. Caso existam, denominam-se solu¢do fraca da edo em questdo. Destaca-
se que uma solugdo fraca coincide com um ponto critico, o que implica dizer que os métodos
variacionais se preocupam em encontrar tais pontos criticos, ou seja, o ponto no qual a derivada
do funcional € nula. Além disso, por curiosidade, existem edo’s que podem ser solucionadas
tanto pelos métodos tradicionais de resolu¢do como pelos variacionais.

O principal resultado do trabalho é o Teorema do Passo da Montanha, que é conhecido
como teorema do tipo minimax, para encontrar pontos criticos. Logo, no caso em que todas
as condi¢des do teorema sdo satisfeitas, a edo possui solugdo fraca. Para transformar a solugdo
fraca em uma solugdo forte (classica), € necessdrio o estudo de outra teoria, o que ndo € o
objetivo desse trabalho.

Para determinar a solugdo da edo norteadora, é necessario estender o espago onde bus-
camos solugdo, pois o espago das fungdes de classe C? € muito restrito, sendo preciso procurar
em um espago maior, denominado espago de Sobolev, de modo especifico, o H'(£2). Com esse
intuito, estudamos os conceitos de medida e espaco de Lebesgue, j4 que uma nova defini¢dao

de derivada é apresentada: a derivada fraca. Essa defini¢dao estende a defini¢do usual, a saber,

41
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toda funcdo que possui derivada no sentido cldssico tem derivada no sentido fraco e ambas
coincidem. No entanto, ndo vale o contrario.

Durante a pesquisa, observamos que hd poucos materiais, nivel de graduacao, que abor-
dam os métodos variacionais e sua aplica¢do na resolucdo de edo’s, sendo a maioria trabalhos de
natureza avancada voltados para a pds-graduagdo. Com isso, essa monografia pode servir como
material de pesquisa para quem pretende comegar os estudos sobre os métodos variacionais e
suas aplicacoes.

Ademais, o trabalho foi estudado em intervalos na reta, podendo, a quem se interessar,
estender o estudo das equacdes em R", por exemplo. Além de aplicar os métodos variacionais
em outros tipos de equacdes, que ndo sejam necessariamente edo’s.

Portanto, com essa pesquisa, esperamos que o leitor conheca um outro método de reso-
lucdo de edo’s que seja diferente dos métodos cldssicos aprendidos em cursos superiores.

Por fim, conclui-se que a temadtica escolhida foi bastante desafiadora, proporcionando
aprender novos conceitos ndo vistos na graduagdo e, a0 mesmo tempo, possibilitando formar

uma base consolidada de estudos avangados na drea de Matematica.
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Apéndice

A seguir, apresentamos um diagrama que mostra um tipo de passo a passo para a reso-
lucdo de uma edo via Métodos Variacionais.

Figura 2 - Passos para resolver edo pelo método variacional

Métodos Variacionais

Equacéo diferencial
ordinaria (edo).

\i

Define solugéo fraca
(equagao que determina
a solucao fraca).

\i

Procura um funcional
cujos pontos criticos séao
solugédo fraca (funcional

associado a edo).

\i

Verifica as condigbes do ‘](Q)f 0.1 satifsfaz 4
TEHrEH e P ssdE _ | condigéo de Palais-Smale
Montanha (TPM) "| e atende a Geometria do

Passo da Montanha.

Satisfaz o TPM.

Existe solugéo néo trivial
para a equacao.

Fonte: Arquivo pessoal.
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