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RESUMO

A presente pesquisa trata-se de um estudo sobre aproximagdes de funcdes usando os métodos
de derivagdes, visto que, durante o ensino de cdlculo nos deparamos com diversas fungdes
com formulas complexas que se tornam probleméticas por necessitarem de uma atencao maior.
Por isso, objetificamos revisar conceitos indispensaveis do calculo como limite e reta tangente,
tendo em vista a compreensdo do conceito e do uso da derivada de uma funcdo para encon-
trar expressoes e valores aproximados dessas funcdes em determinados valores. A metodologia
adotada baseia-se em uma pesquisa quantitativa totalmente bibliografica, revisando livros, ar-
tigos académicos e notas de aula. Constatou-se que os conceitos de diferenciais podem ser
desenvolvidos afim de encontrar valores aproximados de raizes que se assemelham fortemente
aos seus reais valores. Em paralelo, € visto que a derivada de uma fungdo em determinado ponto
traz estimativas arbitrariamente boas, e que quanto menor for os parametros escolhidos menor
serd o erro. Além disso, abordando o mesmo conceito, os polindmios de Taylor nos mostram
que € possivel uma aproximacado ainda maior dos valores de uma funcao por meio da derivagao.

Palavras-chave: Calculo. Aproximacao. Derivada. Diferencial.



ABSTRACT

The present research is a study about function approximations using derivation methods, since,
during the teaching of calculus, we come across several functions with complex formulas that
become problematic because they need more attention. Therefore, we aim to review essential
concepts of calculus such as limit and tangent line, with a view to understanding the concept and
the use of the derivative of a function to find expressions and approximate values of these func-
tions in certain values. The methodology adopted is based on a fully bibliographic quantitative
research, reviewing books, academic articles and lecture notes. It was found that the concepts
of differentials can be developed in order to find approximate values of roots that strongly re-
semble their real values. In parallel, it is seen that the derivative of a function at a given point
brings arbitrarily good estimates, and that the smaller the chosen parameters, the smaller the
error. Furthermore, approaching the same concept, Taylor polynomials show us that an even
closer approximation of the values of a function through derivation is possible.

Keywords: Calculation. Approximation. Derivative. Differential.
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Capitulo 1

Introducao

A palavra Cdlculo, original do latim calculus, remete a pedregulho e relembra os costu-
mes de fazer operacdes matematicas em pedras. O Cdlculo como conhecemos hoje € um ramo
da matemadtica, construido (ou descoberto?) por Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz no
século X VII. Dentre os principais problemas matematicos daquela época, estava a determinacao
da reta tangente a uma curva em um dado ponto (ANTON et al., 2014). Nao ha davidas que este
estudo foi o propulsor que originou o conceito foco dos estudos deste trabalho: a diferencial de
uma fun¢do. Uma vez que a reta tangente pode ser usada como uma aproximacao, a diferencial
se torna essencial.

Na base do cdlculo estdo diferenciacdo e integracdo, que t€m como propdsito estudar
situacoes e aplicacOes em diversas dreas como fisica, economia, quimica, engenharia, estatistica
e outras. Neste trabalho apresentamos a técnica de aproximacao usando a primeira base do
calculo, a diferenciacdo. Base esta que estuda e estimula conceitos sobre a derivada, que esta
relacionada com a taxa de variacdo e a reta tangente. Em paralelo, iremos abordar o estudo
de derivadas sobre as funcdes ndo lineares. Esta escolha foi feita, visto que algumas dessas
funcgdes exibem formas e desenvolvimentos complexos, que exigem uma compreensao maior.
Outro ponto € que, para essas funcdes ndo lineares, como por exemplo a funcio raiz, na maioria
das vezes € evitado os calculos manuais e sao procuradas solu¢des em ferramentas tecnoldgicas,
causando assim uma dependéncia. Destacamos que nao focaremos em resolu¢des por métodos
tecnoldgicos, usaremos estas somente como artificio de comparagdo de resultados. Este distan-
ciamento da tecnologia, serd feito com o intuito de evidenciar esse método de aproximagdo de
funcao, e nao ficarmos dependentes da tecnologia, pois como Albert Einstein disse “O espirito
humano precisa prevalecer sobre a tecnologia”.

Além disso, a radiciagdo é uma operagdo matemdtica abordada na educagdo bésica, e
14 seu desenvolvimento € superficial, € mostrado apenas exemplos de raizes perfeitas, enquanto
isso o calculo das demais raizes fica vedado dos estudantes, e assim eles crescem sem saber
que € possivel encontrar respostas para uma raiz nao perfeita sem o uso da calculadora, usando
o procedimento de aproximacao. Ja na educacdo superior, durante a disciplina de célculo 1

(que é quando geralmente se inicia o estudo de derivada), esses conceitos de aproximagdes sao

12



CAPITULO 1. INTRODUCAO 13

brevemente explicados.

Por conta disso, objetificamos encontrar valores aproximados para as, abandonadas, im-
perfeitas raizes, usando os processos de diferenciais e derivacdo, e em paralelo, pretendemos
encontrar fungdes arbitrariamente aproximadas para as funcgdes ditas abstratas. Ademais, outro
objetivo desse trabalho € dar atencdo a essa parte do cdlculo sobre aproximagdes, que € pouco
explorada, mas que dispde de estudos importantissimos, com alta relevancia em varias areas.

Com base nos pontos mencionados ¢é feito uma pesquisa tedrica quantitativa, revisando
livros, artigos e notas de aulas da drea das exatas, tencionando para a constru¢do e elaboragao
de um meio para alcangar os objetivos desse trabalho. Importante mencionar que, com o intuito
de descomplicar a formatacao textual desta dissertacao e dos caracteres matematicos, usamos o
software TeXstudio que possui um sistema de composi¢ao tipografica de qualidade LaTex.

Visto que, o célculo em sua composi¢ao constantemente relaciona os conceitos da dlgebra
e da geometria, no estudo das aproximacgdes, também lancamos mao do software GeoGebra
que possui algumas funcdes que ligam as dreas da algebra e geometria e construimos todos os
gréaficos presentes nas figuras.

Isto posto, os capitulos desse trabalho se completam. O segundo capitulo vai apresen-
tar conceitos fundamentais do célculo 1 onde se formam as primeiras ideias de diferenciagao,
que sdo elementares, uma vez que € destas bases que se ramifica outras subdivisdes do célculo.
Este recorte € construido com a finalidade de criar uma base necessdria para o entendimento
do terceiro capitulo. Este que vai mostrar o foco do trabalho, as aproximacgdes de fungdes, for-
mando conceitos como linearizacao e diferenciais, e por fim, exemplificando aplica¢des do uso
da derivagao e diferenciais para as estimagdes. Ressaltamos ainda que para a clara compreensao
desta parte deste trabalho, serd necessario um dominio em conceitos basicos como: teoria de
séries; e equagdes ordindrias diferenciais (EDO).

Outrossim, destaca-se que este trabalho se fundamenta, além do interesse proprio do
pesquisador, como também pela relevancia da citacdo deste ramo da matemadtica, e pela im-
portancia tedrica que trard aos professores e estudantes no campo académico, em paralelo con-

tribui para o entendimento e compreensdo de outros pesquisadores da drea de exatas.



Capitulo 2
Limite e Derivada

Neste capitulo faremos um resgate tedrico sobre os conceitos que abrangem limite e
derivada com o objetivo de produzir uma base para o estudo do terceiro capitulo. Com este
propésito, redigiremos este capitulo tendo como referéncias Stewart (2010), Munem e Foulis
(1982) e Alves et al. (2010).

2.1 Limite

Iniciamos nossos estudos sobre limites observando fungdo f(z) = 22, que possui grafico

presente na Figura[2.1]

Figura 2.1: Fungdo f(z) = 2.

51y

Fonte: Arquivo préprio.

Observando a Figura[2.1], consideremos os valores aos redores de = 2, ou seja, quando
x estd proximo de 2. Dito isso, observe a tabela que mostra os resultados de f(x) para os

valores mais proximos de z, pela sua esquerda.

14



CAPITULO 2. LIMITE E DERIVADA 15

Tabela 2.1: Valores de f(z) pela esquerda de x.

x f(z)
1S 2,25
19 | 3.6l
1,99 | 3,9601

1,999 | 3,996001

Fonte: Arquivo proprio.

Notemos que, ao lancarmos valores para x mais proximos de 2, os respectivos valores
de f(x) se aproximam de 4. Continuando, vejamos a tabela que mostra os valores de x pela

sua direita.

Tabela 2.2: Valores de f(z) pela direita de x.

v | @
2,5 6,25
2.1 4.41

2,01 4,0401

2,001 | 4,004001

Fonte: Arquivo préprio.

Novamente, reparemos que ao darmos valores de z mais proximos de 2, os valores de
f(z) vdo se aproximando de 4. Com o objetivo de uma melhor visualizagdo desse limite de
valores, observamos a Figura[2.2] que apresenta o grafico construido com base nas tabelas
e

Figura 2.2: Fungdo f(z) = 2, paraz = 2.

51y

Fonte: Arquivo préprio.

Das Tabelas e da Figura percebemos que, quanto mais x se aproxima de
2 tanto pela sua esquerda quanto pela sua direita, f(x) se aproxima de 4. De fato, temos a
nogao de que os valores de f(x) podem chegar arbitrariamente perto de 4, basta aproximarmos
consideravelmente = de 2. Neste caso, dizemos o limite de f(z) quando z tende a 2, € igual a

4, e escrevemos:
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lim 2% = 4.
r—2

Definicao 2.1. Seja f uma funcdo definida em algum intervalo aberto, contendo a, exceto pos-

sivelmente no proprio a, dizemos que o limite de f(z), quando x tende a a, é L, e escrevemos:

lim f(z)= L. 2.1

r—a
Se, fazendo x suficientemente proximo pela esquerda e direita de a, logo, os valores de

f(x) serdo, arbitrariamente, proximos de L.

Exemplo 2.2. Conjecture o valor de lim,,_.3 9522—“

Solugdo:
Primeiramente, vamos construir as tabelas com os valores de f(x) pela sua esquerda e

direita.

Tabela 2.3: Valores de f(z) pela esquerda de x.

x f(x)
2,5 3,625
2,9 4,705

2,99 | 4,97005
2,999 | 4,997001

Fonte: Arquivo préprio.

Tabela 2.4: Valores de f(z) pela direita de .

x f(x)
3,5 6,625
3,1 5,305

3,01 | 5,03005
3,001 | 5,003001

Fonte: Arquivo proprio.

Com base nos valores que as tabelas [2.3] e nos proporcionaram, podemos sugerir

que

o241
lim
r—3 2

=9.

2.1.1 Definicao formal de Limite

Vimos que podemos determinar o limite de uma certa fun¢do, quando tendenciamos
valores pelas laterais de um a qualquer. Essas aproximacdes sao chamadas de Limites laterais.
Assim, nas tabelas denominamos Limite lateral a esquerda, e pelas tabelas
nomeamos Limite lateral a direita. Exemplos de notacdo:



CAPITULO 2. LIMITE E DERIVADA
Limite lateral a esquerda, tabela[2.1
lim z?=4.
r—2~

Limite lateral a direita, tabela[2.2}

lim z?=4.
r—2+

17

Desta maneira, o limite vai existir somente se os seus respectivos limites laterais tende-

rem para o mesmo valor. Caso os limites laterais tenderem para valores diferentes, dizemos que

esse limite ndo existe.

Teorema 2.3. Seja f uma fungdo definida em algum intervalo aberto, contendo a, exceto pos-

sivelmente no prdprio a, dizemos que o limite de f(x), quando x tende a a, é L, e escrevemos:

lim f(z)= L.

r—a

Se, e somente se, os limites laterais a esquerda e a direita existirem, isto é:

lim f(x)= lim f(x)=1L.

T—a~ r—at

1

Exemplo 2.4. Seja f(x) = = encontre o limite de f(x) quando x tender a 0.

T

Solugdo:

Antes de tudo, construimos o grdfico de f(x).

Figura 2.3: Fungdo f(z) = .

Fonte: Arquivo préprio.

2.2)

Agora observamos que ao aproximarmos x pela esquerda de 0 teremos —oo, ou seja.
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lim — = —o0.
z—0—- T

Em paralelo, ao aproximarmos x pela direita de 0, conseguiremos +oo. Entdo.

. 1
lim — = +4o0.
z—0t T
Portanto,
1 1
lim — # lim —.

z—0— X z—0t T

Logo, o limite de f(z) quando x tende a 0, ndo existe.

Na secao [2.1] introduzimos uma definicdo de limite intuitiva, porém essa defini¢do é
inadequada para alguns usos. Pensando de forma mais apropriada, temos a defini¢ao precisa de

limite.

Definicao 2.5. Seja f uma funcdo definida em algum intervalo aberto, contendo a, exceto pos-
sivelmente no prdprio a, dizemos que o limite de f(x), quando x tende a a, é L, e escrevemos:
lim f(z)= L.

r—a

se para todo niimero € > 0 houver um niimero 6 > 0 tal que
se ) < |z —a|l <dentio|f(r)—L| <e

2.1.2 Propriedades do Limite

Até esse ponto apenas exemplificamos o resultado de um limite com o auxilio de gréficos
e tabelas. Nesta secdo, apresentaremos uma série de Propriedades do Limite, que normalmente
sdo usadas para o encontra-lo.

Seja ¢ € R, considere lim,_,, f(x) = Lelim,_, g(x) = M, onde L, M sdo nimeros

reais quaisquer, portanto:
L. lim, . [f(z) + g(2)] = lim,—, f(2) + lim,—, g(z) = L+ M.
2. limg s, [f(z) — g(2)] = lim,—, f(x) —lim,, g(z) =L — M.

3. Sendo c uma constante qualquer, logo lim,_,, ¢ = c.

E, lim, ., [cf(x)] = ¢[lim,,, f(x)] = cL.

4. lim, . [f(x) - g(x)] = [lim,, f(2)] - [lim,_, g(x)] = L- M.

5. Sendo g(z) # 0, logo lim,_,, g(_z; — limgoq f(@)

& com M # 0.

L
limg—sq g(z) M’
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6. Sendo n um inteiro positivo qualquer, logo lim, _,, [f(x)]" = [lim,—, f(z)]" = L™

E, lim,_,, Vf(a:) = ’(/limxﬁa flz) = VL.

Essas propriedades sdo basicas e algumas podem ser provadas por inducgdo (1, 2 e 4).
Para aqueles que procuram a prova de algumas dessas propriedades, sugerimos a leitura da

referéncia [3].

Exemplo 2.6. Vamos usar a maior parte das propriedades do limite para encontrar o

. 513 + 2x
lim 4/ ————.
r—2 {L‘z — 3

Solugdo:

) 5a3 + 2x . bhad 4+ 2%
lim {/ ———— = lim —————
T—2 2 —3 z—2 2 —3

lim, o (523 + 27)
lim, 5 (22 — 3)

S[limg e (23)] 4 2[lim, o (z)]
lim, o (22) — lim, _5(3)

5-(23)+2-(2)
(22) = (3)

I

I
Sy

2.2 Variacao da Reta tangente

Antes de falarmos sobre derivada, precisamos citar alguns conceitos prévios, que sao

essenciais para o entendimento e compreensao do significado de derivada.

2.2.1 Taxa de variacao

O primeiro ponto a ser tratado € a taxa de variagdo, que pode ser entendida como o co-
eficiente angular de uma reta, ou seja, o declive de uma reta em relagdo ao eixo das abscissas
de um plano cartesiano. Com o objetivo de entender esse conceito visualmente, vamos con-
siderar o ponto (z1,y;) e 0 ponto (3, ¥y>) na funcdo apresentada na Figura Note que ao
caminhar sobre a reta da direita para esquerda, isso remete na variagao do eixo y, designada por

Ay = yo — 11, € da mesma forma, a variacio no eixo X, Ax = x5 — 7.
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Figura 2.4: Fungdo f(z) =z + 5

SN TEELTEY SELEEEEETEEL R

2

R Q------

Fonte: Arquivo proprio.

O coeficiente angular de uma reta néo vertical, que passa pelos pontos (x1, y1), (T2, Y2),

¢ representado pela letra m, e € definido como a tangente de « , ou seja:
(2.3)

A _
m:tga:—y:y2 yl,comxl#m
Ar a9 — 11

Exemplo 2.7. Vamos encontrar a taxa de variagdo da reta da Figura2.4} Para isso, precisamos

considerar dois pontos pertencentes a reta, desse modo, consideremos os pontos A(0.5,1), B(3, 3.5).

Agora joguemos na equacdo e manipulemos:

m=t a—&—gﬁ_l———l
T YT Ar T 3-05 25

Em paralelo € importante lembrar que quando temos uma equacao do tipo ax +b = 0, a
variavel a serd o coeficiente angular da fungdo. Ou seja, a taxa de variacdo da fun¢do dada em

DA é1.

2.2.2 Reta tangente

Outro ponto necessdrio antes de chegarmos a derivada € a reta tangente. A palavra

tangente vem do latim tangens, que significa tocando (Stewart, 2010). Logo, quando citamos a

reta tangente, nos referimos a reta que toca algo.
Outrora, dizia-se que reta tangente a um circulo era aquela que o tocava sem corta-lo.

Porém essa confirmag¢do ndo € adequada para outras curvas.
Deste modo, observe a Figura[2.5 onde o gréfico apresenta geometricamente a defini¢ao

de reta tangente por meio intuitivo de limite. Considere os pontos P(a, f(a)), Q(z, f(z)), sendo

a # x, construindo a reta secante P() que passa por dois pontos da curva ¢.
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Figura 2.5: Reta tangente, a posicao limite da reta secante.

\s

P(a,f(a))_—1

Fonte: Arquivo proprio.
Agora calculemos o coeficiente angular dessa secante, usando a equagdo (2.3):

oAy oy f() — f(a)
me—tgoz—M—x2_$l— T —a . (24)

Tendo isso em mente, € com o objetivo de encontrar a reta tangente no ponto P, vamos
investigar o coeficiente angular da reta secante quando Q se aproxima de P, fazendo x tender a
a. Caso mpg tender a um nimero m o tomamos como o coeficiente angular da reta tangente

que passa por P e consideramos a reta tangente como a posi¢ao limite da reta secante.

Defini¢ao 2.8. Definimos como reta tangente, a reta que passa pela curva y = f(x) em um

ponto P(a,f(a)) e possui o coeficiente angular igual a:

o i 1) = F(@)

r—ra Tr — Qa

5 (2.5)

caso esse limite exista.

Exemplo 2.9. Vamos considerar a funcdo f(z) = x* da Figura Encontre a equacdo da
reta tangente a curva de f quando a = %

~ . . . . 1
Solugdo: Primeiramente, calculamos f(a), quando a = 5.

Agora, reescrevemos a equagado (2.5)), com os respectivos valores:

=D (

(-3 e

IQ—

=

= lim
T—r

m = lim
r—r

€xr —

PR S
TTo )Ty T

N
eI

Sendo assim, torna-se necessdrio construirmos a equagdo da reta, cujo forma deriva da

formula do coeficiente angular m (2.3). Uma vez que precisamos isolar Ay, temos:

Ay 22—
Ar 19— 1

= Yo — Y1 = m(T2 — T1). (2.6)
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Lembrando que y = f(z), logo, reescrevemos a formula final da equagdo @) com os

dados que conseguimos. Deste modo:

Y2 — 1 = m(zg — 1) = f(r) — fla) = m(z — a)
= fla) - 7= (x—%)if(x)zx—%—i—i:x—i

Entdo, encontramos a equacdo da reta tangente a curva da fungdo f(x) = x* quando

Figura 2.6: Tangente da fungio f(z) = 22 no ponto 3.

Fonte: Arquivo préprio.
A Figura[2.6|mostra a reta tocando no ponto (0.5, 0.25) da curva da fungdo.

Exemplo 2.10. Considerando a funcdo f(x) = |x

, encontre a equagdo da reta tangente no
ponto a = (.

Solugdo:

Antes de tudo, devemos construir o grdfico da fungdo f(x) = |x|.

A Figura 2.7 nos mostra o grdfico da fung¢do. Agora, do mesmo modo do exemplo
anterior iremos procurar a reta tangente.

Calculemos f(a).
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Figura 2.7: Fung¢do f(z) = |z|.

n 71y

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0[A 1 2 3 4 5 6

-1

Fonte: Arquivo proprio.
Se procurarmos o limite lateral esquerdo:

. |2 -0
lim =
x—0— T — 0

—1.

Logo, os limites laterais diferem, entdo o limite ndo existe.
Portanto pela defini¢do da reta tangente 2.8} a fungao f(x) = |x| ndo possui reta tan-

gente, pois m ndo existe.

2.3 Derivada

Uma vez tendo construido a no¢ao de limite e compreendido os conceitos de taxa de
variacdo e de reta tangente, daremos um passo antecessor para o foco desse trabalho de con-
clusdo de curso: entender a derivada. O ato de usar a derivada em certa sentenca matematica,
se chama “derivagao”, e seu simbolo como sua expressao varia dentre as diversas fontes. Com
o objetivo de facilitar a visualizacdo da expressdo na qual estd sendo aplicada a derivagao, se
y = f(x) é uma funcao derivavel, usaremos o simbolo operador diferenciais, introduzido por
Leibniz (Stewart, 2010), Z—z

Vimos que o limite lim,,_., W € usado para encontrar o coeficiente angular da reta
tangente. Este limite é bastante usado em vérios ramos da matemadtica e em outras areas das
exatas. Por sua importancia ele ganha seu préprio nome, assim:

df (a)

Defini¢ao 2.11. Nomeamos derivada da fungdo f no ponto a, e indicamos por =;=,0 limite:
d _
dx z—a r—a

caso esse limite exista.

Por existir tantos usos para esse limite, existem varias outras expressoes que o represen-

tam. Com a finalidade de mostrar a expressdao mais usual, tomemos a equagdo da defini¢cao da
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derivada (2.7) e facamos a = xq, logo x — xqg = Ax, e deste modo quando x — xg, Az — 0,

ficando dessa forma:

df (o)

dx

— Im f(zo+ Ar) — f(xo).
Ax—0 AJ]

(2.8)

Exemplo 2.12. Calcule usando a equagdo @, a derivada da funcéo f(z) = 223 — 5z, em

um ponto qualquer .

Solugdo:
Fl) o flat A - ()
d,jlj Az—0 Al‘
. 2(x+ Ax)® = 5(x + Ax) — (22 — bx)
= lim
Az—0 Az
. 223 + 622 Ax + 6xAz? + 2Ax% — bx — 5Ax — 222 + 5x
= lim
Ax—0 AZ‘
o 2A23 + 622 Ax + 62Ax? — 5Ax
= lim
Az—0 Ax
= lim 2A2? 4 62% + 6zAz — 5
Az—0
= 622 —5.

Exemplo 2.13. Calcule usando a equacdo @, a derivada da funcéo, f(x) = x* + 2, em um

ponto genérico x.

Solugdo:

f(x+ Ax) — f(x)

Az—0 Ax
lim (r+ Ax)? 4+ 2 — (22 +2)
Az—0 Az
) 24+ 2xAr + Ax?+2 — 22— 2
lim
Az—0 AZE
’ 20 Ax + Ax?
A;;—>0 Ax
lim 2z + Az
Axz—0
2x.

2.3.1 Regras de derivacao.

Como vimos anteriormente, podemos calcular a derivada de uma funcao usando sua

definicdo com o limite. Mas é notdrio o esforco deste caminho. Tendo isso em mente, nesta

subsec¢do elencaremos algumas propriedades que podem ser usadas para se derivar uma fungao,

com o objetivo de facilitar os célculos.

A primeira regra apresenta a fun¢do mais simples, a func¢do constante, por isso € cabivel

demonstrar a mesma. Porém, as demais regras sdo mais complexas de se fazer o mesmo, em

visto disso, para o leitor afim de saber sobre, sugerimos a leitura da referéncia [3].
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1. Derivada de uma func¢do constante.

: _ df (@) _
Se, existe c tal que f(x) = ¢, logo === = 0.
Prova:
df(z) . flet+de)—fl=) . c—c
At A At Ar o ak T @Y
2. Derivada de uma poténcia.
Seja Z* e se f(z) = 2", entdo L = ngn-1,

Exemplo 2.14. Calcule a derivada de f(x) = z.

Solugdo:
df () = d—y:r =1-2"'=2"=1

dz dx

3. Derivada do produto de uma constante por uma funcao.
Se g(x) é uma fungdo derivdvel e ¢ uma constante real, onde f(z) = ¢ - g(x), entdo
df(x) _ dy

dx dz
Exemplo 2.15. Calcule a derivada da fungéo, f(z) = 3z°.

_ B
cg(x) = c%g(x). (2.10)

Solugao:

4. Derivada da soma.
Sendo f(x) e g(x) ambas derivdveis, tem-se:
dh(zx)

dx
Exemplo 2.16. Calcule a derivada da fungédo, f(x) = 4x* + 2.

_dy dy
= L)+ Lo, @.11)

W) = fz) +9(x) =

Solucao:
df(x) _ dy dy
42 _ W, 2 Y,
f(z) =42* 4 22 = 0 dx4x +dx2x 8z + 2.
5. Derivada do produto.
Sendo f(x) e g(x) ambas derivaveis, portanto:
dh(z) dy dy
_ i . - - . 2.12
h(z) = f(2) - g(2) = — = = - fl) - g(z) + ——g(2) - f(z) (2.12)
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Exemplo 2.17. Calcule a derivada da fungdo, f(x) = zy.

Solugdo:

df(x) _ dy dy _
o —%x~y+%y'x—l~y+0~m—y.

f(z) =2y =

6. Derivada do quociente.

Sendo f(x) e g(z) as duas derivaveis, logo:

dh(z) _ Ff(x) g(z) - Fg(x) - f(z)

— M __ dx — %g
h(z) = o) com g(z) # 0 = e PO . (2.13)
Exemplo 2.18. Calcule a derivada da fungdo, f(x) = 15, comx + 1 # 0.
Solugdo:
x
S x+1
$la) _ Bo (e 4)-at1)-o
T Tar (x +1)2
df(z)  1-(x+1)-2-x
dr (x+1)2
df(z)  (z+1)—2x
dr (x+1)2
df(z) = —x+1
de (x4 1)%

7. Regra da cadeia.
Sendo y = f(u) e u = g(x) ambas fungdes derivaveis, entdo:

by _dyda
de  dudz’

Exemplo 2.19. Calcule a derivada da funcdo, f(x) = vx? + 2.

(2.14)

Solugao:

Uma vez que u = x* + 2 temos

d
d—zx2—|—2=2x
ey =+/u,
de’ 20 2w

Logo temos:
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dy  dydu
dr  dudz
df (x) 1
— )
dx 2\/u v
df (z) x

dz 22+ 1



Capitulo 3

Diferenciais e Derivacao: Algumas

Aplicacoes

No capitulo anterior, abordamos conceitos acerca de limite e derivada, com a intencao
de termos uma base para o entendimento deste capitulo. Agora, focaremos no objetivo principal
do trabalho e apresentaremos conceitos de aproximacao de fungdes e algumas aplicacdes. Ade-
mais, usaremos como referéncia para redigir este capitulo Stewart (2010), Alves et al (2010),
Rodrigues (2017), Elias (2016) e Silva (2018).

3.1 Linearizacao

Lembrando do conceito e das projecdes de reta tangente discutida no capitulo anterior
na subse¢ao[2.2.2]e observando a Figura[3.1|nota-se que ao darmos um zoom sobre a intersec¢ao
de uma curva e sua reta tangente, vamos ver que, cada vez mais perto, mais a curva se assemelha
a reta. Este pensamento € impulsionador do conceito que abordaremos nesta secdo, que € o ato
de aproximar funcdes usando retas tangentes as suas curvas, chamado linearizagdo.

O pensamento é de que calcular f(a) na fun¢do afim L(x) é mais facil do que calcular
por meio de f(x). Entdo nos contentamos com os valores calculados na reta tangente. Ou seja,
usamos a reta tangente no ponto (a, f(a)) como uma aproximacao para a fungio f(z).

Com o objetivo de encontrarmos a equagdo da reta tangente da Figura[3.I]lembramos da

equagdo da reta estudada no capitulo anterior (2.6).

Yo — Y1 = m(x2 - xl)-

Ainda sobre o capitulo anterior, vimos que m = % em um ponto (a, f(a)). Trocando

1 por a na equagdo (2.6), tem-se:

28
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Figura 3.1: Linearizagao.

8
| y=f)
5 y =L(x)
5
4
3 (a.f(a))
2
1
B B R R

Fonte: Arquivo proprio.

@) - fla) = Ty

dx
f@) = f@+ T —a)

Finalmente, denominamos aproximacao linear ou a equacdo da reta tangente de f em «a

a funcao linear que possui essa reta tangente como gréfico, ou seja:

df (a
L(z) = f(a) + %(m —a). (3.1
x
Exemplo 3.1. Encontre a linearizacdo da fun¢do f(x) = \/x no ponto a = 4.
Solugdo:
Temos que
f(z) =a?
Logo sua derivada, vai ser:
df(z) _ 1 1
dz 2
Assim,
f(4) =2
df (4)
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Finalmente, vamos escrever a aproximagdo, substituindo os respectivos valores na equac¢do

G-).

1
=24 -.

L(z) =2+

(z —4)

4

1 1
=2+-z—-1=-o+1

Observe a Figura[3.2)e veja a reta tangente a curva quando a = 4. A Tabela[3.1|mostra

os valores de L(x) e f(x), para os respectivos valores nos arredores de .

Figura 3.2: Aproximacdo Linear.

Fonte: Arquivo préprio.

Tabela 3.1: Aproximacao Linear.

z | flz) | L(z)
35 | 1,870 | 1,875
39 11,975 | 1,975
3,99 | 1,997 | 1,9975

4 2 2
4,01 | 2,002 | 2,0025
4,1 | 2,023 | 2,025
4,5 | 2,121 | 2,125

Fonte: Arquivo préprio.

Perceba, na tabela quando x assume os valores 3,99, 4 e 4,01, os valores de f el
curva e a reta tém diferengas extremamente pequenas. Em outras palavras, os valores estdo
arbitrariamente proximos um do outro. A aproximagdo linear ilustrada na Figura e na

tabela[3. 1 nos mostra que essa técnica é precisa em volta do ponto que escolhemos.
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3.2 Diferenciais

Nas secOes anteriores, para identificar a derivacdo usamos o simbolo % (Ilembrando
que y = f(x)). Nesta se¢@o, daremos um significado unico para dy e dx separaxdos. Por esse
motivo, para determinarmos o ato de derivagéo, nesta se¢do o simbolo f’(x) (1é-se, f linha de x)
€ mais apropriado.

Quando estudamos diferenciais, é mais usual o termo diferenciabilidade. Com esse
pensamento e por capricho vamos primeiramente definir diferenciabilidade, usando a propria
definigdo de derivada[2.T1]

Diferenciabilidade, ou até mesmo derivabilidade € a capacidade de achar uma derivada
em um ponto. Ou seja, em sintese, se uma funcao € diferencidvel em um ponto, existe naquele

ponto uma reta tangente ao grafico.

Definicao 3.2. Dizemos que f é diferencidvel (ou derivdvel) em x,, quando existe a sua deri-

vada em x.

Dito isso, partimos para o conceito de diferencial. O diferencial de uma fungdo pode
ser colocado lado a lado com as ideias de linearizagao tratada na se¢do anterior, uma vez que,
diferencial indica na matemadtica uma varia¢ao de f quando se desloca de um ponto a outro.

Vimos no capitulo anterior na subsecdo [2.2.1] que Az indica uma variacdo quando em

x adicionamos Azx. Ou seja, Ax € um acréscimo de .

Ar = 9 — 17.

Por sua vez, a varicdo em x acarreta numa variacdo em y, definida como Ay.

Ay = f(x2) — f(x1) = Ay = f(x1 + Ax) — f(z1). (3.2)

Definicao 3.3. Sejam y = f(x), onde [ é uma funcdo diferencidvel Ax um acréscimo em x, e
uma reta tangente ao grdfico de y = f(x) no ponto x. Facamos Ax = dx. Portanto, a diferen-
cial x, dx é uma varidvel independente podendo ser dado qualquer valor, em consequéncia, a

diferencial y, dy, dependendo de x, fica definida pela equagdo:
dy = f'(x)dz. (3.3)

Observe na Figura3.3|a representacdo geométrica.
A inclinacdo da reta tangente, como ja vimos anteriormente, € dada pela tangente de «
e como vimos na se¢do [2.3|pela derivada de f no ponto x, isso nos leva equag@o (3.4).
dy _ /
tga = = f(x) = dy = f'(x)d. (3.4)
x

Ou seja, como tinhamos visto na defini¢ao.
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Figura 3.3: O diferencial.

y
fl@x 4+ Ax) g m g

Fonte: Arquivo préprio.

Com base na Figura 3.3 percebemos que a medida que Az vai se tornando 0, Ay — dy,

o que nos da oportunidade de fazer a seguinte aproximagao:

Ay ~ dy (3.5)
flar+Az) — f(z1) = fl(2)dz (3.6)
flor+Az) =~ f(z1) + f(z)dz. (3.7)

Uma vez que, dr = Ax, essa aproximagao é somente outro modo de como formular a

equagdo da linearizacdo (3.1).

3.2.1 O calculo de erros

Quando usamos as técnicas de aproximac¢do usando linearizagdo ou diferenciais, procu-
ramos uma aproximacao que nos satisfaca, porém, nao podemos esquecer que ainda existe um

valor real. Dizendo isso, notamos o erro que € cometido.

Definicdo 3.4. O erro absoluto(E) fica definido como:
E = |Valor real — Valor aproximado |

E o erro relativo é dado por:

B \Valor real — V alor aproximado |

|V alor aproximado |

Sobre o erro cometido na relagcdo da equacgdo (3.5). Observe no gréfico da Figura (3.3]
dy e Ay. Graficamente, o0 Ay nos mostra a variagdo no eixo y, em relacio a curva. E dy nos
mostra a variacao no eixo y em relacdo a reta tangente. Entao, Ay indica o nosso valor real na

curva, enquanto dy nos mostra o valor aproximado na reta tangente.
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Definicao 3.5. O erro absoluto cometido fica definido como
E = |Ay — dy|.

Precisamos estar cientes de que somos criaturas que erram, que o erro ¢ o melhor amigo
da experiéncia, e com o erro € possivel ficarmos melhores. Dado que, sem os erros que come-
temos ao aproximarmos funcdes ndo seriamos capazes de valorizar os grandes acertos que o
ser humano j4 conseguiu, por exemplo com o meio tecnoldgico, uma vez que mentes brilhantes
estiveram frente a obstdculos maiores que eles, € mesmo assim conseguiram superar sempre

aprendendo.

3.3 Aplicacoes

A drea do célculo que estuda as aproximacdes e as derivadas, como qualquer outra drea,
evolui com o tempo e desenvolve diversas aplicagdes com usos tanto na propria matematica,
como em outras dreas. Com este pensamento, € imprescindivel citar algumas dessas aplicacoes

€ S€us usos.

3.3.1 Aproximacao de raizes

As técnicas estudadas de diferenciais podem ser usadas para estimar o valor de uma raiz
imperfeita, o que particularmente € bastante satisfatorio de se saber e entender, uma vez que, ao
compreendermos este método alternativo aos convencionais (tecnolégicos), podemos nos tornar

independentes, a0 mesmo tempo que damos aten¢do a um territério do calculo importantissimo.

Exemplo 3.6. Seja y = /.
(a) Encontre formulas para dy e Ay.
(b) Calcule dy e Ay em x =9 com dx = Ax = 3. E encontre o erro absoluto E.

Solucao(a) : Comy = f(x) = +\/z, e pela equacdo de variacdo em y temos:

Ay = f(z + Az) — f(z) = vV + Ax — /x.
Agora para acharmos dy levamos em consideragdo a equagdo de dy (3.4).

e =
dy = f'(x)dx = Qﬁdaz.

Solugd@o(b) : Emx =9 com dx = Ax = 3.

Ay =12 — V9 = 0,464.

E dy.
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1 1 3
2\/x 2\/5( )

6
Por iiltimo encontremos o erro absoluto 2. Com base na definig¢do vamos ter:

dy

E =|Ay —dy| = 10,464 — 0,5| = 0, 036.
O erro de aproximagdo foi de 0,036.

Exemplo 3.7. Calcule uma aproximacdo para a \/5, usando os conceitos de diferenciais.

Solugdo :
Primeiramente, lembramos que \/5 = f (x1 + Ax), logo precisamos de uma soma que
dé 5. Nesse pensamento, peguemos, r1 = 4 pois 4 é o quadrado perfeito mais proximo de 5,
deste modo Ax = dx = 1.

Temos que,

Agora calculemos f'(4).

=
Na¥
I
-9
I
8
[NIES

flz) = NG
= S
£y = i:o,za

Substituindo os valores na equagdo aproximada (3.5)).

VE=fd+1)~ f(4)+ f(4) -1
VB 240,251 =2,25.

Numa calculadora conseguimos o seguinte valor aproximado:

V5 ~ 2,236.

Portanto, o erro ao usar diferenciais é de 0,014, logo, percebe-se que é uma aproximagdo
suficientemente boa, em casos de funcoes mais complicadas essa técnica pode se tornar extre-

mamente util.
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Exemplo 3.8. Calcule uma aproximacdo para a /27,5 usando o método de diferenciais.
Solucdo :

Pensando da mesma forma do exemplo anterior, tomemos 27 como o cubo perfeito mais
proximo de 27,5. Logo, xo = 27 e Ax = dx =0, 5.

Vamos encontrar o f(27).

Agora calculamos o f'(27).

) = Yr=a
) = 57
F27) = %.2732
F1(27) = 0,037.

Substituindo os valores encontrados na equagdo aproximada ([3.5).

V27,5 = f(27+0,5) = f(27) + f'(27) - 0,5
/27,5~ 3+0,037-0,5 = 3,0185.

Calculando numa calculadora:

$/27,5 = 3,0184.

O erro ao usar diferenciais é de 0,0001.

Comparando os erros das aproximagdes ao usar diferenciais nos Exemplos [3.6] 3.7] e

3.8] nota-se que o erro cometido é proporcional ao tamanho do Az, quanto menor, menor é o
erro.

3.3.2 Polinomios de Taylor

Os conceitos abordados e desenvolvidos na subse¢do anterior sdo articulados e de-
senvolvidos com o objetivo de aproximar funcdes, porém existe outro método que fornece
aproximacgoes até mesmo mais precisas, usando os polindmios de Taylor.

Nascido na Inglaterra em 1685, Brook Taylor foi um grande matemético que apresen-

tou importantes estudos na area do calculo. Sua obra mais famosa e por qual ele ficou mais
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conhecido é a "Methodus incrementorum directa et inversa e Perspectiva Linea”onde ele apre-
senta a expansao de Taylor. O que posteriormente, Joseph-Louis Lagrange, outro matematico
de renome, proclamou a base do calculo diferencial (SILVA, 2018).

O polindmio de Taylor pode ser uma técnica relativamente facil de aproximar fungdes

que possuem infinitas derivadas.

Definicao 3.9. Seja uma funcdo f com n derivadas em volta do ponto xy. O polindmio de

Taylor de ordem n associado a funcdo [ é definido por:

f//($0>

@) e T — )

Pu(x) = f(zo) + f'(20)(x — z0) +
P,(x) = Zf x—:vo)k,

k=0

onde f*) significa a k-ésima derivada de f. Note que para k = 0 convenciona-se
f° = f. Eventualmente, observe que quando n = 1, encontramos a equacdo da linearizacdo

(3.1). Em relagdo a esta, diferencia apenas que a = x, e a notagdo de derivada.

Pi(x) = f(x0) + f'(x0)(x — 20)

Exemplo 3.10. Na Exemplo encontramos uma linearizagdo para a funcdo f(x) = \/z no
ponto xo = 4. Agora, seja a mesma fun¢cdo no mesmo ponto, encontre o polindmio de Taylor
de grau 2, e compare os valores para v = 4, 1.

Solucao:

Segue que

f// (-CEO)

o (z — x0)2.

Po(x) = f(xo) + f'(w0)(x — 20) +

Primeiramente, encontremos o valor de f(4) para a fungdo raiz.

flx) = Vo
f4) = 2

‘ -

== N
B
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E da segunda derivada.

" —1
f (3:) - 4\/5
) = =

WE o m

Substituindo na formula encontramos o polindmio.

Py(z) = f(4)+ f'(4)(x—4)+ f;(!‘l) (z — 4)2
Py(z) = 2‘{'%(1)—4)—'—%(1'_4)2
Py(z) = 2+x;4_(xg44) .

Por fim encontramos a seguinte aproximagdo para v = 4, 1.

4,1—4 (4,1 —4)?
+ 2 _ ) = 2,02484375.

P. —
2(7) =2 A 64

Perceba na tabela que o polinémio de Taylor de grau 1, nos dd uma aproximagdo para
a raiz de 4,1 bem préoxima a real, mas, o polinémio de grau 2 nos trouxe uma aproxima¢ao
mais real ainda (comparando com o valor da calculadora). Logo, note que quanto maior for o

grau do polinémio de Taylor, maior serd a precisdo da aproximagdo. A Figura nos mostra
Figura 3.4: Aproximagdo da fungdo f(x) = \/z.

51Y

Fonte: Arquivo préprio.

graficamente a aproximagcdo pelo método de Taylor.
Veja a Figura e compare as aproximagdes da funcdo f(x) = \/x no ponto x = 4,
pela a linearizagdo L(x) e pelo polinémio de Taylor de grau 2 Ps(z).

Exemplo 3.11. Seja a fungdo f(x) = sen(z?). Calcule o polindmio de Taylor de grau 2 no

ponto xy = 3, e encontre uma aproximagdo para x = 0, 9.
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Figura 3.5: Comparagao das aproximagdes de Taylor e linearizagao.

Sy

Py(x) | f(x) X
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Fonte: Arquivo préprio.

Solugdo:

Para isso primeiramente, precisamos calcular o polinomio nos arredores de v = ‘/77?

Sendo assim, descubramos o valor de f (‘/777) para a funcdo seno.

f(z) = sen(z?) 2
(9) - =((£))-%

. L . - ”
Agora, consigamos a primeira derivada da fungdo no ponto 3.

E a segunda derivada.

—

"(z) = 2(—2x%sen(x?) + cos(x?))

P(5) - 2(205) e (05)) oe((5) - 25

3

™
= ——+

V2
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Substituindo na formula, temos:

o =2 (8) 1 (£) (- () "5 (- ()

Enfim, tomamos o ponto x = 0, 9.

Py(z) = \/7§+\/§(0,9—(§>)+_;\/22 (0,9—(?))2:0,724.

A Figura[3.6|exibe o grdfico com a aproximagdo da fungdo f(x) = sen (z?).

Figura 3.6: Aproximagio da fungio f(x) = sen (z?).

y

0.8
0.6
0.4

f(x) 0.2

02 0 02 g4 06 08 1 12 14 16 8
/h

Fonte: Arquivo proprio.

Com base nos conceitos abordados sobre os Polindmios de Taylor, e os Exemplos(3.10/e
0 € interessante reconhecer que esses polindmios ampliam o conceito de aproximagdo de
func¢ao, fazendo com que vejamos que fungdo linear € uma opc¢ao de aproximagao, mas existem
outras fun¢des nao lineares que apresentam aproximagdes muito eficazes também.

Obs.: Nao mostraremos o erro cometido pela aproximacgao usando o polindomio de Tay-

lor. Mas, para o leitor com vontade de ler sobre, sugerimos a leitura da referéncia [11].

3.3.3 Periodo de um Péndulo Simples

Permeando a édrea da fisica, encontramos uma importante aplicagdo do conceito de
linearizagao e diferenciais, que reformula uma equacao tornando o valor dela aproximado. Os
fisicos, em alguns de seus casos, encontram dificuldades em trabalhar com férmulas comple-
xas, entdo a aproximagdo se torna realmente util, fazendo com que eles possam continuar suas

pesquisas com menos esfor¢o e a possibilidade de um erro minimo.
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Péndulo simples € uma massa presa a um fio (esse com massa desprezivel), e por apre-
sentar dimensdes tdo simples nao possui for¢as dissipativas, por isso ao ser retirado da posi¢ao
de equilibrio apresenta uma movimento periddico. O exemplo mais conhecido € o classico
rel6gio de péndulo construido por Christiaan Huygens em 1656.

De volta ao ponto principal. Temos a equacdo diferencial ordinaria (EDO), também
chamada de “Equacdo de Mathieu”, que serve para encontrar o movimento de um péndulo:

2
2—: + ‘(l—JsenQ =0,
onde ¢ indica a aceleracdo da gravidade e [ indica o comprimento do péndulo. Para valores
muitos pequenos de 6 usa-se a aproximacdo senf =~ 6 que se fundamenta pela lineariza¢ao
apresentada na Figura|3.7| e a equagao fica:
2
% + %9 —0.

Por conta desta aproximag¢ao, notamos que a solu¢do da EDO linear de segunda ordem

(MERGEN, 2019) com as condig¢des iniciais €:

0() = by cos (\/g) .

Esta equacdo diz que para amplitudes muito pequenas, o péndulo simples tem um mo-

vimento harmonico simples (MHS), de periodo:

l
T =2my/ —.
g
Observe o do grafico da Figura 3.7 evidenciando que para a funcio f(x) = sen(z) a
reta tangente L(SL’) = z no ponto 0 € uma 6tima aproximacao, uma vez que os pontos nessa area

estdo extremamente proximos, sugerindo que:

sen () = x.

O péndulo simples é constantemente citado tanto na educacao basica como na superior,
criando uma imagem simples, mas que em conceito é fortemente estruturada, logo é comum
pelos estudantes ter uma compreensao equivocada dos seus conceitos e desenvolvimentos. E
em paralelo, o péndulo simples representa uma abordagem matemética a fisica que nos entrega
aplicagOes reais.

Além do mais, percebemos na realidade a importancia da aproximagao, que contorna
um problema, provando sua utilidade na obten¢dao de caminhos mais acessiveis.

Deste modo, é imprescindivel a citagdo desta aplicagdo, uma vez que sua importancia

interdisciplinar e magnificéncia como recorte fisico, € realmente notavel. Por fim, para aqueles
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Figura 3.7: Aproximacdo da fun¢do f(x) = sen x pela reta tangente no ponto 0.

N

-1

Fonte: Arquivo préprio.

que desejam se aprofundar neste contetido sugerimos a leitura das referéncias [13] e [14].
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O ramo do célculo € fortemente rico de estudos e aplicacOes e esta desde outrora em de-
senvolvimento, sendo estimulado e reformulado por diversos estudiosos. Se aprofundar nesses
conceitos, podendo ver todo o crescimento, desde o limite intuitivo até as aplicacdes de deriva-
das, € uma oportunidade tnica, além de ser memoravel. Por razdo disso, relevo a importancia
dessa pesquisa, uma vez que as aproximagdes em volta de um ponto sdo exemplos aplicados da
superacao de uma dificuldade matematica a encontrar resultados na fun¢ao original, valorizando
assim o esfor¢o menta humano.

Sendo notéavel a importancia desse estudo para a matematica aplicada e afins, redigimos
este trabalho académico, com o intuito de elaborar um recorte tedrico, que pudesse servir como
base para o encontro de fun¢des aproximadas e, em paralelo, evidenciarmos a importancia do
calculo..

Entao foi feita uma abordagem tedrica nos conceitos fundamentais do célculo, apresen-
tando limite, reta tangente e derivada. E uma vez tendo entendido essa parte tedrica, fomos ao
encontro do desenvolvimento dos conceitos de aproximacdes usando a derivacao. Pela parte da
linearizacdo compreendemos como podemos aproximar uma fun¢io nao linear por uma fungdo
linear, e partindo desse ponto ligamos esse conceito aos incrementos dy e dx e como a variacao
nos eixos podem ser abordadas para nos fornecer valores aproximados de raizes. Foi visto
também que, expandindo o conceito de lineariza¢do, encontramos os polindmios de Taylor, e
como eles nos fornece aproximagdes de fungdes que possuem n derivadas, fazendo com que
assim saiamos do pensamento que sé funcdes lineares podem ser aproximagdes suficiente, pois
ao derivarmos mais de uma vez conseguimos fun¢des ndo lineares que servem muito bem como
aproximagdes. E por fim, vimos que as aproximacdes sao abordadas na natureza pela propria
fisica, no estudo do periodo do péndulo simples.

Apesar das complicagdes da construcdo deste trabalho, problemas pessoais e dos impe-
dimentos que a pandemia do Covid-19 trouxe, conseguimos, € de acordo com as expectativas
construir uma base tedrica que serviu de compreensdo dos conceitos de aproximagdo usando
derivacdo, e em paralelo demos foco a essa parte do calculo que merece ser evidenciada.

Ademais, construir essa monografia foi uma experiéncia singular, agregando mais co-
nhecimentos e esclarecendo pontos sobre o calculo, como histdria, conceitos, desenvolvimento
e outros, o tornando mais atrativo. E desenvolver os conceitos de aproximagdo usando as dife-

renciais e a derivacao foi muito gratificante e em parte foi satisfatorio compreender esse mundo
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em volta da diferencial de uma funcao.

Sobre os softwares, trabalhar com algo novo como o Latex, no inicio foi desafiador e até
amedrontador, porém a programacao foi ficando cada vez mais compreensivel e com o tempo
mostrando seu valor e sua eficicia. E também, sempre fora prazeroso estimular a epifania com a
transformacao dos conceitos e formulas em graficos, visualmente agraddveis, com o GeoGebra.

No geral, conseguimos ir de acordo com os objetivos, mas € notavel que pontos como:
funcdo continua; um estudo mais aprofundado do célculo do erro ao usar a aproximacao;
aplicacdes a economia; andlise marginal; e outras aplicacdes a fisica poderiam ser adiciona-
dos a este trabalho académico, e estudadas além das que ja foram. Por isso, partes como essas

sdo propulsoras de futuros possiveis estudos sobre a aproximagao usando derivagao.



Bibliografia

[1] BOYCE, William E.; DIPRIMA, Richard C.. Equacoes Diferenciais Elementares e Pro-
blemas de Valores de Contorno. 10. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2015. Traducao de Valéria
de Magalhaes Iorio.

[2] KREYSZIG, Erwin. Matematica Superior para Engenharia. 9. ed. Rio de Janeiro: Ltc,
2008. 423 p.

[3] STEWART, James. Calculo. 6. ed. Sdo Paulo: Cengage Learning, 2010.

[4] MUNEM, Mustafa A.; FOULIS, David J.. Calculo. Rio de Janeiro: S.A., 1982. 676 p. 2

V.

[5] ALVES, Ivan Paulo Marques et al. Limites e derivadas. 1. ed. Santa Maria, RS: UFSM,
NTE, UAB, 2010. 74p. Notas de Aula.

[6] ELIAS, Ivone Silva. A diferencial de uma funciao e aplicacoes. 2016. 29 f. TCC

(Graduacao) - Curso de Licenciatura em Matematica, Ufsj, Sdo Jodo Del-Rei, 2016.

[71 RODRIGUES, Barbara et al. Diferenciais e o Calculo aproximado. 1 ed. Rio Grande:
FURG, 2017. 19p. Notas de Aula.

[8] GUILHERME. A Historia do Calculo. 2017. Disponivel em:
https://www.phylos.net/2017-12-18/a-historia-do-calculo/. Acesso em: 23 nov. 2021.

[9] Diniz, Marcos et al. Calculo I: Aula n° 15: Aproximacédes Lineares e Diferenciais. Regra
de L’Hospital. Projeto Newton. UFPA, 2021. 10p. Notas de Aula.

[10] O’CONNOR, Jj; ROBERTSON, Ef. Brook Taylor. 2000. Disponivel em:
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Taylor/. Acesso em: 25 nov. 2021.

[11] SILVA, Rosalina Neta Viana da. Aproximacoes de funcoes via polinémios: método
de Lagrange. 2018. 56 f. TCC (Graduagao) - Curso de Licenciatura em Matemdtica,

Universidade Federal do Norte do Tocantins, Araguaina, 2018.

[12] HELERBROCK, Rafael. Péndulo simples. 2021. Disponivel em:
https://mundoeducacao.uol.com.br/fisica/pendulo-simples.htm. Acesso em: 29 nov.
2021.

44



BIBLIOGRAFIA 45

[13] MERGEN, Alecsander. Aproximacées no ensino de fisica: o estudo do péndulo simples.
2019. 31 f. TCC (Graduacao) - Curso de Licenciatura Fisica, Universidade Federal da
Fronteira Sul, Cerro Largo, 2019.

[14] LOPES, Flavio Silva et al. Uma revisao das aproximacoes lineares para grandes
amplitudes de oscilacoes do periodo de um péndulo simples. 2018. 8 f. Monogra-
fia (Especializacdo) - Curso de Fisica, Departamento de Fisica, Universidade Federal do
Espirito Santo, Vitoria, 2017.

[15] ANTON, Howard et al. Calculo. 10. ed. Porto Alegre: Bookman Editora Ltda, 2014. 2 v.



	Introdução
	Limite e Derivada
	Limite
	Definição formal de Limite
	Propriedades do Limite

	Variação da Reta tangente
	Taxa de variação
	Reta tangente

	Derivada
	Regras de derivação.


	Diferenciais e Derivação: Algumas Aplicações
	Linearização
	Diferenciais
	O cálculo de erros

	Aplicações
	Aproximação de raízes
	Polinômios de Taylor
	Período de um Pêndulo Simples


	Considerações Finais
	Referências

