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RESUMO

Este trabalho tem como tema central apresentar as demonstracdes de que w2 e e”, sdo nlmeros
irracionais. Através da prova de Charles Méray de que os numeros racionais nao eram suficientes para
calcular a medida da “quadratura do circulo”, percebeu-se que estes ndo eram expressos pela razao
de numeros inteiros e, dai surgiu-se os chamados numeros irracionais, onde os mais famosos da India
e Grécia sdo os numeros 7 € e. Diante do exposto, tem-se a seguinte problematica: o que pode ser
afirmado a respeito da irracionalidade dos nimeros m* e e”, onde r é um namero racional
diferente de zero? Com isso, propomo-nos abordar alguns conceitos e resultados fundamentais,
dentre os quais, destacamos o Teorema Fundamental do Calculo (TFC), conceitos de séries, Testes
de Convergéncia, trazendo exemplos diversos e alguns lemas auxiliares. O nosso objetivo & provar que
% e e” sdo numeros irracionais, utilizando como metodologia a pesquisa exploratéria, qualitativa e
hipotético-dedutivo. Com isso, realizamos de forma breve uma analise histérica sobre os numeros
irracionais m € e, trazendo um aparato de preliminares sobre os conteudos que nos propomos abordar
concluindo que os niimeros * e e”, sdo nlmeros de fato irracionais através dos teoremas principais
deste trabalho.

Palavras-chaves: Irracionalidade de © e e; irracionalidade de m? e e”; numero
irracional; contexto histérico dos nimeros irracionais.



ABSTRACT

The central theme of this work is to present the proofs that 72 and e”, are irrational numbers. Through
Charles Méray proof that the rational numbers were not enough to calculate the measure of the "square
of the circle", it was noticed that these were not expressed by the ratio of integers and, from there, the
so-called irrational numbers emerged, where the most famous in India and Greece are the numbers ©
and e. Given the above, we have the following problem: what can be said about the irrationality of the
numbers 2 and e”, where r is a rational number other than zero? With this, we propose to approach
some fundamental concepts and results, among which, we highlight the Fundamental Theorem of
Calculus (TFC), series concepts, Convergence Tests, bringing different examples and some auxiliary
lemmas. Our objective is to prove that 72 and e”, are irrational numbers, using exploratory, qualitative
and hypothetical-deductive research as a methodology. With this, we briefly carry out a historical
analysis of the irrational numbers 7 and e, bringing an apparatus of preliminaries on the contents that
we propose to approach, concluding that the numbers 72 and e”, are numbers of irrational facts through
the main theorems of this work.

Keywords: Irrationality of = and e; irrationality of 72 and e; irrational number; historical
context of irrational numbers.
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1 INTRODUGAO

A ideia deste trabalho surgiu a partir de uma atividade realizada na disciplina
de Matematica Basica lll, ministrada pela Profa. Dra. Fernanda Vital de Paula, na
Universidade Federal do Tocantins — (UFT), Campus de Araguaina, no ano de 2020;
a qual tinha como pergunta norteadora: Qual é a importancia dos Numeros Complexos
no ensino basico? Todavia, como relacionei o tema Numeros Complexos com
Numeros Irracionais?

Vemos que, no ensino basico, durante o calculo das raizes de uma equacgao do
2° grau, quando A = -9, por exemplo, é colocado como uma verdade para os alunos
que, para raiz quadrada com numero negativo, ndo existe solugdo no conjunto dos
numeros reais; e de fato € uma verdade! Mas o que n&o se pergunta € se existe
solugdo em outro conjunto. No conjunto dos Numeros Complexos (forma algébrica
como z = a + bi, sendo “a” a parte real e “b” a parte imaginaria) estdo contidos todos
0S numeros reais (que € a unido dos conjuntos dos Numeros Naturais, Inteiros,
Racionais e Irracionais) e as raizes quadradas de numeros negativos.

Durante a disciplina, inumeras vezes, 0 numero m apareceu em equacdes, em
exemplos e exercicios. Eu sempre me perguntei sobre suas caracteristicas e sobre
curiosidades que envolviam essa importante constante matematica. Até que, na
disciplina de TCC 1, meu orientador me sugeriu alguns assuntos de pesquisa dentre
0s quais havia o tema central deste trabalho como sugestao.

Com isso, através do estudo dos Numeros Complexos, foi despertada a
curiosidade de estudar a respeito da irracionalidade do numero . Ora, se ele é
irracional, o que podemos dizer sobre o seu quadrado? Além disso, buscou-se
também estudar sobre a irracionalidade da constante e (o numero de Euler), sendo
conhecido como base dos logaritmos naturais.

Feitas essas consideragdes, pretendemos apresentar neste trabalho a seguinte
indagacao norteadora: o que pode ser afirmado a respeito da irracionalidade dos
nimeros i’ e e”, onde r é um numero racional diferente de zero?

Para responder essa questdo norteadora, vamos organizar o trabalho da
seguinte maneira.

No Capitulo 2, apresentaremos a histéria dos numeros irracionais, como
também alguns conceitos iniciais para a compreensao dos teoremas principais desta

pesquisa, trazendo como preliminares e resultados importantes a demonstracao da
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irracionalidade do numero e, como também alguns conceitos do Calculo Diferencial,
entre eles, o Teorema Fundamental do Calculo (TFC) sendo importante para nossa
pesquisa, pois serdo utilizadas as regras de Derivagéo e Integragéo; além do mais, de
forma breve trouxemos alguns conceitos de séries de numeros reais e sua definigao,
e posteriormente alguns exemplos para compreensao de resultados obtidos ao longo
de nossa pesquisa. Propomo-nos falar sobre o Teste de Convergéncia chamado de
Teste da Raz&o, que ira auxiliar nas demonstragcbes deste trabalho. Também
apresentamos lemas auxiliares que serdo o nosso ponto de referéncia para as
demonstragdes do Capitulo 3.

Ja no Capitulo 3, ha a prova dos resultados principais desta pesquisa, a saber,
as demonstracées da irracionalidade das constantes e”,r € Q\{0}, e %, como
também algumas curiosidades sobre .

Finalizamos esta monografia com o Capitulo 4, apresentando as consideragdes

finais.



12

2 HISTORIA DOS NUMEROS IRRACIONAIS, PRELIMINARES E RESULTADOS
IMPORTANTES

Para entendermos a respeito dos numeros irracionais precisamos trazer um
panorama historico sobre eles, pois segundo Rocho (2018), por volta de 3000 a.C. no
Egito, surgiram os primeiros indicios do uso de fracGes através das grandes
inundagdes constantes; o povo que habitava entre as margens do Rio Nilo deveria
frequentemente fazer a medigao de suas terras e pagavam tributos mediante a area
que era cultivada. Devido a essas medigdes, os calculos realizados nem sempre eram
exatos, pois os moradores utilizavam cordas para medir sendo necessario esticar
varias vezes a mesma para demarcar a terra. Isso os levou a buscar novos métodos

para medir, que eram chamados de fracionarios.
. . ;. . 1
Os numeros fracionarios segundo Rocho (2018), possuiam a forma de = tendo

em vista que os egipcios expressavam a “‘soma de fragbes de numerador 17
diferentemente do modelo babildnico que utilizavam o denominador 60 por ter
divisores inteiros assim como os romanos, porém com o denominador 12. Anos
depois, descobriu-se que 0s numeros racionais nao eram suficientes para descrever
todos os comprimentos de segmentos.

Houve uma descoberta na escola pitagérica Sa (2018), conhecida como o
Teorema de Pitagoras, em que o quadrado da hipotenusa de um triangulo retangulo
qualquer é sempre igual a soma dos quadrados dos catetos. Se pegarmos entdo, um
tridangulo retangulo de catetos iguais a 1 u.m. (unidade de medida), sua hipotenusa
seria um valor h tal que h? = 2. Mas ndo existe um numero racional h que satisfaca
tal equacgao. Por meio disso, houve a necessidade de se criar outro conjunto, chamado
de conjunto dos numeros irracionais.

A descoberta da incomensurabilidade segundo Sa (2018), ocorreu pelos gregos
no século V a.C. havendo o declinio dos pitagoricos em acreditar que o unico “sistema
de filosofia natural” era suficiente para provar que “Tudo é numero”. Segundo Boyer
(1974, p.85), Euclides descreveu em seu livro X conhecido atualmente como os
Elementos de Euclides possuindo 115 proposi¢des relacionadas a geometria que no
tempo em que se tinha apenas o uUnico sistema, este acreditava que estaria

relacionado apenas a aritmética, porém tratava-se da “classificacdo sistematica de
segmentos incomensuraveis”, assumindo tais formas: a + Vb, Vva++vb, Va++Vb e

Va +vVb ,seae b “sdo da mesma dimensdo” entdo eles sdo comensuraveis.
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Sabendo disso hoje, temos conhecimento de que se tratava dos numeros
irracionais, onde apenas em 1869 por Charles Méray através da sua publicagao
Remarques sur la nature dés quantités définies par la condition de servir de limites a
des variables données’ conseguiu dar, de maneira satisfatéria, a definicdo dos
numeros irracionais; apos trés anos, Méray (1872), juntamente com Remarques
escrevem outra obra intitulada como Nouveau précis d’analise infinitésimale?, sendo
descrito no prefacio o seu principal objetivo que era “acabar com a onda de teorias
gue nenhum principio unico parece dominar”.

Rocho (2018), descreve que Arquimedes foi o primeiro que propés um método
para aproximar o numero m, embora ja houvesse vestigios sobre uma possivel
aproximacao em um papiro encontrado com a proximidade de 1650 a.C., conhecido
como “papiro egipcio de Rhind”, descrito pelo historiador matematico Boyer (2012).
Estes métodos de aproximagdo do numero m segundo Trzaskacz (2017), ocorreu
através da necessidade de se fazer calculos de uma area no formato de um circulo e
para a marcacgao de terras anteriormente citadas.

Os matematicos tinham um fascinio pela “figura circulo” descrito por Rocho
(2018), onde tinha uma representatividade de perfeicdo sendo vista como “o comego
e o fim sdo apenas um’. Tal fator foi preponderante para se medir o comprimento de
um circulo por meio do processo de se calcular a “quadratura do circulo”, sendo o
circulo definido agora como um poligono possuindo infinitos lados. Rocho (2018),
ressalta que posteriormente a Arquimedes, outros matematicos ja teriam tentado obter

um valor aproximando do numero m, € s6 por volta do século Il d.C., Ptolomeu
. ~ 377
conseguiu calcular o valor de &, sendo representado pela fragéo 0~ 3,1416. No ano

de 1761 Jean Henri Lambert fez a descoberta mais extraordinaria do século XVIII, que
foi acabar com as proposi¢cdes de outros matematicos em fazer uma aproximacgao do
numero © de maneira finita (tendo um ponto final ou valor exato), através da prova de
gue o numero r € irracional.

Ainda dentro do cenario de constantes matematicas importantes e irracionais,
uma das primeiras referéncias segundo Figueiredo (1985), sobre a constante e foi feita
por Newton em 1665, onde utilizara a expans&o binominal de:

' TRADUCAO: Observagdes sobre natureza das quantidades definidas pela condicio para servir como limites
para determinadas variaveis.
2 TRADUCAO: Nova precisio da analise infinitesimal.
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lim (1 + %)n

n—-oo

A medida que n aumenta, a expressdo dentro do limite se aproxima da
constante e, assumindo aproximadamente 2,718281828459045235360287. Outra
forma de calcular a constante e segundo Figueira (2017), € pela base do logaritmo

natural:

1 1 1 1 1
S m =t
n! 0! 1! 2! 3!

2.1 Irracionalidade do nimero e

Ja é conhecido que o numero e € irracional. Apresentamos abaixo a
demonstracdo desse fato de acordo com Silva (1994), Silva (2021) e Diego Marques
(2012), seguindo os argumentos dados pelo importante matematico Jean Baptiste
Joseph Fourier (1768-1830). Um dos teoremas principais desta monografia generaliza
este resultado e, portanto, estamos colocando-o aqui apenas para motivacgao.

Teorema 2.1: O numero e & irracional.

Demonstracao: Separamos esta prova em itens que seguem abaixo.
1) Vamos relembrar que a fungéo f(x) = e*, x € R, pode assumir a seguinte forma de
acordo com a Série de Taylor:

X xn
e = —.
n!
n=0

2) Escolheremos o x = 1, assumindo a seguinte forma em relag&o ao item 1).

+ oo
1
e = —.
n!
n=0

Uma observacgao interessante € que, se pararmos para observar as diversas formas

que o e pode assumir, vamos observar também que ele esta ligado a problemas de
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combinatodria de acordo com item 2), onde o n! seria 0 numero de permutagédo de n

objetos.

3) Vamos tomar uma soma parcial da série do item 2) e truncar até o termo K, sendo

K € N que ainda sera escolhido. Assim, seja

K

1
SK: E.
n=0 '

4) Utilizaremos o seguinte raciocinio:
Tomaremos o K! e multiplicaremos por e menos o K! vezes a soma parcial S;. Assim,

teremos:

K!'-e—K!-Sg.

5) Por meio disso, vamos notar que

Kl-e—K! Sy =K!(e—Sg)>0.

De fato, analisaremos e — S,. Temos

1

1 1
k!’

K!  (K+1)!

e—Si=|1+T+o 44 Foo| = (14Tt

anulando as parcelas opostas, teremos:

1 1 1
DM CED M

como afirmamos. Podemos escrever

e_SK ">0,

+o0
e_SK: i

n=K+1

6) Voltando para nosso raciocinio anterior, temos que 0 < K!-e —K!-Sx = K! (e —

g a . T 1 .
Sk). Vamos colocar o K! em evidéncia e multiplicar pelo Y., &, — queseriao resultado

obtido no item 5), da seguinte forma:
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+ oo + o0
1 K!
K! — = —.
n! n!
n=K+1 n=K+1

7) Vamos ordenar os indices do somatorio:

400 +00
K! K!
Z E_Z(K+n+1)!'
n=0

n=K+1

8) Observe que

(K+n+1)! K+n+1)-(K+n)-(K+n—-1)-(K+n—-2)-K!
K! B K!
=K+n+1)-K+n)-(K+n—-1)--(K+1).

9) Agora, vamos usar um resultado da Teoria dos Numeros que diz o seguinte:
Teorema 2.2: O produto de n inteiros positivos consecutivos € multiplo de n!.

Demonstragao: Considerando o produto de n inteiros consecutivos, comecando de

m até o m + n — 1 (portanto, n inteiros consecutivos), temos

p=m(m+1)-(m+2)--(m+n-1).

Podemos reescrever o numero p da seguinte forma:

_(m+n-1)!
T (m=1D!

Sabendo que (m — 1) < (m +n — 1), por conta disso 0 numero p pode ser reescrito

como:

:(m+n—1)!: '<n+m—1)'

(m—-1)! m—1
onde (Jl) significa o numero de combinagdes simples de i elementos tomados j a j,

isto é,

) ’
(11) :j!(il—j)!'
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Como ( ) € um numero inteiro, para quaisquer i,j inteiros com j < i, temos que p é

um numero divisivel por n!, e isso prova o teorema.

|
10) Vamos trazer um exemplo pratico de acordo com a teoria dos numeros para
seguirmos com nossa prova, onde escolheremos alguns numeros consecutivos. Veja

que o Teorema 2.2 ¢ valido para os seguintes casos:

31 32-33-34-35=5!-324632.
6-7-8-9-10-11 =6!-462.
90-91---105=16!-gq.
11) Iremos observar o que foi feito anteriormente no item 8). Veja que (K +n+1) >
Ke (K+n)-(K+n—-1)--(K+1) sao n inteiros consecutivos multiplicados. Pelo

Teorema 2.2, segue que

K+n+1)-(K+n)- (K+n—-1)---(K+1)>K-nl

12) Voltando para os itens 5) e 7), temos

+00 _ 1 +oo 1
O<K!-e—K! S =¥32 K+1 = Y o(K+n+1),< n= O_K prialie Z

1
=_—.e.
K

Reescrevendo,

e
0<Kle—K!Sk <-—.
e k<%
13) Por contradigdo, vamos supor que e = s , Com p, q € Z positivos, seja um numero

racional. Tomaremos K = max {3, q}, ficando:

o< Dok YL
' n K
n=0
14) Assim,
K
o< Doy EL L
q n! K
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Como o K! é multiplo de q (ja que é maior do que q), a razdo K! - § € um inteiro, ou

. . K! . .
seja K!- ge Z, como também — §=0; € Z, uma vez 0 <n < K implica que as

parcelas dessa soma sdo numeros do tipo

k(K=1)- (K=2)nn—1)-+3-2-1

€ Z.
n!

15) Da escolha do numero Ke€N e visto que e <3, observamos que

K

!
0<K!-
n!

QT

<e<1
X .

K
n=0

Assim, encontramos um inteiro T € Z satisfazendo

0<T<1,
0 que é um absurdo. Para mais detalhes sobre isso, veja a Se¢édo 1 do Capitulo 1 de
Lima (2014).

Esse absurdo mostra que o numero e € irracional.

2.2 Preliminares: alguns conceitos do Calculo Diferencial

Nesta secgdo, apresentamos alguns conceitos fundamentais para a
compreensao das demonstragdes da irracionalidade das constantes e”,r € Q\{0}, e

w2, resultados principais desta pesquisa.
2.2.1 Teorema Fundamental do Calculo (TFC)

De acordo com Stewart (2010), o método sistematico foi desenvolvido pelos
matematicos Isaac Newton e Leibniz, a qual o Teorema fundamental do calculo esta
na intersecdo do calculo diferencial e do calculo integral. E importante ressaltarmos
que foi o mentor de Newton em Cambridge, chamado Isaac Barrow (1630-1677) que
fez a descoberta de que Derivagéo e Integracéo estao interligadas, de forma que séo
processos inversos. Assim, iremos dividir em duas partes o Teorema Fundamental do

Calculo, a seguir:
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Parte | — Se f for continua em [a, b], entdo a fungao h definida por:
h(x) =f f(t)dt a<x<h,

é continua em [a, b], derivavel em (a,b) e h'(x) = f(x).
Exemplo 2.3: Encontre a derivada da fungéo f(x) = fcfvz + t2 dt.

Solugao: Dada que a fungdo f(t) = V2 + t? é continua, pela Parte | do Teorema
Fundamental do Calculo, temos:

f1(x) =V2 +x2.
Exemplo 2.4: Encontre %flxs sect dt.

Solugao: Usaremos dois teoremas, a Regra da Cadeia e o Teorema Fundamental do

Calculo Parte |. Se u = x5, entdo:

d (x° — 4 v —ar au _ du _ 5 4
—J, sectdt=—] sectdt—dx[f1 sect dt] — =sec u _— = sec(x®) - 5x*.

Parte Il — Se f for continua em [a, b], ent&o:

b
| reodx=re|; = ro) - F@,

sendo que F €& qualquer primitiva de f, ou seja, € uma fungéo tal que F' = f.
Exemplo 2.5: Calcule a integral ffex dx.

Solugao: A fungéo f(x) = e* é continua em toda parte, € uma fungao primitiva de f

€ F(x) = e*. Pela parte Il do Teorema Fundamental do Calculo, temos:

f4exdx=F(4)—F(1) =et—e.
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O Teorema Fundamental do Calculo Parte Il diz também que nés podemos
usar qualquer primitiva F de f. Assim, poderiamos ter tomado também F(x) = e* +

C, qualquer que seja a constante C.

Exemplo 2.6: Calcule ff ‘i—x.

Solugao: A integral dada é uma abreviagao para

81
f —dx,
4 X

onde a primitiva de f(x) =i € F(x) =1In |x] e, como 8 < x < 4, podemos escrever

F(x) = In x. Logo,

=In8—1n4

fsld 1 8
4x x—nx4

=1 8—1 2
—Ilz—l’l .

2.3 Conceitos importantes de séries

Em algumas partes das demonstragdes dos resultados mais importantes deste
trabalho, usaremos alguns conceitos de séries de numeros reais, 0s quais usamos

como referéncia Figueira (2013), Figueiredo (2008) e Lages (2008), a seguir.

Definigdo 2.7: Seja (x,,) uma sequéncia de numeros reais. A soma infinita dos termos
de x,, denotada por Yo, x, = x; + x, + -+ x, + -, € denominada uma série de

numeros reais, sendo que x,, € chamado de n-ésimo termo ou de termo geral da série

=1 Xn-

Exemplo 2.8: A seguir, alguns exemplos de série de numeros reais:

o 1 1 1 1
) o (-Dh=—-1+1-14 -+ (D" + -,
) Xr=1

1
nn+1)

11
n(n+1) 2

Llityy
6 12
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Definicdo 2.9: Seja (a,)uma sequéncia de numeros reais, e a partir desta

formaremos uma nova sequéncia (S,,), onde
Sl = al, 52 = a1 +a2,"', Sn = a1 +a2 +"'+an,....

Os numeros s, sdo chamados de as reduzidas ou somas parciais da série ) a,,.

Se existir o limite s = lim s, diremos que a série )’ a,, € convergentees = Y a, = a; +
n—oo

a, + -+ a, + - sera chamado a soma da série. Se lim s,, ndo existir, diremos entéo

n—oo

que Y a, € uma série divergente.

Obs. As vezes é melhor considerar a séries do tipo ¥=_, a,,, ou seja, que comecam

com a, em vez de a;.
Exemplo 2.10: Determine o valor da série Y2 — p

Solugao: Temos,

+Zl— + — +1+ +1+
Li2m 2 408 2n

Fazendo as somas parciais, temos:

Temos que, o hms = hm%— lim (1—2%)=1.

n—>0oo n—oo
A sequéncia das somas parciais converge, sendo o lim s, = 1. Logo, dizemos que a
n—->0co

- 1
série Z;flz—n converge para 1.

Vamos estudar alguns testes de convergéncia agora. O primeiro € chamado de

Teste do Termo Geral ou do n-ésimo Termo.
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Teorema 2.11: Se a série )., a,, converge, entao lim a,, = 0.

n—oo

Demonstracao: Vamos denotar que S representa a soma da sériee S, =a; +a, +
-+ a, a n-ésima soma parcial. Se tomarmos n suficientemente grande, que torna S,
e S,_, bem préximos de S, e fazendo a diferenga S, — S,,_; = a,, ela estara bem

proxima de zero. Assim,

lim a, = }Ll_r)glo S, —S,-1) = ,llii?oS" —Tlli_{?osn_l =5-5=0.

n—oo

Portanto, se a série convergir, (a,,) convergira para zero. Isso é equivalente a: se (a,)
nao convergir a zero, entéo a série diverge.

|
Exemplo 2.12: Aplique o teste do n-ésimo termo para mostrar que a série Y2 (—1)"

diverge.

Solugao: Como lim(—1)™ nao existe, segue do Teorema 2.11 que a série diverge.

Podemos também provar esse fato da seguinte forma. Temos
Z(—nn R S TR A
n=1

Fazendo as somas parciais, segue que:

—1,sen éimpar

S, =-1,5,=0S=-1,5,=0,5 =—1,5, ={ 0,50 m é par

Temos que o lim s, ndo existe. Assim, a sequéncia das somas parciais diverge.
n—->oo

Portanto, a série Y.}, (—1)" diverge.

A seguir, iremos trazer o Teste de Convergéncia chamado de teste da razéo,
onde sera fundamental para as demonstra¢cdes dos teoremas principais deste

trabalho.
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2.4 Teste de Convergéncia chamado de teste da razao

De acordo Lima (2014), Jean Le Round D’Alembert (1717-1783) fez grandes
descobertas em varios campos da matematica, onde um dos seus principais estudos
era em séries numericas, tendo feito também o estudo de um dos testes de
convergéncia chamado de teste da razdo, que hoje temos conhecimento também

como teste de D’Alembert.

Teorema 2.13: Seja ) a,, uma série de termos positivos e suponha que

. a
lim =22 = (.

n-o adn

Entao,

(*) a série converge se d < 1.
(x*) a série diverge se d > 1 ou se d for infinito.

(**x) o teste é inconclusivo se d = 1.

Demonstragdo: De (x), vamos supor que lim 2 = d < 1.

n-oo an
Entado, iremos tomar ¢ > 0 tal que d + ¢ < 1. Pelo limite acima segue que In, > 0 tal

An+1

que

— d| < &,Vn = ny, ou seja, fixando n > n,, temos:

an

a
0< 20t g4

ano

aTLO +2

0< <d+e¢,

aTLO+1

Apy+3
0<—=<d+e

aTLO+2

Fazendo a multiplicagdo de todas as desigualdades acima, obtemos:
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a
2 < (d + &)™, ¥n = n,,.

No

Ou seja,

a,
0<a, <— d+e)",vn = n,.
Logo, como a série WZ(d + &)™ € uma série geométrica e de razdo d +¢< 1,

esta série € convergente e, portanto, pelo Critério de Comparacgao (veja esse critério

na Sec¢ao 1 do Capitulo 4, p.39 de Lima (2014)) a série }; a,, € convergente.

Obs. Como estamos construindo todo um aparato de preliminares para as
demonstragbes dos teoremas principais, optamos por nao trazer a definicdo do
Critério de Comparagao em nosso trabalho, ja que ndo iremos utiliza-lo diretamente
nas demonstragdes dos resultados referidos.

Agora, de (), vamos supor que lim = =4 > 1.

n—-oo an

Entado, iremos tomar ¢ > 0 tal que d — ¢ > 1. Pelo limite acima segue que In, > 0 tal

ant1

que

d| < g, Vn = ny, ou seja, fixando n > n,, temos:

a
d—g <20 <.

ano

Podemos escrever
An1 > (d - S)an-
Assim,

Any+1 > Ang (d—e¢)
aTLO+2 > an0+1(d - 8) > ano(d - 8)2

aTLO+3 > an0+2 (d - 8) > ano (d - 8)3
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Como d — € > 1, temos que (d — £)¥ - +o quando k — o, diverge. Logo, pelo Teste
do termo geral, como (a, +x) € divergente, segue que a série diverge.

Para finalizar, de (x**), caso d =1, nada poderemos afirmar, pois ha séries
convergentes e séries divergentes nesse caso. O Teste da Razdo pode ser
inconclusivo quando d =1, e isso pode ser visto nos dois exemplos a seguir.

|
Exemplo 2.14: Considere a série harménica Z%, que é divergente.

Note que, se formos aplicar o Teste da Razao, teremos:

a
lim = = 1,
n—-oo an
onde
_ 1
n =5 An41 = -
Uma vez que, substituindo,
1 1
. In+ . . n |
1 = lim -n| = lim = 1.
it 1 n-o N+ 1 | n-oo ln + 1
n

. , . 1 .
Assim, a série Z; diverge, sendo d = 1.

. ;. 1 .
Exemplo 2.15: Considere a série Zﬁ, que é convergente.

Note que, novamente pelo Teste da Raz&o:

. an+1
lim =1.

n—oo an
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Onde
1 1
an 21 Yn+1 — (n+1)2'

Uma vez que, substituindo,

1

(n+ 1D _ noN? 2] —
tim S = lim () | = timl1) =1
n2

. ;. 1
Assim, a série Y, — converge, sendo d = 1.

O préximo exemplo é um resultado importante para este trabalho que justifica

termos colocado um estudo prévio de séries na pesquisa.

2n+1

Exemplo 2.16: A seguir, iremos estudar a convergéncia da série ¥2_,>—,s # 0.

n!

Solugao: Usando o teste da razdo, temos

52n+1 52n+1+1
An = n! ’ An+1 = (m+1)!’
Substituindo,
SZTL+1+1
y (n + 1)! y s2n+2 n! y s2n . 52 n! y 52 1
noe | s20FL | T 50 (n+1)!.52”+1 " nte (n+1n! s2n.st e (n+1) st
n!
i |5 Ay > | 0<1
= lim — | = 1um |- = .
noo [(M4+1) st noo [(n+1)

2n+1

Tal resultado aponta que, a série Y,

converge.

n!
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SZTL+1

Pelo exemplo anterior e pelo Teste do Termo Geral, segue que lim = 0. Assim,
n—-oo

2n+1
ara n suficientemente grande, >— < 1, isto &,
nl

s2+1 < nl para n grande. (1)
Na proxima secgao, iremos trazer um Lema auxiliar e posteriormente um
exemplo, os quais sdo os resultados principais desta pesquisa, que serviram como

base para as demonstragées das constantes e”,r € Q\{0}, e 2.

2.5 Lema Auxiliar

Este Lema auxiliar foi retirado do Livro Aigner (2018), sendo este, 0 nosso
referencial para as demonstragdes das constantes e”,r € Q\{0}. Propomo-nos trazer
as demonstragdes de i), ii) e iii) passo a passo, ja que no livro € demonstrado de forma

direta.

Lema 2.17: Para n > 1 fixado, considere a fungcao dada por

x"(1—=x)"
n! '

f&) =

i) A funcdo f(x) é um polindmio da forma f(x) = —- 2" ¢, - x¢, onde 0s ¢;'s s80

n!

todos inteiros.
i) Para0 <x < 1,temos 0 < f(x) <%.

iii) As derivadas £ (0) e f*)(1) sdo nimeros inteiros para todo k > 0.

Demonstracao de i): Iremos separar essa demonstragdo em passos para melhor

compreensao.

Passo I: Note que, pelo Bindbmio de Newton, o fator do numerador (1 — x)™ da fungéo

f(x) pode ser escrito da seguinte forma:
(1—2)" =cy+ c1x + cx% + -+ + cpx™,

onde os ¢;'s sdo todos inteiros.
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Passo Il: Note também que a fungédo f(x) tem como numerador x™(1 — x)", entéao

podemos reescrever Como:

x"(1—x)" = x"(co + c1x + cx%2 + -+ ¢ x™)

= (co - x™+Cyx- x4 cx? x4+ cpx™ - x™).
Assim, renomeando os c¢;'s apenas para deixarmos no formato do lema, obtemos
X1 —x)" = (co - x" +cp - x™ + x4t x?) = ¥ ¢ - xh

Portanto, observamos que o menor grau dos monémios do polindmio x™(1 — x)™ é em
x™ e 0 maior grau é em x?", logo podemos concluir a variagdo do i na série acima

como n < i < 2n. Isso demonstra o item i).

Demonstracao de ii):

Vamos mostrar que x™(1 — x)" < 1. Primeiramente, note que x" < 1, pois 0 < x < 1.

Desse modo, 0 < (1 —x)" < 1, pois 0 < x < 1. Do mesmo modo, temos x™ maior que

0 e menor que 1. Assim, 0 < x"(1—x)" < 1,logo 0 < f(x) < —.

Demonstragéo de iii): Observe que, por i), a k-ésima derivada ) se anula em x =
0 amenos que n < k < 2n, e nesse intervalo, f(0) = gck € um inteiro, uma vez que
k = n. Vamos mostrar que f(x) = f(1 — x) é valida para todo x € R. De fato,

_ @-0)"a-a-o)" _ x"@-x0"

n! n! -

f1—x) f ().
Agora, como f(x) = f(1 — x) é vélida para todo x € R, para calcularmos e f®)(1),
iremos utilizar a Regra da Cadeia que diz sobre “a derivada de uma fungdo composta”.

Segue que
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fe) =f1-x)
flf) =f'1-x)- (=1
flfe)=ED-f"A-x)- (=1
f"@) =D "0 -x) - (=D
") =D - DD A = x) - (-1

De forma geral, obtemos que f® (x) = (=1)kf®) (1 — x) para todo x e, dai, f¥(1) =
(=¥ ®(0) é um inteiro, pois ja provamos que £ (0) é um inteiro.
Vamos fazer um exemplo especifico para uma melhor compreensao do que foi

feito no lema anterior.

Exemplo 2.18: Fixe n = 3. Qual a expresséo da f? Qual a derivada de f? E a segunda

derivada? E essas fungdes aplicadas em x = 07
Solugao: Essa resolugao sera apresentada em passos para melhor compreensao.

Fixando n = 3, temos:

"1-0)" x*(1-x)P x*(1-x)° x*(A-x)°
n! B 3! - 3-2-1 6

f&x) =
Pelo Lema 2.17, faremos seguindo os passos de i), ii) e iii).

i) A fungdo f(x) € um polindbmio da forma f(x) = % Y% 2¢; - xt, onde os ¢;'s s&o
todos inteiros.
i) para0 <x < 1,temos 0 < f(x) <§.

iii) calculando derivada de f, e a segunda derivada de f :

Demonstracao de i): Separamos esta demonstragado em passos 1) e Il).
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Passo I: Note que, pelo Bindmio de Newton, o fator do numerador (1 — x)3 da fungéo

f(x) pode ser escrito da seguinte forma:

(1—x)3=1-3x+3x%—x3.

(0os ¢;'s séo todos inteiros).

Passo II: Note também que a fungdo f(x) tem como numerador x3(1 — x)3, entdo

pOdemOS reescrever comao:
x3(1—x)3 =x3(1 — 3x + 3x% — x3) = x3 — 3x* + 3x°> — x°.

Assim, renomeando os ¢;'s, obtemos

6
x3(1—x)% =(co x3+ ¢y - x* + cx° + ¢c3x%) = z c; - xb
i=3

Portanto, observamos que o menor grau do polindmio x3(1 — x)3 & x3 e o maior grau
é x°, logo podemos concluir a variagdo do i na série acima como 3 <i < 6. Isso

demonstra o itemi).
Demonstracao de ii):

Vamos mostrar que x3(1 — x)3 < 1. Primeiramente, note que x3 < 1, pois 0 < x < 1.

Desse modo, 0 < (1 —x)3 < 1, pois 0 < x < 1. Do mesmo modo, temos x3 maior que

0 e menor que 1. Assim, 0 < x3(1 —x)* < 1,logo 0 < f(x) < .
Demonstracao de iii): calculando derivada de f, e a segunda derivada de f.

Observe que, por i), a k-ésima derivada f*) se anulaem x = 0 amenos que 3 < i <
. k! . . .
6, e nesse intervalo, £ (0) = —C€um inteiro, uma vez que k > 3.

Vamos mostrar que f(x) = f(1 — x)3 é valida para todo x € R. De fato,
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1-x)3(1-(1-x))3 3(1-x)3
f1—x)? = EFEE 200 - (),

Agora, como f(x) = f(1 — x)3 é vélida para todo x € R, para calcularmos e f®)(1),
iremos utilizar a Regra da Cadeia que diz sobre “a derivada de uma fungdo composta”.
Segue que

fe) =f1-x)
fle=7fA-x-(=1
ffe)=ED-f"A-x- (=D

Pelo Lema 2.17, concluimos que f® (1) = (=1)*f®(0) é um inteiro.
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3 TEOREMAS PRINCIPAIS

A seguir, apresentaremos os Teoremas principais deste trabalho, tendo em
vista que, todos os conceitos, exemplos, teoremas e lema auxiliar, servirdo para a
compreensao das demonstragdes da irracionalidade das constantes e”,r € Q\{0}, e
7?2, onde utilizaremos como referéncia o Livro Aigner (2018).

3.1 Irracionalidade das constantes e”,r € Q\{0}, e *

Foi provado no Teorema 2.1 que o numero e € irracional. O Teorema seguinte

afirma que o numero e” € irracional e sera demonstrado.

Teorema Principal 3.2: O numero e” é irracional para todo r € Q\{0}.

Demonstracao: Vamos mostrar o teorema para e®, s € Z positivo, ou seja, s > 0. Para

isso, separaremos essa demonstracdo em (x) e (x*) a seguir:

Antes de partirmos para a demonstragao, consideramos os seguintes casos

para melhor compreenséo.

| caso: Se s < 0, temos

- . . 1 . . . . . ~
Como —s >0, e™® € irracional. Assim, —; € também irracional, pois, se nao fosse,
1 ~ b — . —c £ - .
== % com a,b €Z, sendo a,b # 0. Entdo, ~ = e™*. S6 que e™* € irracional. Logo,

chegamos a um absurdo!

r
q

P
Il caso: Se es é irracional. Podemos escrever por contradigdo e4 como:

Q3
Il

SHES

Elevando ambos os lados a q,



33

Como provamos no | caso, sejap > 0 ou p < 0, e? € irracional, 0 que é um absurdo!
|

Depois de feitos os casos | e Il, agora podemos iniciar nossa demonstragéo.

(x) Por contradicao, vamos supor que e’ = %, a,b > 0 inteiros.

2n+1

Pelo Exemplo 2.16 a série Y. a - converge (pelo Teste da Raz&o). Isso quer dizer

n!

que, pelo teste do Termo Geral, temos

52n+1

Assim, para n suficientemente grande, a - < 1. Logo, existe um n € N tal que

n!

a- st < nl (2)
(*x) Definiremos

F(x) =s2"- f(x) —s?™ 1. f'(x) + s 2. f"(x) — -+ f?"(x), onde f é a fungdo do
Lema 2.17.

d
Vamos calcular EF(x)' Temos

Fr(x) = g2n _fl(x) — g2n-1, frl(x) 4 g2n-2, fm(x) . +f(2n+1)(x).
=0

Obtemos que



—SF(.X) — _52n+1 . f(x) + SZn . f’(x) _ sZn—l . f”(x) + e —5- f(Zn)(x)

=F'(x)
Portanto,

—sF(x) = —s?"*1. f(x) + F'(x)
o

F'® = —sF(x) + s?™*1 . f(x).
Vamos derivar agora uma fungao auxiliar, definida por:
h(x) = es* - F(x), x e R.

Temos da Regra do Produto e da Regra da Cadeia que

d sx — d Sx SX d
e F()l = (™) - F(x) + % - —(F(x))

=e¥.s-F(x)+e* - F'(x)
= e (sF(x) + F'(x))
=52n+1,f(x)

= eSx. SZn+1 . f(X)

Dai, pelo Teorema Fundamental do Calculo (TFC),

1
N = bf s2ntl . eS* . f(x)dx
0

1
=b-e5x-F(x)|O
=plest-F(1) —e®? - F(0)]

a
—b [E-F(l) - F(O)]

= aF (1) — bF(0).
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Pelo Lema 2.17 de iii), £ ®(0) e f® (1) sdo inteiros. Assim, F(0) e F(1) também s3o.

Portanto, N é um inteiro.
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Pelo Lema 2.17 de ii), segue que:

1 1 1
0<N=bf 52"+1-esx-f(x)dxsb-52”+1-es-—f dx
0

0

— 2n+1 N
=b-s e’
n!

1

_p.g2mt1 2 2
b n!
a,52n+1

=—<1.
n!

Logo, 0 < N <1, sendo N um inteiro entre 0 e 1, o que € um absurdo! Logo, e* é
irracional.

n
Como os métodos utilizados foram bem-sucedidos, iremos utiliza-los
novamente para o teorema a seguir.

Teorema Principal 3.3: O niumero 72 é irracional.

Demonstragdo: Vamos supor por contradi¢gdo que w2 = %, paraa,b >0ea,b €.

Dado n € N, definiremos uma nova fungédo chamada de G (x), nos apoiando em (x*):

G(x) = pn .| 2n. f(x) — 2n-2 ,f(z) (x) 4+ r2n—4 'f(4) (x) — 216 _f(6) (x) . (_1)n—1 .

w2 f@n=2) 4o (=) g2 f@)(x) |, (3)
=1

Aplicando a derivada em G (x),

G'®) = pn. (,ﬂn D) =22 fO(x) 4 oo+ (=) .f(2n+1)(x)>_

=0

Aplicando novamente a derivada em G'(x), temos
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G”(X) = pn. (T[Zn _f(Z)(x) — 2n-2, f(4)(x) 4ot (_1)11 . f(2n+2)(x)>

=pn. (n2n A (x) =2 fBD(x) 4 a2t fO(x) — o (=1) 1 g2 ) (x))
= pn. 71.2(7.[211—2 . f(Z)(x) — 2n—4, f(4)(x) 4ot (_1)11—1 _f(2n)(x))
= —b" w2 (=2 @) 4wt D () — ot (<17 - FON(x))

C-nanr ()

=—btent (%x) —m?n. f(x)>,

Logo
G'"(x) =—-m?-G(x) + w22 . pb™ - f(x).
Pelo Lema 2.17 de iii), temos que G(0) e G(1) sé&o inteiros. Vamos calcular agora
% [G'(x) - sen(mx) — G (x) - cos (mx)] (xx*x)

Aplicaremos a Regra do Produto, e para um melhor entendimento iremos separar as

expressdes, Como a seguir.
1) Calcularemos primeiro a ;—x [G'(x) - sen(mx)].
d
Tx [G'(x) - sen(mx)] = G" (x) - sen(mx) + G'(x) - cos(mx) - m.

2) Feito isto, calcularemos :—x = [nG(x) - cos(mx)].

c;i_x = [7G (x) - cos(mx)] = m(G'(x) - cos(mx) — G (x) - sen(mx) - )

=nG'(x) - cos(mx) — G(x) - sen(mx) - w2.

Por (xx*x),



% = [G'(x) - sen(mx) — G (x) - cos(mx)]

= G"(x) - sen(mx) + G'® - cos(nx) T — G’ (x) - cos(mx) + G(x) - sen(mwx)m?
= G"(x) - sen(mx) + G(x) - sen(mx)m?

= sennmx(G" (x) + m2G(x)).

Definiremos (*#*x*x),

% = [G'(x) - sen(mx) — G (x) - cos(mx)]

= 22 . pn. f(x) - sen(mx).

Como estamos supondo que 7?2 = %, entao

Assim, por (***x*)

a\"
w22 . pn . f(x) - sen(mx) = w22 . (P) - f(x) - sen(mx)

an
= r2nt2 —m f(x) - sen(mx)

=n?-a" - f(x) - sen(mx).

Pelo Teorema Fundamental do Calculo (TFC),

N := nfla” - f(x) - sen(mx)dx
1 1
= [G'(x) - sen(mx) — G (x) - cos (mx)] 0

l -G'(1) - sen(m- 1) —l -mG(1) - cos(m-1) + l -G'(0) - sen(m-0) — l -G (0)
T T T T

-cos(m-0) = G(1) + G(0).

~. Como G(1) e G(0) sao inteiros, N € um inteiro.

37
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Pela Lema 2.17 de ii), reescreveremos a expressao sendo como

1

0<N= nf a™ - f(x) - sen(mx)dx.

0

Mas

Nznfla”-@-sen(nx)dx

1 <1

n
= "ni' < 1, para n suficientemente grande.

n n
Novamente pelo Exemplo 2.16, temos que a série Z% converge, com lim % = 0.

n—-oo

Entdo, 0 < N < 1, sendo N um inteiro, logo chegamos a um absurdo!

Corolario 3.4: O numero « € irracional.

Demonstracao: Suponha que © = % com a,b > 0 inteiros. Elevando ao quadrado,

2
chegamos a 2 = Z—Z que também é um numero racional, o que contradiz o Teorema

3.3. Assim, necessariamente, i € irracional.

Teorema 3.5: Para cada inteiro impar n > 3, o numero

B(n) == % arcos <\/%)

é irracional.

Demonstracao: Veja a demonstragdo no Capitulo 8, pag. 72 de Aigner (2018).
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Apos finalizar os teoremas principais deste trabalho, apresentaremos na

préxima secgao algumas curiosidades envolvendo a constante .

3.2 Curiosidades sobre

De forma motivadora, pesquisamos algumas curiosidades do numero m,
constante que possui algumas caracteristicas e curiosidades relacionadas ao dia a
dia, em um simples calculo. Para isso, nos basearemos em Dantas (2013, cap.4).

O simbolo ¢ pt ¢ € p t a talvez tenha sido inspirado pela letra inicial =, dando
sentido a palavra periferia. Onde, a sinuosidade de um rio é descrita pelo
comprimento da curva, dividido pela distancia deste ponto até o oceano, formando
uma linha reta. Em média, os rios tém sinuosidade com o valor aproximado de 3,14.
Com isso, a constante m tem suas aplicagdes no estudo da fisica, como foi visto
através da sinuosidade do rio.

Ha também uma relacdo do numero m com as mnemdnicas. Sendo que, a
guantidade de letras de cada palavra se relaciona com o numero m, um exemplo € a
frase: Sou o medo e pavor constante do menino vadio. Observe que a palavra sou,
possui 3 letras, a vogal o possui 1 letra, a palavra medo possui 4 letras, a vogal e
possui 1 letra, a palavra pavor possui 5 letras, a palavra constante possui 9 letras, a
palavra do possui 2 letras, a palavra menino possui 6 letras, e por fim a palavra vadio
possuindo 5 letras. Podemos compreender que a frase se relaciona com o m,
assumindo a forma 3,14159265.

Ademais, em nosso trabalho, provamos que e e S0 numeros irracionais, mas
algo interessante sobre essas constantes € que ndo se sabe se ¢ ou e™ sdo numeros
transcendentes ou algébricos, como também ha ainda problemas em aberto em
relagdo a m.

Mas quem sera maior entre as constantes ¢ ou e™?

Para responder essa questdo, Dantas (2013) define uma fungdo chamada

Inx

f(x) = — x> 0. Calculando a derivada de f(x), n0s temos:
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F1(0) = 2% para x > 0.

x2

Com isso, quando x > e, tem-se que a derivada f'(x) < 0, 0 que mostra que f

€ decrescente nesse intervalo. Portanto, sendo > e, segue que f () < f(e). Isto &,

Int Ine
—<—e-Inten-lne.
T e

Logo,
Inté <lne™ © ¢ < e”.

Se tomarmos a soma dos primeiros 144 digitos de m, sabendo que m possui

infinitas casas decimais, temos:

3+1+4+14+5+9+2+6+5+3+5+8+9+7+9+3+2+3+8+4+6+2
+6+4+3+3+8+3+2+7+9+5+-
= 666

Mas, nés sabemos que 144 ¢é igual a:
(6+6):-(6+6)

=12-12
= 144.
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4 CONSIDERAGOES FINAIS

Nesta pesquisa, discutimos sobre numeros irracionais, dando énfase aos
numeros 1 e poténcias de e, tendo como objetivos propostos as demonstragoes de 72
e e”, onde r € um numero racional diferente de zero.

Foi possivel cumprir os objetivos que foram propostos no inicio desta
pesquisa, provando que 2 e e”, onde r € um numero racional diferente de zero, sdo
de fato numeros irracionais, e concluimos que por consequéncia o0 numero m. As
ferramentas que foram utilizadas recaem no Calculo Diferencial, com o Teorema
Fundamental do Calculo e com a teoria de séries de numeros reais.

Durante esta pesquisa, podemos perceber um conjunto de possibilidades em
relagao aos conceitos, definicdes, exemplos, lema e corolario. Pois, durante as provas
dos Teoremas principais deste trabalho podemos recorré-las e usarmos os resultados
ja obtidos. Tendo em vista que tivemos que estudar o Lema auxiliar para
conseguirmos obter resultados satisfatérios durante as demonstragdes. E como forma
motivadora, foram trazidas algumas curiosidades sobre a constante .

Diante disso, foi enriquecedor estudar o tema deste trabalho, permitindo a
compreensao das operacgdes usadas, como todo este estudo realizado pode ser
expandido com outras aplicagdes, ja que na matematica pura tem essa possibilidade
de dar continuidade no estudo da irracionalidade de outros numeros.
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