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RESUMO

Este trabalho apresenta as derivadas de fungdes de vérias varidveis e evidencia suas aplica-
coes. Tendo como principal objetivo apresentar duas aplicagdes, a saber, taxas relacionadas e
aproximacoes de funcdes, e buscando determinar uma generalizacdo da derivacdo para funcdes
mais gerais. Para isso, sdo apresentados os conceitos fundamentais do célculo diferencial e ex-
postos variados tipos de problemas referentes a taxas relacionadas, como também uma nog¢ao
de derivacdo de fungdes de vdérias varidveis, que aqui sdo transformacdes lineares, e estende,
em um certo sentido, a no¢ao de derivada de fun¢des de uma varidvel. A metodologia utilizada
nesta monografia € de natureza exploratoria, bibliogréfica, e a abordagem é qualitativa. Os re-
sultados nos proporcionaram criar um apéndice contendo um diagrama que exibe um algoritmo
geral de solucdo de problemas que envolvem taxas relacionadas, pois a maior parte dos casos
segue um mesmo processo de resolucdo, o que torna possivel o desenvolvimento de um “al-
goritmo". Como resultados, esta pesquisa mostra que as derivadas possibilitam encontrar boas
aproximagdes da imagem de uma func@o em torno de um ponto.

Palavras-chave: Derivadas. Aproximacdes. Taxas relacionadas. Generalizacdo da derivacdo.

Transformagdes lineares.



ABSTRACT

This work presents the derivatives of functions of several variables and highlights their appli-
cations. Its main objective is to present two applications, namely, related rates and function
approximations, and seeking to determine a generalization of the derivation for more general
functions. For this, the fundamental concepts of differential calculus are presented and vari-
ous types of problems related to related rates are exposed, as well as a notion of derivation of
functions of several variables, which here are linear transformations and, extends, in a certain
sense, the notion of derivative for functions of one variable. The methodology used in this mo-
nograph is exploratory, bibliographical, and the approach is qualitative. The results allowed us
to create an appendix containing a diagram that shows a general algorithm for solving problems
involving related rates, since most cases follow the same resolution process, which makes the
development of an “algorithm” possible. As a result, this research shows that derivatives make
it possible to find good approximations of the image of a function around a point.

Keywords: Derivatives. Approximations. Related rates. Generalization od the derivation.

Linear transformations.
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Capitulo 1

Introducao

O Cilculo € dividido em dois ramos, que sd@o o Célculo Diferencial e o Célculo Inte-
gral. Esse ¢ utilizado também para resolver problemas a respeito de dreas de regides limitadas
por uma curva e aquele para resolver, inicialmente, problemas relacionados a tangentes a uma
curva em um ponto dado. O estudo do Célculo Diferencial e Integral foi feito separadamente
por muito tempo e, apenas no século XVII, esses dois ramos foram relacionados por meio do
tdo famoso teorema fundamental do célculo. E impossivel falar sobre o desenvolvimento des-
ses ramos sem comentar sobre os matematicos Gottfried Leibniz (1646-1716) e Isaac Newton
(1642-1727), dos quais faremos um panorama historico curto a seguir.

Newton nasceu na cidade de Woolsthorpe, situada na Inglaterra. Quando era crianga,
criava objetos que poderiam moer trigo. Era matematico e fisico, e sua primeira invencao foi
em relacdo a séries infinitas. Newton forjou sua prépria matematica, por suas descobertas e suas
invengdes, como o teorema do bindmio e o método dos fluxos. Ele recebe também notoriedade

na Fisica com a Lei da gravitacdo e outros principios tdo importantes quanto.

Figura 1.1. Isaac Newton

Fonte: Wikipedia (2021).

Leibniz, por sua vez, nasceu em Lipsia, na Alemanha. Ele recebeu uma influéncia posi-
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tiva de seu pai, que era professor de filosofia, e aprendeu dois idiomas de forma independente
quando era crianga. Foi um grandioso matematico no século XVII, demonstrando o Teorema
Fundamental do Célculo e gerando muitas regras de diferenciacdo. Entre 1673 e 1676, idealizou

seu proprio Calculo, com suas proprias notagdes.

Figura 1.2. Gottfried Leibniz

Fonte: Wikipedia (2021).

No que tange ao mérito do desenvolvimento do célculo, Leibniz e Newton eram adver-
sarios. Newton foi o primeiro a descobrir, mas Leibniz mencionou os primeiros resultados .
Atualmente, considera-se que os dois criaram o Célculo separadamente.

Dentro do primeiro ramo do célculo, isto €, do calculo diferencial, as derivadas desempe-
nham um papel essencial. Na verdade, a palavra “diferencial” é devida exatamente ao conceito
de derivada, que € a inclina¢do da reta tangente a uma curva em um determinado ponto. Além
de fornecer essa inclinagao, ela pode ser vista como taxa de variagdo instantanea de uma fungao
e pode ser aplicada em outras questdes como determinar o maximo e o minimo de uma funcdo,
velocidade e aceleracdo, volume de sélidos geométricos e etc. Outro exemplo € que podemos
utilizar apenas o conceito de derivada para determinar uma boa aproximagcao de sen(0, 8) (veja
Secdo 2.3), sem a utilizacdo de calculadora. Todas essas aplicagdes evidenciam a forca desse
conceito que serd discutido neste trabalho.

A respeito das taxas relacionadas, elas serdo uma das aplicacdes de derivada e um dos
nossos objetos principais de estudo. Um problema exemplo referente a taxas relacionadas é:
cada vez que adicionamos dgua para dentro de um cone, o raio e o nivel do volume estardao
mudando, em rela¢do ao tempo, a medida que a dgua entra no recipiente. Com isso, o volume
e o raio estardo aumentando e essas duas grandezas estardo se relacionando entre si, de forma
que uma dependeré da outra e, consequentemente, as duas taxas de variagcdo estardo relaciona-
das. Mais precisamente, as grandezas raio e volume, que dependem do tempo, satisfazem uma

equacao especifica que fornece a relagcao procurada entre as taxas de variagao.
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Compreender questdes sobre taxas relacionadas faz uma conexao direta com outras ci-
éncias como a Fisica, Engenharia e Biologia. Velocidade, movimento de particulas, resistores
elétricos, crescimento do cérebro de uma espécie de peixes, sdo exemplos nos quais podemos
aplicar o conceito de taxas relacionadas e que traremos nesta monografia. Isso mostra que esse
tema € intrinsecamente interdisciplinar.

No nosso cotidiano, hd muitos casos que dependem de varias varidveis, por exemplo, a
temperatura em um ponto da superficie da terra depende da longitude, latitude e a amplitude, em
outras palavras, depende de trés varidveis. Entdo, € natural pensarmos em uma generalizagcdo
da defini¢do de derivada para fun¢des com mais de uma varidvel. Essa generalizacdo mostrara
que a derivada de fungdes de mais varidveis é uma transformagao linear, que pode gerar uma
boa aproximacao da funcdo dada em torno de um ponto especifico.

Feitas essas consideracdes, pretendemos apresentar neste trabalho o conceito geométrico
de derivada, regras de diferenciacdo, taxas relacionadas, aplicacdo da derivada mais geral e
objetivando responder a seguinte questdo norteadora: Quais problemas de outras ciéncias
que podemos aplicar taxas relacionadas para resolvé-los e como generalizar a definicao
de derivada para funcoes de varias variaveis? Intentamos, ainda, trazer como apéndice um
diagrama que apresenta um algoritmo geral de resoluc@o de problemas que envolvam grandezas
relacionadas.

O trabalho estd dividido em mais quatro capitulos capitulos. No segundo capitulo apre-
sentamos os resultados bdsicos do cdlculo diferencial, abordamos os conceitos principais da
derivacdo. No terceiro, taxas Relacionadas, expomos uma aplica¢io da derivada de uma varia-
vel. No quarto, ferivadas como transformacades lineares, mostramos a generalizacao da derivada
para fun¢des de mais de uma varidvel e, além disso, fazemos algumas aplicacdes. Finalmente,
no ultimo capitulo, apresentamos as conclusdes do trabalho ao respondermos a questdao motiva-
dora de nossa pesquisa.

Para que a leitura deste trabalho seja fluente, recomendamos que o leitor tenha familia-
ridade com os conceitos da Algebra Linear, limite, continuidade e derivadas parciais. Referen-

ciamos [7, 12, 13] para encontra-los.



Capitulo 2

Resultados Basicos do Calculo Diferencial

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos basicos do Célculo Diferencial, necessarios
para que o leitor compreenda os demais capitulos. Utilizaremos [7, 8, 9] como referéncias

bibliografias.

2.1 Reta Tangente

O que seria reta tangente em um ponto de uma curva? Uma reta que passa apenas por
este ponto? Como o leitor desenharia a reta tangente ao vértice da letra “V/” abaixo? Seria a

reta verde ou a reta vermelha? Nenhuma das duas?

Figura 2.1. Letra V

/

]

Fonte: Arquivo pessoal.

O problema da tangente deu origem ao calculo diferencial. Esse problema foi muito
discutido no século XVII por inimeros matemdticos, dentre os quais destacamos Pierre Fermat
(1601 — 1665), que introduziu as primeiras ideias sobre o conceito, John Wallis (1616 — 1703),
Isaac Newton (1642 — 1727), Isaac Barrow (1630 — 1677), e Gottfried Leibniz (1646 — 1716),

11
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que deram continuidade e solucionaram o problema da reta tangente. A seguir, tentaremos
resolver esse problema e apresentar a definicao formal de reta tangente.

Tentaremos agora resolver o problema da reta tangente b a uma curva de equagdo y =
f(x) no ponto P(a, f(a)). Para encontrarmos a equagdo da reta b, é preciso determinar sua
inclinagdo m. Para isso, considere dois pontos P(a, f(a)) e Q(z, f(x)) sobre a curva, onde
@ # P. Sabemos que dois pontos determinam uma unica reta, podemos determinar a reta
PQ = g, que serd secante ao grifico de f, pois estd sendo cortada em dois pontos da curva.
Considere o ponto M como na figura abaixo. Com ele, forma-se um triangulo retangulo QM P.

A variagdo no eixo y serd f(x) — f(a), e no eixo = corresponderd a © — a, como mostra na
Figura 2.2.

Figura 2.2. Reta secante PQ

QQ(x, f(x))

P Cl,,f(a)) P

Q-
S

Fonte: Arquivo pessoal.

Desse modo, podemos calcular a inclinagdo Mp( da reta secante g. Temos

Ay - L) =)

2.1)
r—a

Fazendo o ponto () tender ao ponto P, como mostra na Figura 2.3 (as retas azuis sdo
as secantes, a reta vermelha € a possivel tangente), vemos que a variacdo de x — a tende a 0.
Quando esse limite existir, definiremos a inclinacdo da reta chamada tangente.

A reta tangente serd, portanto, a posicao limite dessas retas secantes quando () tende a

P. Rigorosamente, sua inclinacdo serd

i @~ 1@

r—ra Tr—a

, (2.2)

quando o limite existir. Outra maneira equivalente para representar a inclinagdo da reta tangente
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Figura 2.3. Retas secantes se aproximando da reta tangente

Fonte: Arquivo pessoal.

¢ fazer h = x — a, ou seja, x = a + h e, como z tende a a, entdo h tende a 0. Assim,

m = lim
h—0

fla+ h})L — f(a) (2.3)

quando o limite existir. Portanto, para que haja uma reta tangente a uma curva, devemos seguir
o processo de encontrar a inclinac¢do das retas secantes P(), averiguar se o limite do coeficiente
angular existe e, se existir, podemos determinar a reta tangente, como mostra a Figura 2.4

abaixo.

Figura 2.4. Reta tangente

f

Fonte: Arquivo pessoal.
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Definicao 2.1. A reta tangente a uma curva y = f(x) em um ponto P(a, f(a)) é a reta por P

que tem a inclinacdo

fla+h) = f(a)

m = lim M — lim :
r—a €T —a h—0

caso o limite exista.

Para obter a equacdo da reta tangente, podemos utilizar a defini¢do da equag@o ponto-
inclinagdo da reta, pois ela associa a inclinacdo da reta, com as variagdes das distancias de x e

y. Assim,
y— fla) = m(z—a), (2.4)

onde m € a inclinacdo da reta.

Agora, faremos um exemplo sobre a reta tangente ao vértice da letra “V'” da Figura 2.1.

Exemplo 2.2. Existe reta tangente ao vértice da letra “1/”, sabendo que a equacdo que define a
letra é dada por f(x) = |2z — 8| e as coordenadas do vértice sdo P(4,0)?

Solucdo: Observe que temos uma funcdo modular, ou seja, quando i > 0, teremos

|2(4 4+ h) — 8| = 2(4 + h) — 8. Utilizando a Definigdo 2.1,
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Quando h < 0, temos |2z — 8| = —(2z — 8). Entio,

m

fA+h) - f(4)

hlgé{ h

lim —(2(4+h)—8)—0)
h—0— h

I —8 —2h —8

hi%lf h

. —2h

hggl— h

lim —2

h—0—

—2.

15

Para que exista limite, os limites laterais devem ser iguais, como os limites laterais sdo diferen-

tes, ndo existird o limite da fun¢do em questdo. Com isso, ndo ha possibilidade de desenhar a

reta tangente ao vértice da letra “V'”, pois ela ndo existe. Sendo assim, ndo existird reta tangente

em gréficso de fun¢des em pontos que formam um “bico (quina)”.

Exemplo 2.3. Encontre a equago da reta tangente a pardbola y = % + 1 no ponto P(2,5).

Solucao: Utilizando a Definic¢do 2.1,

Utilizando agora a forma ponto-inclinag¢@o da reta pelo ponto P(2,5), temos

y—>5 = 4(z—2)
y—>5 = 4xr -8
y = 4dor—8+5
y = 4dx—3.
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Entdo, a equagdo da reta tangente a pardbola y = 2 + 1 no ponto P(2,5) é y = 4z — 3.

Exemplo 2.4. Encontre a inclinagfio da reta tangente a fungdo y = 2 —3z+4 no ponto genérico
T =a.

Solucao: Utilizando a Definicdo 2.1,

et k)~ ()
h—0 h
~ bm ((a+h)*—=3(a+h)+4)— (a®> —3a+4))
o h—0 h
_ a® +3a*h+3ah*>+h*—3a—3h+4—a*>+3a—14
= h
~ 3a®h + 3ah®?+ h® —3h
= lim
h—0 h
. h(3a*+ 3ah + h? — 3)
= lim
h—0 h

= lim3a® +3ah +h%>—3
h—0
= 3a®>-3.

Com isso, a inclina¢do da reta tangente pedida € igual a 3a? — 3.

2.2 Derivada

A demonstragdo de utilizar limite para determinar a reta tangente de uma curva condiz
ao conceito de derivada. O conceito de derivada é um dos conceitos mais importantes do célculo
diferencial. Esse limite é utilizado para calcular a aceleracdo e velocidade, maximo e minimo
de uma funcdo, taxa de variacdo de uma funcdo, para avaliar a taxa de propagacdo de um virus,
na previsdo do tempo, no custo de um produto e outras aplicacdes. Com isso, pode-se perceber
arelevancia que esse assunto tem a nos oferecer, visto que pode ser utilizado no nosso cotidiano
e em diversas outras dreas.

Apesar de vermos esse conceito em varias disciplinas do curso de graduacdo, em geral,
nao vemos tantas aplicagdes, como o caso das taxas relacionadas, que serd vista neste trabalho.
Para isso, tentaremos mostrar ao leitor a importancia dessa defini¢do, pois a derivada serd a
base do nosso estudo, e como sua aplicacdo nas taxas relacionadas pode ser relevante para a

construcdo de saberes. Mostraremos agora a defini¢do da derivada como fungao.
Definicao 2.5. A derivada de uma fungdo y = f(x) no ponto x = a, indicada por f'(a), é

vy g flath) — fla)
f'(a) = lim h ,

h—0
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caso o limite exista. Outra forma semelhante de ser formulada a definicdao de derivada é

) — tim 08 = S10)
a—a T —a

A notagdo f'(z) tem um significado muito importante. Ela representa a derivada de
y = f(x) no ponto genérico x. A notacdo f’ tem o mesmo significado, e essas nota¢des foram
produzidas por Newton. A notagdo d/dx simboliza a operagdo de diferenciacdo. Leibniz utili-
zou a defini¢do de reta tangente para introduzir a nota¢do dy/dx, que é chamada de quociente
diferencial e que representa a derivada de y em relacdo a x (representa a taxa de variagdo de y
em relacdo a x). Essas sdo as notagdes que representam a derivagao:

dy _df

fay=yf =i =2=4

= D(f)(z) = Daf ().

Aqui, utilizaremos apenas quatro primeiras notacdes. Entdo, observe que todos esses
simbolos representam a mesmo conceito (o de derivagdo) e isso se deu pelo motivo de que
Newton utilizou conceitos de fisica para estudar o calculo diferencial, visto que estudava a flu-
xao como uma taxa de mudanca ou velocidade. Ja Leibniz tinha uma visdo abstrata, pois estava
mais voltado para filosofia. Utilizava os termos de diferenciais, sucedendo de pequenas adi¢cdes
nos fatores de x e y, e esses aumentos foram autodenominados como dx e dy, respectivamente.

A seguir, faremos alguns exemplos utilizando a defini¢do de derivada.

Exemplo 2.6. Encontre a derivada da fungdo f(z) = 22 — 4z + 2.
Solucao: Utilizando a Defini¢ado 2.5,

flz+h) - f(z)

/ - .
fiw) = lim .
~ im (2(z +h)? —4(x+ h) +2) — (22% — 4o + 2)
h—0 h
B hm(2(:1:2+2xh+h2)—4x—4h+2)—2x2+4x—2
50 h
B hm2x2+4xh+2h2—4x—4h+2—2x2+4x—2
kS0 h
. 4xzh +2h% — 4h
= lim
h—0 h
h _
~ lim (4x +2h — 4)
h—0 h
= lim4z +2h —14
h—0
= 4x — 4.

Entdo, f'(z) = 4x — 4. Substituindo na fungdo f’(z) pelos valores 1, 2 e 3, encontraremos
f'(1) =0, f'(2) = 1e f'(3) = 8 e esses resultados representam a derlvada no ponto especifico,

ou seja, o ponto onde se encontrard a reta tangente, como mostra a Figura 2.5. Veja que a reta
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tangente a simboliza a reta com inclinagdo f’(1) = A, a reta b com inclinagdo f'(3) = Bea

reta ¢ com inclinagdo f'(3) = C.

Figura 2.5. Representagdo das retas tangentes da fun¢ao

‘f

Fonte: Arquivo pessoal.

2
Exemplo 2.7. Derive f(a) = al.
a —

Solucao: Utilizando a Definigdo 2.5,

fla+h) = f(a)

/ :
fla) = Jim h
2(a+h) 2a
_ hmaJrh—l_a—l
h—0 h
. (2a+2h)(a—1)—2a(a+h—-1) 1
= lim L=
h—0 (a+h—1)(a—1) h
_ hm2a2—2a+2ah—2h—2a2—2ah+2a‘1
h—0 (a+h—-1)(a—1) h
_ —2h 1
T i lath—-1)(a—1) h
i —2
T S0 (ath—1)(a—1)
—2
= - D1
—2
- (a-1)%
-2
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Definicdo 2.8. Uma funcdo f é dita derivdvel (ou diferencidvel) no ponto x = a se f’'(a) existe.

Uma funcdo | é derivdvel (ou diferencidvel) se f' existir em todo dominio da fungdo f.

No Exemplo 2.6, o dominio de f é o conjunto de todos os nimeros reais, e f'(x) vai

existir para qualquer nimero real z. Com isso, f € uma funcdo derivavel.

Exemplo 2.9. Onde a fungdo f(x) = /o + 1 é diferenciavel?

Solugio: Vamos utilizar a Defini¢do 2.5 para descobrimos se f(z) é diferencial.

[z +h) - f(x)

o
flz) = lim h
_ mn¢x+h+1—¢x+1
b0 h '

Ve+h+1+vVr+1
Ve+h+1+Vr+1

Multiplicaremos ( ) na equagao, iremos fazer isso para simplificar a

raiz, assim

/  Vrthtl-Vo+l Vath+i4+Votl
fi(x) = lim :
70 h Ve+h+1+vVe+1
lim r+h+1—(z+1)
=0 h(vVae+h+14+ Vo +1)
r+h+1—x—-1)
lim
h=0 h(Vo +h+ 1+ Va +1)
h

"
hli%h(\/x+h+1+\/x+1)
1

lim
h=0 vz +h+1++vVr+1
1

Ve+0+1++vr+1
1

20Wr+ 1

1 .
Observe que f'(x) = ———= ndo é definida para z < —1. Entdo, ndo havera derivada para os

2vV/r +1

valores © < —1. Mas f serd derivavel em qualquer nimero, diferente desses valores. Portanto,

f é derivével no intervalo aberto (—1, co).

Pela relevancia desse conceito, tanto neste trabalho quanto nas aplicagdes, € interessante
estudarmos regras para encontrarmos a derivada de determinadas funcdes. A secdo seguinte €

concernente a isso.
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2.3 Regras de Derivacao

A seguir, mostraremos como derivar fun¢des constantes, fungdes poténcias, funcdes de
multiplicadas por uma constante, fun¢des de soma e diferenca, fungdes de produto e quociente.

Para demonstrar todas essas regras, utilizaremos a Defini¢do 2.5.

Regra da Funcao Constante

Seja a fungdo f(z) = ¢, onde ¢ é uma constante. O gréfico dessa fung¢do é uma reta
horizontal, como mostra na Figura 2.6. O seu coeficiente angular € igual a 0 e, assim, a sua
derivada f’(x) = 0, pois, como vimos anteriormente, a derivada de uma fungdo ¢ a inclinagio
da reta tangente a uma curva e, como temos apenas uma reta horizontal, a reta tangente em

qualquer ponto seré a propria reta.

Figura 2.6. Fung¢do constante

y=c

Inclinacao =0

Fonte: Arquivo pessoal.

Entdo, a regra da derivada de uma funcio constante é

d
—c=0.
dxc
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Demonstracdo: Temos f(z) = ¢, entdo

f'(z) = lim

Portanto, a derivada de qualquer constante sempre serd zero. [

Regra da Poténcia

Dada uma fungdo poténcia f(z) = z™, se n for um nimero inteiro positivo, entdo sua

derivada é

Demonstracao:
oy o J@th) = f(2)
flz) = lim h
= lim(erh) — (@) .
h—0 h

Utilizaremos o Teorema Binomial para desenvolver (z + h)™, e obtemos

—1
(2" + nz""h + n{n—1) )w"_2h2 + . +nxh™t 4+ A7) — (2™)

/ T 2
flz) = lim h
-1
nz" 1h + —n(n )x”*2h2 + ... +nzh™ 1 4+ ")
= lim 2
h—0 h
—1 n(n —1) —2 2 1
h(nz"™ '+ ——— 2" *h + ... + nzh" 2 + ")
= lim 2
h—0 h
. n—1 n(n B 1) n—2 n—2 n—1
= lim ( nz +————2"*h+ ...+ nxh +h
h—0 2
= na"!
Assim, a derivada de f(z) = 2" € f'(z) = nz" L. O

A regra da poténcia também é valida para ndmeros reais quaisquer (quando a funcao
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poténcia estd bem definida). A saber, se n for um nimero real qualquer, temos

d(z™)
dx

n—1

= nx

Regra da Multiplicacao por uma Constante

Dada uma fun¢do g(z) = cf(x), ¢ € R, a sua derivada é dada, se f é uma fungdo

derivével, por

Demonstracao:
L ef ) —cf(a)
h—0 h
@) (@)
h—0 h
et f)
h—0 h
= cf'(z)
Dessa forma, a derivada de g(x) = cf(z) sempre serd ¢'(x) = cf’(x). N

d
Exemplo 2.10. Derive d—5x3.
X

Solucao:

%5@"3 = 5%953 = 5(32%) = 1522

d
A derivada é — 523 = 1522,
dz

Regras da Soma e da Diferenca

Dada uma soma de duas fungdes f(x) = m(x) + n(z), para derivarmos essa fungio,

apenas somamos as derivadas das fungdes m/(z) 4+ n'(x), sendo m(z) e n(x) derivaveis. Entao,

d d d
%f(a;) = (m(x) +n(z)) = @m(l‘) + @n(%‘)-
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Demonstracdo: Temos, f(x) = m(x) + n(x) e, assim,

flx+h) - f(x)

e =

_ iy et ) ozt h) — [m(z) + ()
h—0 h

gy M@ R) (e + h) — m() — n(x)
h—0 h

iy (il h) = mi@)) + @ + k) — n(x))
h—0 h

L m(x +h) —m(z) n(z+h)—n(z)

= ]lzlg(l) ( 3 + A >

_ ]llli% m(z + h) —m(zx) N }Zlif(l] n(z + h) — n(z)

= m'(x) +n'(z).

]
Entdo, provamos a regra da soma. A regra da soma nao se limita apenas a soma de duas
funcdes. Ela se aplica a soma de qualquer nimero de fungdes.
A regra da diferenca é semelhante a regra da soma, o que diferencia é que n(z) serd
negativo. Assim, se f(z) = m(x) + (—1)n(x), temos

d d d

d
() = () — (@) = m(z) - (o).

A demonstracdo da regra da diferenca € equivalente a da regra da soma, apenas com a

mudanga de sinal em n(x).

d
Exemplo 2.11. Determine Ol—(2ac2 +42% — 8x + x — 32° + 143).
Xz

Solucio:
d d d d d d d
— (2% + 42° — —32° +143) = —22%+ —4a% — — —r— —32°+ —14
dx( r° 4+ 42” — 8z + v — 32° + 143) 7528 +dw x dx8x+d$x dx3x +dx 3
d d d d d d
= 2— a2 +4—2®—8—a+—ax—-3—2"+—14
dxx + dxx 8dx$+dxx 3dxx +dx s

= 2(27) +4(62°) — 8(1) +1 - 3(52*) + 0
= dx + 242° — 7 — 15z*.
. ‘- d 2 6 5 5 4
A derivada, portanto, € igual a d—(2x +42° — 8z + x — 3x° + 143) = 4x + 242> — 7 — 152",
x

Observe que, no exemplo anterior, as regras da func¢ao constante, da poténcia e da mul-

tiplicac@o por uma constante foram relacionadas as regras da soma e da diferenca.
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Regra do Produto

A derivada de um produto de duas fungdes k(z) = f(z) - g(z) é dada pela segunda
funcdo g(x) multiplicada pela derivada da primeira fun¢do f’(x) somado a primeira fungdo

f(z) multiplicada pela derivada da segunda fungdo ¢'(z). Isto é,

d d
k@) = (f(2) - g(x)) = g(2) - ['(2) + f(2) - ¢'(2).
Demonstracao:
K(z) = ,1113% k(z+ h) — k(z)
o JE ) ga )~ (@) - gla)
h—0 h '
Somaremos o termo gz + ];L) S (@) — gz + };L) S (@) dentro do limite. Logo,

flath)-gle+h)—flx)-gx) glath) flx) glet+h)- flz)

= lim

h—0 h h h
i F@ D) g h) — f(@) - g(@) + g+ ) - f(a) gl + B) - (o)
h—0 h
i Y@ D) (fa ) = @) + F(@) - gl + B) — g(x)

gle +h) —g(x)

+ lim f(x) - lim

= limg(z +h) - lim
h—0 h—0 h—0 h—0

h
flx+h) = f(x)
h
= g(@) - f'(x) + f(z) - g'(2).
Assim, a derivada de k(z) = f(z) - g(x) éigual a k' (x) = g(x) - f'(x) + f(z) - ¢'(x). O
Exemplo 2.12. Determine a derivada de k(x) = (22 + 2)(2° + 3).

Solucio:

K(x) = (2°+3) 20+ (2* +2)-52*
= 22% + 62 + 52° 4+ 102"
= 725 +102* + 62.

Regra do Quociente

f(x)
g9()

rivada da func¢@o f(z) menos a func¢do f(z) multiplicada pela derivada da fungdo g(z) e tudo

, a sua derivada é a func¢do ¢g(z) multiplicada pela de-

Dada uma fungdo k(z) =
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isso dividido pelo quadrado de g(x). Em formula,

d x:i f@)\ _ gl@)- f'(x) - f(z) - g'(z)
=g (50) TE

Antes de demonstrarmos essa regra, relembramos que toda fun¢do g diferencidvel no

ponto x = a é continua nesse ponto. De fato, temos

-] _ . [e@) -9
} - g'(a){-()x().a

mmmm—gm»zhmﬂw@—gw»-

T—a r—a

(2 —a)

r—a

Logo, lim g(x) = g(a), o que mostra que g é continua em a. Utilizaremos esse fato no que
r—a

segue.

Demonstracdo: Temos k(x) = % Utilizando a Defini¢do de derivada, obtemos
g\x
flx+h)  fx)
o - i JE R g(2)
Fle) = lim h
o JE ) g(@) — @) gle ) 1
h=0 g(z +h)-g(z)

Somaremos o termo f(z) - g(z) — f(x) - g(x) dentro do limite para obter

o FE R gl@) — J) gl 4 )+ () (e) — (@) gla) |1
h—0 glx+h)-g(z) h
_ iy SR - g(2) — f(2) - g(2)) — (f(2) - gz + 1) — f(z) - g(z)) 1
h—0 glx+h)-g(x) h
(f($+h) -g(z) — f(z) '9(56')) _(f@) - glz+h) - f(x) 'g(ﬂf)>
= lim h h
h=0 g(x +h)-g(x)
flz+h) — f(z)) gz +h) —g()
g(x) - — flz)-
S () s ()
h—0 g9(x +h) - g(x)
limy, o g(x) - limy g (f s h; /() ) — limy, o f () - limy 0 (g &+ h]z g (x))

limy, 0 g(z) limy, 0 g(z + h)
g(z) - f'(z) — f(z)  ¢'(z)
9(x) - g(x)
9(z) - f'(x) — fl2) - g'(2)
(9(x))*
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Demonstramos a regra do quociente e, para melhor compreensao, faremos alguns exem-
plos a seguir.

33 — 2x

Exemplo 2.13. Seja f(z) = oS

Solucao:

, ache f'(x).

(22 +1) - (92° — 2) — (323 — 22) - 4x
(22 +1)?

921 — 222 + 922 — 2 — (1221 — 82?)
17

9z — 222 + 922 — 2 — 1221 + 822
(22 +1)?

—3x* + 1522 — 2

(22 4+ 1)2

fi(x) =

—3z* 4+ 1522 — 2
<$2 + 1)2

Portanto, a derivada de f(x) é f'(z) =

d (2z% 4+ 2% -1
Exemplo 2.14. Derive o <%)

Solucao:

d o4, o 4.2 d
d 90d L2 1 (56—1-4)-%(2% +z°—1)— (22 —|—x—1)-%(:c+4)
dx r+4 (x +4)?

d d d d

d
(x+4)- (%23:4 + %12 — %1) — 22t + 22 =1) (—x+ —4)

(x + 4)?
(x+4)- (26%1’4 +2x) — (22t + 22— 1) (1)
(x +4)?
(x4+4)- (2 (423) +22) — (22 + 2% — 1)
(x 4+ 4)?
(x+4)-(82% +2z) — 2zt + 22 — 1)
(z +4)?
8zt 4 227 + 322% 4+ 8z — 2zt — 2% + 1
(x4 4)?
6x* + 3223 + 22 +8x + 1
(z +4)°

62t + 322 + 22 +8x + 1
(x +4)2

d [(2z*+ 22 -1
dx

Assim, a derivada — ) éigual a
x+4
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Regra da Cadeia

Iremos iniciar com um exemplo para mostrar como seria derivar uma fun¢do composta
sem a utilizacdo da regra da cadeia e com a utilizacdo da regra. Suponha que tenhamos que
derivar uma fungio y = (5 + 3)3. Como podemos proceder?

Primeiramente, podemos reescrever a fun¢do dada como y = (5x + 3)? - (5x + 3), e, em

seguida, fazendo o produto notével de (5x + 3)?, ou seja,
y = (250% +302+9)- (52 + 3).
Fazendo agora a distributiva, obtemos

y = 1252 4+ 1502% + 45z + 7522 + 90x + 27
y = 1252° + 22527 + 1352 + 27.

Agora, podemos derivar utilizando as regras j4 feitas e mostrar que
Yy = 375x% + 450z + 135.

Se utilizarmos a regra da cadeia, podemos resolver da seguinte forma.

y = (5bx+3)°

y = 3(5z+3)*-5

y = 15(252% + 30z +9)
y = 375x% + 450z + 135.

Note que foi bem mais simples utilizar essa regra. Imagine ter que derivar uma fungao
como y = (62 — 4)™ sem a regra! Seria com certeza bem mais complicado. Portanto, a regra
da cadeia € de grande relevancia. Mostraremos agora a regra da cadeia em sua esséncia.

Se uma funcg@o ¢ for derivavel em z e a fungdo f for derivdvel em g(z), entdo a fungdo

composta f o g, definida por F'(x) = f(g(x)), serd derivdavel em x e F’ serd dada pelo produto

Também pode ser escrita da seguinte forma.

dy dy du

de  du dx’

Essa regra mostra que a notagcdo Leibniz € util, pois relaciona a notacdo de derivada com
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a notacao fragoes.

Vimos que dy/dx presenta a derivada de y em relagdo a x, dy/du simboliza a taxa de
variacdo de y em relagcdo a u (a taxa de variacdo representa a derivada, veremos esse assunto
na se¢do seguinte) e du/dxr como a taxa de variagdo de u em relacéio a x. Realizaremos alguns

CXGHlplOS para entendermos essa regra.

Exemplo 2.15. Seja a fungdo y = (62 — 4)™, encontre 3/’

Solugio:Como a fungio é composta, podemos utilizar a regra da cadeia. Considere f(z) = 2™

e g(x) = 6z — 4, derivando essas fungdes, teremos
f'(z) =702% e ¢'(x) = 6.

Aplicando a regra dacadeia, obtemos

vy = fg(x)) g (x)
= 70(6x —4)% -6
= 420(6x — 4)%.

Portanto, a derivada é 420(6x — 4)%.

Exemplo 2.16. Encontre H'(z) se H(x) = v/8x2 + 4.

Soluciio: Podemos reescrever a fungdo H (z) = (822 + 4)z. Logo,
f(z) =22 e g(z) =822 +4.

Derivando essas funcdes

fl(x) = %x_é e g'(z) = 16x.

Como H(z) = f(g(x)), podemos utilizar a regra da cadeia para obter

H'(z) = f(9(x)) ' (z)
(82> +4)72 - 16z
8x

BRI

5
Exemplo 2.17. Encontre % ! .
dx xr—3

f
1
2
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ao: U = = u°, deriv uncoes u e v,
Solucao: Tomaremos e 5 derivando as funcdes u e v, teremos

zr—3
du du
dx \x —3 (x — 3)?
B (x—3)-0—-1-1
a (z —3)?
B -1
~ (z—-3)?
Z—Z@f = bHut.

Agora, iremos aplicar a regra da cadeia e obter

dy _ dy du

dx du dx
= 5ut- -l
a (x—-3)%/)

, iremos substituir no resultado. Assim,

¥ -o(5) ()

Como u =
x_

Utilizando a defini¢do de derivada, a Definicdo 2.2, podemos demonstrar as seguintes

igualdades:
1, AN _ o)
2, WO ona:
3. WD) _ oo
A
5. W ~ sec(a) - tg(a);
6. dlcossecl®)) _ o csee(w) - cotg(a):

dx
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d(ln(z)) 1
7, B _ 2
dx x
g, dU0gu(v)) _ La>0ea 1.
dz r-Ilna

2.4 Aproximacao por derivadas

Exemplo 2.18. Encontre uma aproximacao de /7, 8 utilizando o conceito de derivada.
Solucdo: Podemos utilizar o conceito de reta tangente, visto que a reta tangente é a melhor reta

que se aproxima de uma fun¢do em torno de um ponto. Suponha que

Agora, substituiremos a func¢do ¢’ em um ponto préximo de 7, 8. Veja que 8 é consideravelmente

préximo e, quando trocamos x por 8 na fungio ¢’, encontraremos uma raiz exata, ou seja,

1
g8 = 7
1
3.4
1

[\

w

2

—_

. . 1
Com isso, a inclinacio da reta tangente que procuramos é Iz Para obtermos a equacgdo dessa

reta, utilizaremos a equag@o (2.4). Veja que o ponto em questdo é P(8,2) e, entdo,

1
—9 = —(r—
y 12(95 8)
B Tz — 8
Yy = 9
B r—8+24
y = 12
z+ 16
y pry



CAPITULO 2. RESULTADOS BASICOS DO CALCULO DIFERENCIAL 31

Assim, a equagdo da reta tangente é y =

. Para encontrar a aproximagado de /7,8 € s6

substituir = por 7, 8 nessa equacao, obtendo

7,8+ 16
12
y ~ 1,983.

Portanto, a aproximacdo € de 1,98333.... Precisamente, /7,8 = 1,98319.... Note que, os
valores sao iguais até a terceira casa decimal, ou seja, encontramos uma boa aproximacao, nesse

sentido.

Exemplo 2.19. Utilize o conceito de derivada para determinar uma aproximacao de sen (0, 8).

Solucdo: Considere a fungdo
f(z) =senzx .

Derivaremos essa funcao, pois sabemos que a derivada € a inclinac@o da reta tangente, e

a reta tangente € a Unica reta que melhor se aproxima da func@o em torno de um ponto. Assim,
f'(x) = cosz.

. . ™ . L.
Tentaremos encontrar agora um nimero que se aproxima de 0, 8. Note que 1 estd bem préximo.

~ . T
Entdo, substituiremos x por T temos

T
) = cos

V2

2

/7T
f(z

) Y2 3 LT T
Com isso, a inclinagao é - Também temos o ponto que passa a reta tangente, que é P (Z,senz) =

2
P(%, 7) Iremos fazer uma aproximacio de 7 e V/2, onde 7 é aproximadamente 3, 14159. . .,
aproximaremos para 3, 14. J4 v/2 é aproximadamente 1,41421..., aproximaremos para 1,41.
3,14 1,41
Portanto, as coordenadas do ponto serdo P(’T; ’T) = P(0,78;0,70). Podemos, entdo,

simplificar a inclina¢do da reta tangente para 0, 70. Utilizaremos, agora, a equacdo (2.4) para

determinar a equacao da reta tangente. Temos

y—y = m(z—a1)
y—0,70 = 0,70(x —0,78)
y = 0,70x — 0,546 + 0,70
y = 0,70x 4+ 0,154.
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Como queremos encontrar a aproximacao de sen (0, 8), substituiremos z por 0, 8 e obteremos

y = 0,70-0,8+40,154
y = 0,5640,154
y = 0,714

Portanto, a aproximacao de sen (0, 8) é 0, 714. Note que o valor exato com seis casas decimais
€ igual a 0,717356.

Note que, esses dois exemplos evidenciam o qudo boa € a aproximacao da reta tangente

a uma func@o em torno de um ponto especifico.

2.5 Derivada como taxa de variacao

Seja y = f(x) uma varidvel que depende de z. Se x muda de um valor para outro,
essa incrementacgdo pode ser expressa por Ax = xy — x1, € a variacdo relacionada a y sera
Ay = f(xg) — f(x1). A divisdo Ay/Ax representa a taxa média de varia¢do de y em relagéo a

z. Logo,

Ay . f(za) — f(m1)
Ar —xg o (2.5)

Podemos compreender a taxa média de variacdo como a inclinagdo da reta secante P(),

como mostra a Figura 2.7.

Figura 2.7. Taxa Média e Instantanea de variacao

P(mlaf

fy G mmmmmm——————a

8]

Fonte: Arquivo pessoal.

Se movimentarmos o ponto () em relagdo ao ponto P, x5 tenderd cada vez mais a 1,

fazendo Az tender a 0. Desse modo, se esse limite existir, encontramos a taxa instantinea
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da variacdo de y em relacdo a x, isto €, quanto naquele exato momento, y varia em relacdo
a x. Com isso, a definicdo de taxa de variagdo instantanea condiz com o proprio conceito de
derivada. Entao,

Ay f(x2) — f(21)

lim — = lim
Az—0 Ax T2—21 Lo — I1

5 (2.6)

caso o limite exista. Observe que as taxas instantaneas sao limites de taxas médias.

Exemplo 2.20. ([9],3.4-questdo 25) Uma frente fria aproxima-se de uma regido. A temperatura
é T graus t horas ap6s a meia-noite e 7' = 0, 1(400 — 40t + %), 0 < ¢ < 12.

a) Ache a taxa de variagdo média de 7" em relagdo a ¢ entre 5h e 6h.
Solugdo: Observe-se que 1" depende de ¢, 6/ € nosso valor final e 5h € o valor inicial. Como a

alternativa estd pedindo a taxa média, teremos

AT T(6)=T(5)  0,1(400 — 40 -6 + 62) — 0,1(400 — 40 - 5 + 5%)

At 6-5 1
= 0,1(400 — 240 4 36) — 0, 1(400 — 200 + 25) = 40 — 24 + 3,6 — 40 + 20 — 2,5
= —2.09.

Entdo, a taxa média € —2, 9 graus por hora.

b) Ache a taxa de variagdo de 7" em relagdo a t as 5h.
Solugdo: Nessa alternativa, estd pedindo a taxa instantanea. Inicialmente, ao simplificarmos a
equagdo T' = 0, 1(400 — 40t + t?), teremos

T(t) = 40 — 4t + 0, 1¢2.
Sabendo que a taxa instantanea € a derivada, entdo
T’(t) = —4+0,2t.

Substituindo ¢ por 5, faremos essa substitui¢do, pois queremos encontrar a taxa instantanea

quando for 5~ da manhd, obtemos
T'(5)=—-4+0,2-5=—-4+1=-3.

Assim, a taxa instantanea é —3 graus por hora.



Capitulo 3

Taxas Relacionadas

O que seriam “taxas relacionadas"? A frase em si € autoexplicativa: s@o taxas que se
relacionam. Um exemplo é: Uma quantidade de dleo estd vazando de um recipiente e estd se
espalhando em um padrao circular. Como o 6leo estd crescendo em um formato de um circulo,
a medida que o tempo passa, o circulo se expande e, assim, o raio e a drea estdo crescendo, €
suas taxas de crescimento estdo se “relacionando”.

Outro exemplo é: Uma escada com 5 m de comprimento estd apoiada em uma parede
vertical. A base da escada desliza, afastando-se da parede a uma taxa de 1 m/s. Nesse exem-
plo, temos uma distancia y, que corresponde ao vértice da parede até o topo da escada, e outra
distancia z, que equivale a distancia da parede até a base da escada. Como a escada estd des-
lizando, a distancia y estard diminuindo e a distancia x estard aumentando. Entdo, as taxas de
variagdo em relac@o ao tempo de x e y estdo se “relacionando”, enquanto a escada desliza. Veja
que a taxa de variacdo de x € uma taxa constante, enquanto a taxa de variacdo de y muda a
cada metro por segundo. Quando a base da escada estiver a 2 m da parede, o topo da escada
estard escorregando para baixo a uma taxa de —0, 43 m/s, como mostra a Figura 3.1, a taxa de

variagdo de y ser negativa significa que a distancia do topo da escada ao solo estd decrescendo.

Figura 3.1. Escada apoiada em uma parede vertical, onde a base dista 2 m

y=4,6 m 5m
dy
* = —0,43m/s
x=2m g, >

Fonte: Arquivo pessoal

34
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Note que, quando z = 3, o topo da escada desliza a uma taxa de —0,75 m/s, se a
distancia z aumenta, isso implica que y diminua. Sendo assim, a taxa de y decresce mais

rapido, ou seja, a velocidade do topo aumenta, como mostra a Figura 3.2.

Figura 3.2. Escada apoiada em uma parede vertical, onde a base dista 3 m

y=4m 5m
d
dit’ = —0,75m/sl
x=3m dx
21
ot m/s

Fonte: Arquivo pessoal

Veja, também, quando = = 4, o topo da escada desliza a uma taxa de —1, 34 m/s, como
mostra a Figura 3.3 . Observe que a escada desliza mais rapido dessa vez, ou seja, as variacoes
que estdo acontecendo ndo sdo constantes. Se a distancia x aumenta, isso implica que y diminui.
Sendo assim, a taxa de variacdo de y decresce mais rdpido a medida que a distancia x aumenta

(veja o Exemplo 3.1 que contém os detalhes dessa questdo).

Figura 3.3. Escada apoiada em uma parede vertical, onde a base dista 4 m

y=3m 5m
d
d_)t( =—-1,34m/s
Xx=4 m d >
& Im/s
dt

Fonte: Arquivo pessoal
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Vimos nesses exemplos duas grandezas se relacionando, mas podemos ter mais de duas
grandezas se relacionando, como no seguinte exemplo: Em um tanque de dgua, com forma de
um cone circular invertido, estd sendo bombeado dgua para dentro. Como temos um cone, 0
volume, raio e altura estdo crescendo, conforme a dgua entra no tanque. Assim, suas taxas de
crescimento estardo se “relacionando"entre si.

Para resolver os problemas de taxas relacionadas, temos que determinar a taxa de varia-
cdo de uma grandeza em termo da outra taxa de variac@o, ou seja, para encontrar uma taxa de
variagdo de uma determinada grandeza, utilizaremos o resultado da taxa de variagdo da outra
grandeza que estd sendo relacionada. Seguiremos um processo para resolver esses problemas,
em primeiro lugar, temos que encontrar uma equacao que relacione as grandezas e, em seguida,
utilizar a Regra da Cadeia para derivar os dois lados da equagdo em relagdo ao tempo (em
relacdo a grandeza independente).

Os problemas que envolvem taxas relacionadas estdo ligados fortemente a questdes pra-
ticas, a problemas da realidade, em situag¢des do dia a dia. Com isso, fica evidente a importancia
dessa aplicacdo da derivada. Podemos resolver problemas nas dreas da Geometria, Fisica, En-
genharia, Biologia e de outras. A seguir, faremos varios exemplos de problemas sobre taxas
relacionadas que envolvam essas dreas. Todos esses problemas nos fizeram desenvolver um
tipo de algoritmo para facilitar, em um certo sentido, na resolucio de problemas que envolvem

taxas relacionadas. O leitor pode encontrar esse passo a passo no Apéndice deste trabalho.

Exemplo 3.1. (Exemplo adaptado de [7], 3,9-Exemplo 2) Uma escada com 5 m de compri-
mento estd apoiada em uma parede vertical. Se a base da escada desliza, afastando-se da parede
a uma taxa de 1 m/s, quio rapido o topo da escada estd escorregando para baixo na parede
quando a base da escada estiver a 2 m, a 3 m e a 4 m da parede?

Solucao: Temos uma distancia ¥y, que corresponde a distancia da base da parede até o topo da
escada, e uma distancia x, que equivale a distancia da parede até a base da escada. Primeiro
caso: quando a base estd a 2 m, ou seja, quando z = 2. O que temos? Foram dados o com-

. . X .
primento da escada, que é 5 m, e i 1 m/s. Esta taxa de variacdo permanece constante em

dy . -
todo o percurso. O que queremos? Queremos encontrar I que € a taxa de variacdo a qual o
topo da escada esta escorregando para baixo.
Observe que x e y estdo se relacionando por uma equagao que depende do tempo. Ob-
serve a Figura 3.1 e perceba que a equacdo que relaciona essas grandezas é o Teorema de

Pitagoras, garantindo que
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Utilizaremos a regra da cadeia para derivar ambos os lados dessa equacao. Entdo,

d(z?) | d(y’) d(5%)

dt dt dt
dx dy

20— + 2y— = 0.
TR

Isolaremos dy/dt, pois queremos encontra-lo, logo

dy _ =2 do
dt 2y dt
dy —r dx
-~ = 2.2 3.1
dt y dt G-

Temos os valores de z e dz /dt, mas ndo temos o valor de y. Porém, podemos utilizar o Teorema

de Pitdgoras para descobrir este valor.
24y =59y =25—-4=y=V21=y~4,6m.

Podemos substituir os valores na equacdo (3.1) e obter

dy =2 ]
d 4,6
~ —0,43m/s.

Quando x = 2 m, a taxa de variagdo do topo da escada é —0,43 m/s escorregando para baixo.

Segundo caso: quando a base estd a 3 m da parede. Ja encontramos a equacdo que
relaciona as grandezas, com isso, substituiremos os valores de z, y e dz/dt na equagdo (3.1).
Porém, os valores x e y ndo serdo os mesmos. Temos, agora, z = 3, utilizaremos o Teorema

de Pitagoras para achar o valor de y. Entdo,
P+ =52=9y"=25—9=y=116=y = 4m.

Substituindo x = 3 e y = 4 na equacdo (3.1). Logo,

dy -3 1
a4
= —0,75m/s.

Quando =z = 3 m, o topo da escada desliza a uma taxa de —0, 75 m/s, como mostra a Figura
3.2.

Terceiro caso: quando a base estd a 4 m da parede. Faremos o mesmo processo, agora,
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x = 4. Usando o Teorema de Pitdgoras, temos
PryP=52=¢y>=25-16=y =9 =y =3m.

Substituindo = 4 e y = 3 na equacdo (3.1), encontraremos

dy -4 ]
a3
~ —1,34m/s.

Portanto, quando = = 4, o topo da escada desliza a uma taxa de —1, 34 m/s, como mostra a
Figura 3.3. O motivo dessas taxas serem negativas mostra que a distancia do topo da escada ao

solo esta decrescendo.

Exemplo 3.2. ([7], 3,9-Questdo 3) Cada lado de um quadrado estd aumentando a uma taxa de
6 cm/s. Com que taxa a drea do quadrado estd aumentando quando a drea do quadrado for 16
cm??

Solucdo: De inicio, vamos identificar as informagdes que a questdo nos dd. O que temos? O
lado do quadrado estd aumentando a uma taxa de 6 ¢m/s, entdo temos a variagdo do lado [ e a

area dadas por

dl
p =6cm/se A =16 cm?.

O que queremos? Queremos saber a taxa de variagdo da drea do quadrado, ou seja,

dA

— =7
dt

Observe que o lado e a drea estdo se relacionando por uma equacdo. Entdo, essas sdo nossas
taxas relacionadas e essas taxas estdo em funcio do tempo. Agora, teremos que encontrar uma

equacgao que relacione essas taxas. Com isso, podemos utilizar a equacao da area do quadrado.
A=1

Para usarmos o que temos na questdo, € preciso derivar essa equacao. Para isso, utilizaremos a

regra da cadeia, pois a equacdo envolve fun¢do composta.

dA  d(P?)
dt  dt
dA dl
— = 2.
dt dt

Como A = 16 cm?, utilizando a drea do quadrado e lembrando que o lado € um niimero positivo,
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temos
A=P=16=017=1=4.

dl
Podemos substituir os valores 7 6 cm/sel =4 e obter

dA dl
e et

dt dt

dA

9.4

dt 0
dA

- = 48¢m? /s.

Com isso, a taxa de variacdo da area do quadrado € 48 cm? /s.

Exemplo 3.3. ([7], 3,9-Questao 5) Um tanque cilindrico com raio 5 m estd sendo enchido com
dgua a uma taxa de 3 m®/min. Qudo rapido estard aumentando a altura da dgua?
Solucgdo: O que temos? Foi-nos dado o raio, que é r = 5 m, e dV//dt, que representa a taxa de

varia¢do do volume da dgua a medida que o tempo passa, como mostra na Figura 3.4.

Figura 3.4. Tanque cilindrico

T % = 3?&3;'111.?:11

Fonte: Arquivo pessoal

O que queremos? Queremos encontrar a taxa de variacdo da altura, sendo representada por

dh .
dt

As grandezas V' e h estdo se relacionando pela equacio
V=m-1r2h

Sabemos que r = 5, entio
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V=mn-25-h.

Iremos derivar cada lado em relacdo a ¢, teremos

av dh
— =m-25- —.
a7
Teremos que colocar em evidéncia dh/dt, porque queremos encontrd-la. Assim,
dh 1 av
dt — m-25 dt’

Substituindo dV/dt = 3, temos

a1 ah 3 dh
G wm ST a T s T a © 0 0m/man

Logo, a altura estard aumentando a uma taxa de 0, 04 m/min.

Exemplo 3.4. ([7], 3,9-Questao 11) Um avido voa horizontalmente a uma altitude de 2 km, a
800 km/h, e passa diretamente sobre uma estagdo de radar. Encontre a taxa segundo a qual a
distancia entre o avido e a estacdo aumenta quando ele estd a 3 km além da estacao.

Solucao: Desenhamos a Figura 3.5, onde = € a distancia do avido depois de 3 km, e y € a

distancia entre o aviao e a estacao.

Figura 3.5. Distancia entre o avido e a estagdo

2Km

L

Fonte: Arquivo pessoal

O que temos? Quando o avido passa sobre o radar, ele estd a 2 km da estacdo. Temos a
velocidade do avido, que serd a taxa de varia¢do de = em relag@o ao tempo, dada por dx/dt =
800 km/h, e possuimos a distdncia entre o avido e a estacdo, que € y = 3 km. O que queremos?
Queremos encontrar dy/dt, pois € a taxa a qual a distincia entre o avidlo e a estagdo estardo.
As varidveis x e y estdo se relacionando, e a equacdo que as relaciona € dada pelo

Teorema de Pitdgoras, isto é,



CAPITULO 3. TAXAS RELACIONADAS 41
y?: = 2% + 22,
Utilizaremos a regra da cadeia para derivar essa equacao e obter

d(y?) d(z?)  d(2?)

i - Tat | a
dy dx
Qy— = 22—
Yt Tt
dy _ 2w
dt 2y dt
dy rdx
= = 2= 3.2
dt y dt -2)

Nao podemos substituir os valores agora, pois ndo sabemos o valor de . Porém, podemos
utilizar o Teorema de Pitdgoras novamente para encontrd-lo. Sabemos que y = 3 e temos um

lado, que vale 2 do tridngulo retangulo da figura. Logo,
F=12+2=9=2’+4=22=5=2=15

Dessa forma, podemos substituir os valores na equagdo (3.2). Temos z = /5, y=3edz/dt =

800 e, assim,

d
_y:£.800:>@:800\/5
dt 3 dt 3

km/h.

A taxa de variag@o entre o avido e a estagdo é de 596 km/h quando ambos estdo a uma

distancia de 3 km.

Exemplo 3.5. ([7], 3,9-Questao 15) Dois carros iniciam o movimento partindo de um mesmo
ponto. Um viaja para o sul a 30 km /h e outro para oeste a 72 km/h. A que taxa estd crescendo
a distancia entre os carros duas horas depois?

Solucao: Ilustramos a Figura 3.6 , onde o ponto preto representa o ponto de partida dos dois
carros. O carro azul que viaja para o sul serd indico como s, o carro amarelo que viaja para o
oeste serd denotado como o. A distancia z simboliza a distincia entre os carros depois de duas

horas.
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Figura 3.6. Distancia entre os carros

pon =]
oo o

.Q;
L |

Fonte: Arquivo pessoal.

O que temos? Foi-nos dado a velocidade média dos carros s e o, que sdo denotadas por
ds/dt = 30 km/h e do/dt = 72 km/h, respectivamente. Por tltimo, foi dado o tempo, sendo
t = 2 h. O que queremos? Queremos encontrar a taxa de variacao da distancia entre os dois
carros duas horas depois, sendo representada por

dr _,
dt
Perceba que as varidveis s, o e x estdo se relacionando, e a equacdo que relaciona essas varidveis
é
12 =0 + 5%

Derivando cada lado em relagdo a ¢, obteremos

d(z?) d(0®) | d(s?)

a - ar d
dx do ds
2w = 20— 495
Tt T
dx odo sds
a = E%—FE% 3.3)

Veja que nao foram dadas as distancias x, s e o. Podemos utilizar a férmula da velocidade

média para encontrar a distancia o e s. Sabemos o tempo é ¢t = 2 h e as velocidades constantes
do/dt =72 km/heds/dt = 30 km/h e, assim,

A5 72 = a3 = AS = 144km.

Portanto, o = 144 km. De igual modo,

A5 30 = a3 = AS = 60km.

Vim =37~ >

Assim, s = 60 km. Para encontrar z, utilizaremos o Teorema de Pitdgoras, pois encontramos

as distancias o e s. Temos
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1?2 = 0%+ 5% = 2% = 1442 + 60% = 2% = 24336 = 1 = /24336 = x = 156.
Com isso, x = 156 km. Agora, podemos substituir na equagdo 3.3 e obter

dx odo sds

d—f = oo T2 e 30
Z—SE ~ 66+ 12
fl—f ~ T78km/h.

A taxa de variagdo da distincia entre os dois carros duas horas depois é de 78 km /h.

Exemplo 3.6. ([7], 3,9-Questdo 23) Estd vazando dgua de um tanque conico invertido a uma
taxa de 10.000 cm? /min. Ao mesmo tempo, estd sendo bombeada dgua para dentro do tanque
a uma taxa constante. O tanque tem 6 m de altura e o didmetro no topo € de 4 m. Se o nivel
da dgua estiver subindo a uma taxa de 20 ¢m/min quando a altura da dgua for 2 m, encontre a
taxa segundo a qual a dgua estd sendo bombeada dentro do tanque.

Solugio: O que temos? Sdo dados a taxa do vazamento, que € de 10.000 cm?3/min, a altura

h = 6 m e o didmetro d = 4 m. Sabendo que o raio € igual a 5 sendo assim, r = 2. A taxa da

h
i 20m/min) quando h = 2 m. O que queremos?

Encontrar a taxa dV//dt de entrada da dgua. Para achar a taxa de entrada, temos que lembrar

altura da agua é 20 cm/min, ou seja, <

que estd vazando dgua por minuto, como estd sendo ilustrado na Figura 3.7. Entdo, teremos

>
(—10.000 + %> ¢ a taxa de volume resultante de 4gua no tanque.

Figura 3.7. Vazamento de dgua de um tanque conico invertido

Fonte: Arquivo pessoal

A equagdo que relaciona as grandezas V', her é

V=" (3.4)
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O volume V estd em fungdo de r e h. E possivel simplificar essa equagdo, colocando-a em
termos apenas da varidvel h. Para simplificarmos, utilizaremos os triangulos semelhantes da

seguinte forma.

2 h
:6:>67’:2h:>7“:§.

Sl

o h .
Substituindo r = 3 na férmula, obtemos

T R\ 2
V= —=-|=| -h
- (5)
7 h?
V. = —-—-h
3 9
- h?
V = T
Derivando os dois lados em relagdo a ¢,

dV o d(h3)
dt 27 dt
dV o , dh
at 27 dt
dV T h? dh
a9 dt’

dh
Substituindo n 20 em/min e h = 200 cm (convertemos m para cm), logo

av m-h? dh

dt 9 dt
dV 7 - 2002
- = .20
dt 9

dv. 800.0007
dt 9

dV

Q

o 279.253cm? /min.

A taxa dV/dt que encontramos agora ¢ apenas a taxa de volume que a dgua entra no tanque.

Temos ainda o vazamento que estd acontecendo no mesmo instante. Para encontrar a taxa da

entrada da 4dgua, temos

dv
—1O.OOOcm3/mm+% = 279.253cm® /min

av
dt
av
dt

= 279.253cm® /min + 10.000em? /min

= 289.253cm?* /min.
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Assim, a taxa de entrada é de 289.253 cm? /min.

Exemplo 3.7. ([7], 3,9-Questao 31) Se dois resistores com resisténcias 7, e 5 estdo conecta-
dos em paralelo, como na Figura 3.8, entdo a resisténcia total R, medida em ohms (£2), é dada

por

1 1 1

ittt 3.5
R R R (3-5)

Se Ry e R, estdo crescendo a taxas de 0,3 /s e 0,2 Q)/s, respectivamente, quio rapido estara
variando R quando R; = 80€2 e Ry = 100£2?

Figura 3.8. Resistores

T

Fonte: [7], p.229

Solucao: O resistor R estd em funcdo de R; e R,. Com isso, R, R, e R, estdo se relacionando
em funcdo do tempo. Veja que ja foi dada a equacdo que relaciona essas grandezas, entdao
iremos derivar cada lado, pois a questdo solicita a taxa de variacdo de R. Podemos redefinir a

equacao (3.5) da seguinte forma
R'=R"+ Ry

Utilizando a regra da cadeia para derivar, temos

AR _ B | AR
dt dt dt
AR dRy ,dRs

J— _2_ — — _2__ JR—
R dt i dt R dt
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Isolando a taxa de variacdo de R, chegamos a

N
dt —R2
—1dR;y —1dR,
iR R @t R dt
dar -1
RQ

dR ~1dR, —1dR, ,
== o o) LR
i (R% @ TR dt)

dR R?dR, R?dR,

— = — — ) 3.6
i T Ra  Ba (36
Foram dados os valores de R; = 80 2, Ry = 100 €2, % =0,3Q/se % =0,2/s. Mas

nao foi dado o valor de R. Apesar disso, podemos utilizar a equacao (3.5) para encontri-lo,

pois temos os valores de R, e R,. Entao,

1 1+ 1
R R, R,
1 1+ 1
R 80 100
1 100+80
R 8000
1 180
R 8000

180R = 8000

8000
r= 180
R =~ 44,5.

Assim, R é aproximadamente 44, 5. Agora, podemos substituir os valores que temos na equagao
(3.6) e obter

dR 44,5 44,52
gt _ 44,57 0" 0,2
dt sor 03t o O
AR _ 594,075 396,05

dl 6,400 ' 10,000

dR

<5 = 0,002824218 40, 039606
) 132420218

dt

dR

— = 13€2/s.

= 0,13Q/s

Com isso, a resistor R estard variando a uma taxa de 0, 13 2/s.
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Exemplo 3.8. ([7], 3,9-Questao 34) Nos peixes, 0 peso B do cérebro como uma fun¢do do peso
corporal W foi modelado pela fungdo poténcia B = 0,007W?/3, onde B e W sdo medidos
em gramas. Um modelo para o peso corporal como uma fun¢cdo do comprimento corporal L
(medido em centimetros) é W = 0, 12L%*%3. Se, em 10 milhdes de anos, o comprimento médio
de uma certa espécie de peixes evoluiu de 15 cm para 20 cm a uma taxa constante, quao rapido
estava crescendo o cérebro dessa espécie quando o comprimento médio era de 18 cm?

Solucdo: Quais as informagdes que a questdo oferece? Foi dada a equacdo que relaciona o peso

B do cérebro em func¢do do peso corporal W, que é
B =0,007W5.

E dado também que 1V varia de acordo com a equagiio W = 0, 12L>%3, onde L é o comprimento
corporal. Veja também que sido dadas as informacdes da taxa de variacdo corporal e € dito que,
em 10 milhdes de anos, o comprimento médio dos peixes cresceu de 15 c¢m para 20 cm, a uma

taxa constante. Entdo, temos

dL 20— 15

dt 10,000,000
dL 5

i 1—070m/ano.

Queremos encontrar a taxa de crescimento do cérebro do peixe quando o comprimento for de
18 em, ou seja, L = 18. Como j4 € dada a equagdo que relaciona essas grandezas, derivaremos
a equagdo em relagdo ao tempo para obtermos

dB d(0,007W 3)

dt dt

dB 2 1 dW
dB 0,014 1 dW

w3 Ve

Substituindo W = 0, 12L2%%3, teremos

dB 14 1
- Lo (0,12L*%%)= .

aB v
dt 3

s (3.7

Temos o valor de L, mas ndo possuimos a taxa de varia¢do de V. Para encontramos essa taxa,

podemos derivar a equagio W = 0, 12123 e obter

AW d(0,12 - 2, 53L153)

dt dt

AW dL

— = LY. —.
yr 0, 3036 =
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aw
Agora, podemos substituir os valores de L, g € o na equagao (3.7). Assim,
dB 0,014 —1 dL
o = T -(0,12L%%)% . 0,3036L"5° - -
dB 0,014 _
o= (012 (18)253)3 . (0,3036 - (18)193) . 7
dB 0,014 5
- Z2777.0.18-25.29. —
dt 3 0,18-25,29 107
a5 _ 1,06 x 1078,
dt

Portanto, a taxa de crescimento do cérebro dessa espécie de peixe, quando o comprimento

médio estiver a 18 cm, € de 1,06 x 1078g/ano.



Capitulo 4

Derivadas como Transformacoes Lineares

Vamos comegar este capitulo com uma motivacdo. Seja a funcdo f : R — R definida
por f(x) = 3. Vimos na Se¢do 2.2 do Capitulo 2 a defini¢do de derivada, que é definida da

seguinte forma:

f'(a) = lim

h—0

fla+h) - f(a)
- .

Suponha que queiramos encontrar a derivada no ponto 3. Substituiremos a por 3, como

mostra abaixo.

f'(3) = lim

h—0

fB+h) - fB3)
- .

Podemos, também, utilizar as regras de derivacdo da Sec¢ao 2.3 do Capitulo 2 para de-

terminar a derivada da fungdo f e encontrar

fl) = =
fl(x) = 32°
f'3) = 3(3)°
F(3) = 21
Entao,
27_f/(3) _}llli%f(g"i_h}i_f(‘g)

49
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Passaremos o ndmero 27 para o outro lado da igualdade.

h
&0 = 11m(f<3+h)_f( ))—lim27
h—0 h h—0
&0 = lim(f(3+h)_f(3)—27>
h—0 h
&0 = lim (f(3+h)_f(3)_27h>. 4.1)
h—0 h

Note que, para todo h € R, 27h = f'(3)h. Definindo 7" : R — R por T'(h) = 27h, temos que
T é uma transformagao linear. Dessa forma, substituindo 27k por 7'(h) na equacao (4.1), segue
que

0 = pig LGN = FB) =T(h)

h—0 h

Essa € a expressao que motiva a generalizacdo da nocao de derivada para fungdes veto-
riais de vdrias varidveis. Ela nos diz que uma varia¢do pequena da funcdo f em torno de 3 é,
essencialmente, uma transformacdo linear. Os Exemplos 2.18 e 2.19 mostram na pratica esse
fato.

Vejamos agora a definicao formal da no¢@o de derivada como transformacao linear.

Definicao 4.1. Dizemos que f : I C R — R ¢ diferencidvel no ponto a € I se existe uma

transformacado linear T' : R — R tal que

Lo @+ h) = (@) = T(h)

lim ; = 0. 4.2)

Note que essa defini¢do € equivalente a Definicdo 2.5.
Serd que conseguimos estender essa nova defini¢do para fun¢des com mais de uma va-

ridvel? Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 4.2. Encontre uma transformacdo linear 7" : R? — R tal que

o T2 () = 1(1,2) = T, o)

(h1,h2)=(0,0) Vh2+ B3 ’

onde f(z,y) = 3z%y.
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Solucao: Vamos fazer este caso diretamente. Temos

S+ h1, 2+ hy) — f(1,2) = T(hy, hy)

0 = lim d
(h1,h2)—(0,0) V12 + h3
2, _ .12. _
e — fim 3(1+h1)*- (24 hy) — (3-1%2-2) — T(hy, hs)
(h1,h2)—+(0,0) Vhi+h3
e — lim 3(142hy + h3) - (2+ ha) — 6 — T'(h1, ha)
(h17h2)_>(070) \/ h% + h%
. 3(2 4 hg + 4hy + 2hihg + 213 4 h2hy) — 6 — T'(hy, hy)
&0 = lim
(h1,h2)=(0,0) Vhi+h3
. 6 + 3hy 4 12hy 4 6hihg + 6h3 4 3h3hy — 6 — T'(hy, hy)
0 = lim
(hlth)_%OvO) \/ h% + h%
o - . 3hg 4+ 12hy + 6hihg + 6h% + 3h3hy — T'(ha, ho) 43)

(h1,h2)=(0,0) NITEE '

Iremos considerar 7' : R? — R a transformagdo linear dada por T'(hy, hy) = 12hy + 3ho.
Portanto, faremos a substitui¢do de 7'(hq, hy) por (12hy + 3hs) na equacao (4.3). Temos

3hg + 12y + 6hyhy + 6h3 + 3h3hy — (12hy + 3hy)

0 = lim

(h1,h2)—(0,0) /h% I h%
<0 = lim

(h1,h2)—(0,0) /h% T+ h%

. 6hihy + Gh% + 3h%h2

<0 = lim

(h1,h2)—(0,0) Vh2+ h3

6h7 3h2h

&0 = Oz i 1 lim  —o2 g g

lim —_— lim ————
(h1,h2)=(00) \/h} + h3  (h1,h2)=(0,0) \/h2 + h3  (h1.h2)—(0.0) \/h? + h3

caso tais limites existam. Utilizaremos o Teorema do Confronto para resolver esses limites.

Faremos por partes. Veja que

|6h1h2‘ < ‘6h1h2|

1m —_— 1m
(hl,hg)—>(0,0) A /h% + h% - (hl,h2)—)(0,0) h%

0 < fim Ol oy Glallhel

(h1,h2)=>(0,0) /B2 4+ h3 ~ (h1,h2)—(00)  |hy]
6|hih
Puhal )6|h2|

lim —_—
T (h1,h2)—(0,0) 4 /h% + h% T (h1,h2)—(0,0

lim —6|h1h2‘
(h1,h2)—(0.0) \/h? + h3
6h1ho

0 <

<0.

Com isso, lims,; h,)—(0,0) = (. Seguiremos 0 mesmo processo para resolver o se-
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gundo limite, ou seja,

. 6h2 6h2
0 < lim — < im —_—
(h1,h2)=(0,0) \/h3 + h3 — (h1,h2)=(0,0) \/h3
6h? 6|hy|?
0 < lim ————<  lim o
(hl,hg)—>(0,0) h% + h% (hl,hg)—)(0,0) |h1’
6h?
0 < lim ———=< lim 6|h|
(h17h2)_)(070) h% + h% (hlth)_)(Ovo)
6h?
0 < lim —— <0.
T (hh2)=(0,0) \/h2 + B2 T
D f li 6hi =0. A
€SSsa 1orma, I (kg ,he)—(0,0) m = U. Agora,
2 2
0 < i 3hi|hs| < 3hi|hs|
(h1,h2)—>(0,0) A /h% + h% (h1,h2)—>(0,0) h%
3h2| By 3|7 |2 |hol
0 < 1um e < im _
- (hl,hg)—>(0,0) A /h% + h% - (h1,h2)—>(0,0) ‘hQ’
3h2|h
0 < hal 3|y

lim —_—
T (h1,h2)—(0,0) , /h% + h% " (h1,h2)—(0,0)

30| ha|

lim —_—
(h17h2)_>(070) \/ h% + h%

0 < <0.

3h2h,

00 T

(4.4), segue que a transformac@o linear T'(hq, hy) = 12h; + 3h, satisfaz o limite dado ini-

Logo, lim, pn, = 0. Substituindo esses resultados dos limites na equacgdo

cialmente. Essa transformacgdo linear serd chamada em breve de derivada da fun¢do de duas

variaveis f.

Entdo, respondendo a pergunta que foi feita antes do exemplo, pode-se perceber que
existe uma forma de generalizar a no¢do de derivada cldssica. O exemplo indica que € possivel
ter uma generalizacdo do conceito de derivada e, de fato, essa generalizacao € dada pela seguinte

definicao.

Definicao 4.3. Seja f : R" — R™ wuma fungdo. Dizemos que f ¢é diferencidvel no ponto a

quando existe uma transformagado linear T' : R" — R™ tal que

fla+h)—fa) —T(h)

m = 0. 4.5
I1]—0 1A ()

onde |h|| = /2% + 2} + - + 22 é a norma euclidiana, que é um niimero real e simboliza a

distancia do vetor a origem. Em vdrios momentos, escreveremos T = f'(a).
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O limite em (4.5) quer dizer que, dado um nimero qualquer £ > 0, existe 0 > 0 tal que
If(a+h)— fla) = T(h)]
172

Realizaremos agora um exemplo, onde determinaremos se a funcéo f(z,y) = (z%y, v, y*+

< e sempre que ||h|| < J (para detalhes, veja [11, Defini¢do 1]).

x) é diferencidvel.

Exemplo 4.4. Seja f : R? — R3, definida por f(z,y) = (2%y,y,y> + 2), e a = (1,0) € R2.
Mostre que f € uma fun¢do diferencidvel no ponto a.

Solucdo: Seguindo a Defini¢do 4.5, precisamos encontrar uma transformacao linear

T : R* — R3 satisfazendo

o F(0L0)+ (o)) = F(1,0) = T

= 0.
1Bl —0 1A

Para isso, substituiremos ||h|| por \/h? + h3.

o £+ Bishe) = £(1,0) = T(0)

Ihl—=0 VhE+ b2

(1 + h1)2 “ ha, ha, h% +1+ hl) — (Oa 0, 1) - T(h)

lim = =
Ihl—=0 Vh2+ h2

(14 2hy + h2) - hy, hy, hy + h2+1) — (0,0, 1) — T(h)

=0

=0

< lim =0
k]| —0 VhE+ h3

Ill—=0 NCEYS

(ha + 2h1hs + B2ha, by, hy + h2) — T(h)

lim
Il =0 NOEE

Observe que a aplicagdo T : R? — R3 definida por T'(hy, ho) = (ha, ha, hy) € linear (deixare-

=0.

mos a cargo do leitor essa prova - basta observar que cada componente € linear). Entao,

(ha + 2h1hy + hiha, ho, hy + h3) — (ha, b, h1)

lim =0
I =0 Vh3+ h2
o lm (ho + 2h1ho + h2hg — ho, ho — ho, hy + h3 — hy) _ 0

=0 NEEYE

(2h1hy + h2hy, 0, h3)

& lim =
Ib][=0 NENY
o lim (2h1hy + h3hy, 0, h3) _0
b0 /B2 + h2
2 2 2

lim —————— + lim + =0,
Inll=0  \/h? + h3 Ikl>0 \/hE + h2 /B2 + h3
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caso os limites existam. Aplicamos o Teorema do Confronto em cada limite. Temos

0 < lim |2h1hy + hihs| < Tim 12h1hg + h3hs|

— =0 \/hT+ A3 T IR0 h?

2|hihy + h3hs| 2|hy| - |he| + [h1|? - | el

0 < lim < lim
T l=o \/R2H R T el 7]
0 < lm < lim (2|hs| + |ha]| - |
[R]|—0 \/m HhH—>0( | 2’ | 1‘ | 2’)
2
0 < 1lim Ahe £ hiha|

0
Ihl—0  \/hZFh2 T

Portanto, o primeiro limite € igual a 0. Agora, falta encontrar a Gltima parcela da equacgao (4.6).

Entdo, fazemos

2 h2
0 < lim —2— < lim —%
T IBl=0 /B2 + B2 T Inl—0 \/h2
0 < i M5 g P2F
11— 11m
T IRI=0 /A2 + B2 T likl=0 |h3]
0 < h3 . |he)?

lim —=—— < lim
IRl>0 /A2 + A2 ~ lInl—0 |h3]
h2
0 < lim ——2— < lim |hy

1
IR1=0 \/h3 + hZ ~ -0

oy

lim ——2—
Ibl=0 \/h% + hZ ~

Ou seja, os limites da equacao 4.6 sdo iguais a 0, o que mostra que, de fato, f € diferencidvel, e

0 <

a transformac@o linear dessa fungdo é T'(h) = (ha, ho, hy). Assim, T'(h) é a derivada da fungdo

f noponto a = (1,0).

Sabe-se da Algebra Linear que toda transformagio linear (em espagos de dimensio fi-
nita) estd associada a uma tnica (quando fixada uma base) matriz [T],,x,. Com isso, existe
uma forma mais simples de encontrar as derivadas mais gerais. Como fizemos no Capitulo 2:
mostramos na Secdo 2.2 a definicdo formal de derivada e, na Secdo 2.3, vimos que € possivel
derivar e obter a mesma usando as regras da derivacao que simplificam demais os célculos.

Entdo, quando uma fung¢do € diferencidvel em um ponto, podemos calcular a derivada

utilizando a defini¢do de matriz jacobiana. Segue o teorema abaixo.

Teorema 4.5. ([10, Teorema 20.6]) Seja f : R" — R™ uma funcdo diferencidvel no ponto

a € R". Entdo, a derivada de f, como matriz, é exatamente dada pela matriz chamada de
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Jacobiana abaixo

[ 0f1 dfi dfi ]
a—xl(a) a—xQ(a) " D (a)
%(a) o . b (a)
f'(a) = 0, 0xs oz,
of.  on o
] aﬁn (a) aj;n (a) -+ aj;n (@

A forca do resultado anterior estd tanto em explicitar a derivada da fungdo estudada
quanto mostrar que ela € Unica, exatamente igual a matriz Jacobiana.

Vamos fazer um exemplo utilizando esse teorema.

Exemplo 4.6. Seja g : R® — R? definida por g(z,y, 2) = (xyz, %) Encontre
Yy
¢(1,2,3) =T : R* — R

Solucdo: Considere g, (z,y, 2) = zyz e g2z, y,2) = Qi T A matriz Jacobiana em (x,y, 2)
Y
¢ dada por
891 891 agl
_(xayWZ) _(xaywz) _(‘ray?'z)
IAEY 2= Dg 992 g1

%(‘Tai%Z) a_y(x7y>z) %(Iaya Z)

2x3
A derivada é, portanto,
Yz Tz xy
g/(xayvz) - 1 —2$y 0 )
v +1 (2 +1)? 2x3
e aplicando no ponto a = (1,2, 3), obtemos
2-3 1-3 1-2 6 3 2
g'(1,2,3) = 1 —-2-1-2 0 =11 —4 0
22 + 1 (22 + 1)2 2%3 5 25 2%x3

A matriz ¢'(1, 2, 3) estd associada a transformag@o linear dada por

T:R* — R?
v o T() = g(1,2,3)().
T
Escrevendo [v] = | y , logo

3x1
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x
, 6 3 2 L
T(w)=4¢'(1,2,3) v]=| 1 -4 . |y = |62+ 3y + 22, 2o — oy
5 25 2x3 z

3x1

Portanto, a derivada da fung¢@o ¢ no ponto (1,2, 3) é a transformagao linear

1 4
T — (62 43y +22. ~x — —1)).
(z,y,2) = (62 + 3y + 22 253/)

4.1 Aplicacoes

Exemplo 4.7. Seja ' : R? — R a fung¢fo definida por F(z,y) = /z+sen(zy) + zy. Ache
uma aproximagdo de F(3,8;3,1).
Solucao: No Capitulo 2, vimos a derivada como a inclinag¢do da reta tangente, onde esta reta
€ a unica reta que melhor se aproxima da func@o em torno de um ponto. Aqui, essa definicao
se aplica para as funcOes de varias varidveis. Nessa situagdo, a derivada possibilitard encontrar
um “plano” tangente, e esse plano € o que melhor se aproxima da fun¢do dada em torno de um
ponto especifico. Derivando a funcdo F', obtemos

Fl(z,y) = [ 1 +cos(zy) -y + 2xy  cos(xy) - x + }

2Vx

1x2

Aplicaremos no ponto P(4, 1), pois o ponto P estd bem préximo do ponto (3, 8; 3, 1). Logo,

~ | 28,51 20}
2\/4_1 [ 1

X2

1
F'(4,7) = [ —— +cos(4m) - +24 -1 cos(4rm) - 4+ 42 }

1x2

Vimos que a matriz estd associada a transformacao linear, ou seja,
Xz
T(z,y) = [ 28,51 20 ] : [ ] = [28, 51z + 20y].
1x2
Y 2x1

Mas esse ainda ndo € o plano que melhor se aproxima da fungio F' em torno do ponto (4, 7, F'(4, 7)).
E apenas a derivada. Para encontrarmos esse plano Q)(z, y), fazemos como no caso de uma va-

ridvel, nos perguntamos: qual o valor de A € R tal que

Qr,y) =T(z,y) + A,
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seja o plano que passe pelo ponto B(4, 7, F'(4,7))? Queremos que Q(4,7) = F(4,7), isto é,

Q4,m) = F(4,)

& 28,51-4420-3,14+ A = V4 + sen(dn) + 4% - 3,14
& 114,044+ 62,8 + A=2+0+50,24

& 176,84 + A = 52,24

& A=5224—176,84

& A=—124,6.

Assim, o plano procurado é
Q(z,y) = 28,51z + 20y — 124, 6.
Logo, o valor aproximado de F'(3,8;3,1) é

F(3,8:3,1) ~ Q(3,8;3,1) = 28,51-3,8+20-3,1—124,6
— 108,34 + 62 —124,6
= 45,74

Note que o valor exato com cinco casas decimais € igual a 46.00556. ... A figura a seguir mostra

o grifico da fun¢do F, o grifico () e o ponto B(4, 7, F(4,7)).

Figura 4.1. Representagdo das funcdes F, () e do ponto A

Fonte: Arquivo pessoal.

y2

2 +

Exemplo 4.8. Considere g : R? — R definida por g(z,y) = yIn(z? + 1) + T Encontre
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uma aproximagao de ¢(0,1;1,9).

Solucao: A matriz Jacobiana de g é dada por

2xy 21 2y(xz? + 1)
! = — In(a2+1)+ =272 i
g() { 2 +1 (224 1) nl@ 1) (2+1)2 ],

O ponto que estd proximo de (0, 1;1,9) € o ponto (0, 2). Com isso, substituiremos esses valores

nas coordenadas x e y. Entdo,

9'(0,2) = {

2:0-2 2-0-22 2-2(02+1)
- @+ 1+ 220D T g ]
er1 et MO UF Gy B el P

Associando a matriz a transformacao linear, temos

X

T(:B,y):[() 4}1><2‘ [y

] = [0z + 4y| = [4y].

2x1

Aqui, a aplicagdo linear T'(z,y) = 4y é apenas nossa derivada. Com isso, temos que encon-
trar um nimero A € R tal que Q(z,y) = T(z,y) + A seja o plano que passe pelo ponto

(0,2, 4(0,2)), onde esse plano serd o melhor plano que se aproxima da fungéo g em torno do

ponto C, isto &,

2

0241

T0,2)+A=9g(0,2) = 4-24+A=2-In(0*+1) + S8+A=4A=—4

Entdo, A é igual a —4. Com esse valor, achamos a equagdo que melhor se aproxima da funcio

g em torno do ponto (0,2, g(0,2)), e entdo

Qz,y) =4y — 4. 4.7)

Agora, para encontrar a aproximagcdo ¢(0, 1;1,9), substituiremos esse ponto na equagio (4.7),

ou seja,
9(0,1;1,9) = Q(0,1;1,9) =4-1.9— 4 = 3,6.

Com isso, a aproximagcdo de ¢(0, 1;1,9) é 3, 6. Precisamente ¢(0, 1;1,9) é 3.59316..., veja o
quao boa foi a aproximagdo que encontramos. A Figura 4.2 mostra o grafico da funcdo £, o
gréfico ) e o ponto C(0, 2, F(0, 2)).
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Figura 4.2. Representacao das fungdes e do ponto

Fonte: Arquivo pessoal.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Durante este trabalho, intencionamos expor a derivada de func¢des de uma varidvel, apli-
cando o conceito em taxas relacionadas, e apresentar uma generalizacio de derivada para fun-
cOes de varias varidveis. Para tal fim, apresentamos os conceitos fundamentais da derivagao,
aplicamos a derivada para funcdes de uma varidvel, aproximando valores sem usar a calcula-
dora, e foi possivel elaborar um apéndice que contém um diagrama que traz um algoritmo geral
de resolucdo de problemas voltados para taxas relacionadas.

Nossa pesquisa se qualifica como exploratéria. Para a obtenc¢ao dos dados, utilizamos a
pesquisa bibliografica e qualitativa. Com isso, tentamos responder a pergunta norteadora: Quais
problemas de outras ciéncias que podemos aplicar taxas relacionadas para resolvé-los e como
generalizar a definicdo de derivada para funcdes de vérias varidveis?

Mostramos que as taxas relacionadas podem ser utilizadas na Fisica, como o problema
dos resistores, na Geometria, como o caso do tanque que estd vazando dgua e na Biologia,
quando determinamos a taxa de crescimento do cérebro de peixes. Observamos a relevancia
que essa aplicac@o possui, pois foi possivel relacionar contetidos da Fisica com a Geometria,
como o exemplo dos carros que estdo se distanciando de um ponto. Com isso, percebemos a
relacdo entre as ciéncias, ou seja, a interdisciplinaridade neste trabalho ficou evidente.

Quanto a generalizagcdo da derivada, vimos que a derivada de funcdes de mais de uma
varidvel € uma transformacao linear e que podemos associar a transformacao linear a uma ma-
triz, onde essa matriz é a matriz Jacobiana. Dessa forma, foi possivel encontrar aproximacoes
de fun¢des em torno de um ponto, utilizando essa nova defini¢do. Essas aproximagdes foram
possiveis, pois, com a derivada de da func¢do estudada, encontramos o plano “tangente”, que é
0 Unico plano mehor se aproxima de uma fun¢do em torno do ponto especifico.

Como trabalhos futuros, é possivel estender a no¢ao de derivada para espacos mais ge-
rais do que os espagos euclidianos considerados neste trabalho. N6s nao fizemos isso, pois foge
do objetivo proposto. Além do mais, este trabalho servird como base para alunos de Célculo I,
para aplicacdes dos conceitos do cdlculo como derivada e uma possivel pesquisa aprofundada

sobre o conceito de derivagdo mais geral.
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Apéndice

Aqui, elaboramos um diagrama que visa dar o passo a passo de uma resolu¢do de proble-
mas que envolvem taxas relacionadas. Claro que, a medida que o leitor se exercita resolvendo

questdes, esses passos se tornam automaticos.

Figura 5.1. Passo a passo para resolver questoes de taxas relacionadas

\\_/_\
O que esta
acontecendo?

\h/_\

o A iado d Compreenda o
nterprete oblenunma o do »|  problema como
PREHEL fenémeno.
Y \_/—\

) 5 . Entenda o que esta
Desenhe a situagdo problema, caso@ > sendo posto.
possivel.
Desenhe o problema utilizando ~—
as variaveis indicadas (raio,
altura, volume, distancia,
resistores, vazdo, comprimento, y
etc). Identifique as informagdes que sédo
oferecidas. N~
Quais variaveis estdo

sendo expostas no
problema?
Y \/—\
@quais variaveis estao se relacionando
Separe todas as
v variaveis que estao se

relacionando.
Encontre uma equagéao que relacione essas grandezas. \/—\

Qual a férmula conhecida
que envolve as variaveis

Y

destacadas?
Utilize a regra da cadeia para derivar as funcdes
Por fim, substitua os dados na equacgéo e determine o que EEEE gue e FLIEDE
. . substitua os dados
€ pedido. :
fornecidos no problema.
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