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Sonhos determinam o que vocé quer. A¢ao
determina o que vocé conquista.

Aldo Novak



AGRADECIMENTOS

Agradeco primeiramente a Deus por ter me dado a salde, sabedoria e condi¢cdes para

enfrentar todas as dificuldades que surgiram no decorrer do curso.

Agradecer em especial minha mae Terezinha Guimaraes, por sempre acreditar em mim
e me dar todo o suporte que precisei durante todo esse tempo, vocé é uma mulher que néo
encontro palavras para descrever, e que sem ddvidas sem 0 seu apoio nao teria conseguido,
agradeco também aos meus irmaos Antonia Rita, Jalio Cesar e Junior pelo apoio e incentivo

durante todo o tempo que estive fora de casa.

Em especial também quero agradecer aos meus orientadores neste trabalho Luis Juracy
e Sheyse Martins, por toda o alicerce que me proporcionaram no decorrer de nosso trabalho, e
nos anos de graduacdo, por todo o incentivo em continuar os estudos e principalmente por

aceitarem ser meus orientadores e pelo compromisso todo esse tempo.

Gostaria também de agradecer a todos os colegas do grupo PET Ciéncias Naturais e
em especial ao nosso tutor Wagner Mariano, que é um verdadeiro pai para esse programa,

agradeco por todos esses anos de convivéncias e de trabalhos realizados.

Agradeco ao Fernando Roberto pela confec¢do de algumas figuras usadas neste
trabalho, e também as contribui¢cbes do Leandro Di Bartolo sobre as solu¢Ges numeéricas,
agradeco também ao Antdnio, acima de tudo pela nossa amizade e por todas as contribuicfes e
orientacdes que vocé me forneceu, e que sem davidas fizeram a diferenca neste trabalho. Quero
agradecer também a todos os amigos que fiz durante todo meu curso, amigos que vou levar para

0 resto da vida.



RESUMO

Apresentamos, neste trabalho, um tratamento matematico para a resolucdo analitica do péndulo
simples, duplo e triplo, utilizando-se do formalismo Lagrangiano e de diagonalizacdo de
matrizes com uma abordagem bem detalhada e didatica. No primeiro passo, usamos a mecanica
Lagrangeana para obter as equacdes de movimento dos trés sistemas de péndulos, obtendo as
equac0es diferenciais ordinarias (EDOs) ndo lineares de segunda ordem. No caso dos péndulos
duplo e triplo, transformamos o sistema de equa¢des em uma EDO matricial. No segundo passo,
assumimos pequenas oscilacdes, obtendo EDOs lineares, e resolvemos as EDOs. Usamos a
diagonalizacdo de matrizes para resolver as EDOs matriciais. No terceiro passo, obtivemos as
constantes em fun¢do das condi¢des iniciais. No quarto passo, obtivemos os graficos de 0(t)
assumindo alguns valores para as massas, comprimentos dos péndulos e condic@es iniciais. Em
alguns calculos usamos o Software Wolfram Mathematica. Verificamos a sensibilidade das
condicdes iniciais desses sistemas. Também analisamos as interferéncias entre as massas dos
sistemas acoplados.

Palavras-chaves: Sistemas fisicos. Péndulo. Diagonalizacdo de matrizes. Lagrangiana



ABSTRACT

We present, in this work, a mathematical treatment for the analytical resolution of the simple,
double and triple pendulum, using the Lagrangian formalism and matrix diagonalization with a
very detailed and didactic approach. In the first step, we use Lagrangian mechanics to obtain
the equations of motion of the three pendulum systems, obtaining second-order nonlinear
ODEs. In the case of double and triple pendulums, we transform the system of equations into a
matrix ODE. In the second step, we assume small oscillations, obtaining linear ODEs, and solve
the ODEs. We use matrix diagonalization to solve matrix ODEs. In the third step, we obtained
the constants as a function of the initial conditions. In the fourth step, we obtained the graphs
of B(t) assuming some values for the masses, pendulum lengths and initial conditions. In some
calculations we use Wolfram Mathematica Software. We verified the sensitivity of the initial
conditions of these systems. We also analyze the interferences between the masses of the
coupled systems.

Key-words: physical systems, pendulum, motion, Lagrangian.
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1 INTRODUCAO

Em busca de entender o que nos cerca, desde a antiguidade o homem busca descrever
sistema reais de forma matematica para que os de fato entendam. Com o estudo da Mecénica
Cléassica, podemos obter a modelagem de movimentos de sistemas de particulas por intermédio
de equacdes, onde pode-se determinar a posicdo em funcdo do tempo de cada corpo,
conhecendo algumas de suas condic@es iniciais como as forcas que atuam sobre 0 mesmo, e
suas posicdes iniciais. Esse tipo de abordagem é em grande parte possivel gracas a base
cientifica formulada por Newton com suas leis de movimento, mas cujas solugdes se limitam a
certos tipos de sistemas, em geral funciona melhor para aqueles menos complexos, pois com o
aumento da complexidade do sistema tratados a formulacdo newtoniana perde sua eficiéncia
uma vez que abrange todas as for¢as de um sistema [1] e [2].

Uma abordagem mais eficiente e mais simples para tratar os sistemas é a modelagem
Lagrangiana, na qual se separam as forcas em duas categorias, as que realmente sdo causadoras
do movimento, ou seja, as que sdo aplicadas sobre os corpos e as de vinculo que garantem a
geometria e a cinematica do problema. Entéo, diferentemente da abordagem de Newton, agora
podemos reduzir a quantidade de forcas que precisamos para montar um sistema, 0 que nos
possibilita tratar sistemas com maior grau de complexidade sem perder a qualidade dos
resultados [1] e [3].

Com a utilizagdo das equacGes de Euler-Lagrange, as equacfes de movimento para um
sistema sdo obtidas com certa facilidade, contudo ainda nos fornecem um sistema de equagdes
diferenciais de segunda ordem, em que alguns casos exigem grande trabalho para serem
resolvidas de forma analitica, sendo portanto necessario uma aproximagdo numérica com
auxilio computacional. No capitulo 3, discutimos as equagdes de movimento obtidas de forma
detalhada para o péndulo simples, duplo e triplo utilizando-se dessa abordagem [4].

Para os casos dos péndulos simples, duplo e triplo ainda é viavel, mesmo que com certo
trabalho, a resolucéo das equacdes de movimento de forma analitica, ou seja, sem aproximacao
numérica. Sendo possivel, com o método de diagonalizacdo de matrizes advindo da algebra
linear para resolucdes de equacdes diferencias, que sejam menos trabalhosas e
matematicamente elegantes [5].

Para este trabalho, objetivamos obter a resolucdo analitica para os péndulos simples,
duplo e triplo, partindo da obtencdo das equac¢bes de movimento para estes sistemas usando a
mecanica Lagrangiana com posterior aplicacdo da diagonalizacdo de matrizes para a resolucao
das EDOs, e também realizar suas evolugfes temporais com diferentes condi¢des inicias com
auxilio do software Wolfram Mathematica, para obtermos os graficos da posi¢édo em funcédo do
tempo dos sistemas e posteriormente analisarmos 0s possiveis comportamentos, que 0s sistemas
apresentarao sobre tais condi¢des impostas.

A metodologia utilizada envolve a pesquisa bibliografica sobre sistemas de péndulos
desde o simples até o triplo, assim como a literatura relacionada ao formalismo Lagrangiano
para obtencédo de equaces diferenciais e diagonalizacdo de matrizes, além do estudo algébrico
e analitico sobre os sistemas tratados, também foi necessario a criacao e utilizacdo de codigos
computacionais dentro do software Wolfram Mathematica, para rodar as solu¢des encontradas
assim como obter os graficos que descrevem os movimentos dos sistemas.
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O trabalho esta organizado em cinco capitulos: no capitulo 1 apresentamos a introducéo,
a fundamentacdo teorica é apresentada no capitulo 2, tratando sobre os temas de equacdes
diferenciais com a devida contextualizacdo, conceitos basicos e métodos de resolugdes das
respectivas EDOs, finalizando esse capitulo com as demonstracdo das equagdes de Euler-
Lagrange. O capitulo 3 é para demostrar a obtencdo de forma detalhada das equacbes de
movimento para os péndulos usando a Mecéanica Lagrangiana, assim como transformar as
EDOs de movimento encontradas em matrizes, e posteriormente aplicar o método de
diagonalizagdo de matrizes, para obtermos a resolucdo analitica do sistema, dando sequéncia
aplicando as solu¢des no Wolfram Mathematica, para obtencdo dos graficos. O capitulo 5 €
reservado para as consideraces finais obtidas com a execucgédo desse trabalho.

2 FUNDAM ENTA(;AO TEORICA
2.1 Equacdes diferenciais

2.1.1 Contextualizacéo

De acordo com [6], as Equacbes Diferenciais (ED), sdo uma das ferramentas
matematicas mais importantes na histéria da ciéncia, onde podem ser aplicadas nos mais
diversos campos de atuacdo como na Fisica, Biologia, Economia além da vasta aplicacdo na
prépria matematica.

O estudo dessas equacdes iniciou hd muito tempo atras, por volta do século XVII, com
os métodos do Calculo Diferencial e Integral, desenvolvidos por Newton e Leibniz. A partir
disso as ED vieram a se consolidar como um novo método matematico, e ja no fim do século
XVIII, se transformaram numa das disciplinas as area da matematica mais relevante, e
amplamente utilizado no meio académico e para a pesquisa cientifica.

Outras grandes contribuicGes para esse ramo vieram de Euler, Lagrange e Laplace, que
expandiram consideravelmente as técnicas de célculos dentro das variacbes na Mecénica
celeste, Teoria das oscilacdes etc. Poincaré, em 1881, veio a publicar um grande trabalho onde
as bases da Teoria Qualitativa das ED, no qual fornece a base para o estudo das solu¢des de um
sistema de Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO).

2.1.2 Conceitos fundamentais em equacdes diferenciais

Para darmos o ponta pé inicial de fato no estudo das equacdes diferenciais vamos seguir
as referéncias [6], [7], [8] e [9], com essas bases tedricas poderemos discutir desde a definicéo,
a classificacdo pelo tipo ordem, e linearidade das EDs.

Definicéo
Toda equacdo cujas incognitas sdo funcbes e pelo menos uma é derivada ou

diferencial destas fungdes, se caracteriza como sendo uma equagéo diferencial [10]. Como por
exemplo

F( dx d"x) _0 (2.1)
ﬁxﬁdtﬁ"-idtn - )
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onde x é a incognita e funcdo da equacéo.

Classificacéo das equacdes diferenciais
Tipo

Se a equacdo tiver em sua estrutura apenas derivadas do tipo ordinérias de uma ou mais
variaveis dependentes em relacdo a uma Unica variavel independente, classificamos essa como
Equacao diferencial Ordinaria (EDO)

d .
31, (2.2)
dx

Ja uma equacdo onde as derivadas envolvidas sdo do tipo parciais, denominamos como uma
Equacéo Diferencial Parcial (EDP)

0z . 0z (2.3)
i z xay.

Ordem e grau

Classificamos a ordem da ED, pela ordem da mais alta derivada da fungdo incognita que
ocorre na equacgdo. O grau é o valor do expoente para a derivada mais alta da equacdo quando
a expressao tem a forma de um polinémio na funcdo incdgnita e em suas derivadas. Vamos
analisar as Eq. (2.4) e (2.5) para nos familiarizamos com esses termos [7]

v+ 3y + 6y = sen(x) + 3yy, (2.4)

(N3 +3()° + 6y = tan(x). (2.5)

Classificamos a primeira equacdo como de ordem 2 e grau 1, e a segunda como de
ordem 2 e grau 3.
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Linearidade

Dizemos que uma EDO é linear quando a fungdo “F” for uma funcéo linear, isto é,
podemos assumir que é uma combinacéo linear das variaveis x, x, ..., x™. Uma EDO de ordem
“n” se dar por

ag(t)x +a;(O)x + -+ a,()x™ = g(x). (2.6)

.

Assim os coeficientes a,, .... a,, sdo considerados funcdes continuas e independentes de “x” e
suas derivadas.

Temos também as equacGes diferencias cujo o segundo membro € identicamente nulo,
e que chamamos de uma Equacéo Diferencial homogénea [7]

F(t,x,x,..,x™) = 0. (2.7)

Visto como podemos classificar as ED, vamos nos aprofundar um pouco em um caso
especifico, que nos interessa mais nesse trabalho, que é o sistema de equac@es diferenciais
ordinérias lineares homogéneas de segunda ordem com coeficientes constantes.

2.1.3 Sistema de equac0es diferenciais ordinarias lineares homogéneas de segunda ordem
com coeficientes constantes.

O contelido desse tdpico esta baseado nas referéncias [6], [7] e [8]. A forma mais usual
pela literatura para representar esse tipo de EDO é dada por

X+px+qx=0. (2.8)

Para comecgarmos a resolucao da Eqg. (2.8), realizamos uma mudanca de variavel x = y
e ¥ = y. Com isso poderemos reescrever nossa equacao como um sistema de duas equacdes de

primeira ordem, algo que nos ajuda muito na resolucao

{ X=y (2.9)
Yy =—qx —DpYy.

Assim podemos escrever a Eq. (2.9) na forma matricial

(;8) - (—Oq —119) (;8) e
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Sendo a matriz “4”’ a matriz dos coeficientes

4= (—061 —1p) e Xo)= (;ng) -

Com isso temos nosso problema de valor inicial (PV1), na seguinte forma matricial

{X(t) = AX(®) 2.12)
X(to) = Xo

A solucdo assume a seguinte forma:

X(t) = ¢ X1(t) + c, X, (). (2.13)

No caso de n = 2, temos que uma das solucdes para o sistema pode ser considerado
como uma representacdo paramétrica de uma curva no plano. Os pontos para AX = 0 s&o 0s
pontos de equilibrios. J& para a situacdo de A # 0, a matriz dos coeficientes é invertivel caso a
matriz tenha valores proprios nao nulos, entdo assim teremos determinante diferente de zero
[13].

Calculando o polindmio caracteristico da matriz dos coeficientes teremos o seguinte

polindmio caracteristico

A =2p+q=0, (2.14)

com os seguintes autovalores

-p+ /pZ — 4q (215)
2 4

Azz

—-p + /pZ — 4q (216)
2 .

Considerado o termo p? — 4q = A, teremos trés situacdes para analisar, sendo uma
delas a de os dois autovalores sendo reais e distintos, a outra de os dois autovalores sendo
complexos e, por ltimo, um unico autovalor real. o detalhamento matematico de cada solucao

€ muito grande para nos aprofundarmos neste capitulo, sendo assim, iremos analisar de forma
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mais pontual as caracteristica das solugdes. O detalhamento da resolugdo pode ser visto em
[11].

Autovalores reais e distintos
Para uma solucdo com autovalores reais e distintos, ou seja, com A > 0. Sejam v, e v,
auto vetores associados a 4, e 1,, Usando o método de diagonalizacdo de matrizes na matriz

dos coeficientes ver [6]. Definindo a matriz dos autovetores P sendo

_ (V1 W1 (2.17)
P = (vz Wz)’
e a matriz dos auto valores D
(M O (2.18)
p=(5 2)

é possivel de se obter a seguinte solucdo para o sistema.

x(t) = cieMtv; + cret2tw, (2.19)
y(t) = cieMtv, + ce’2tw,,

Ou de forma geral

X(t) = c;eMtV; + et (2.20)

Essa é uma das solugdes que acaba gerando mais trés possiveis solucdes: a primeira
delas para o caso dos dois autovalores serem positivos. Com isso temos solucdes que séo
extremamente grandes quando t — +oco e convergem para origem quando t — —oo, € 0 ponto
critico é chamado de n6 instavel. Para 0 caso contrario, de ambos os autovalores negativos, a
solucéo tende a zero quando t — oo, tendo o ponto critico chamado de no estavel. Caso os

autovalores tenham sinais opostos entdo, o ponto critico é designado como ponto de sela [7].

Autovalores complexos
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Neste caso A < 0, com isso as duas solucdes obtidas sdo complexas conjugadas A, =
A, = a + iB. Mas as solugdes complexas podem ser transformadas em reais, de acordo com 0
teorema seguinte [7]:
Teorema 1: seja X(t) = Y(t) + iZ(t) uma solucdo do sistema (2.9), associada a autovalores
complexos. Entdo Y (t) e Z(t) sdo solugdes reais do sistema (2.9) [7].

Usando outra vez a diagonalizacdo de matrizes podemos definir as matrizes P e D.

(v +iwy v —iwy (2.21)
P - (vz + in vz - iW2>’
_ja+if 0 (2.22)
b= ( 0 a- iﬁ)’
Assim temos a seguinte solucéo
{x(t) = e v, [c; cos(Bt) + c,sen(Bt)] + e w;y[c, cos(Bt) — c;sen(Bt)] (2.23)
y(t) = e*v,[c, cos(Bt) + cysen(Bt)] + e wy [c, cos(Bt) — ¢y sen(Bt)]

Analisando o ponto de equilibrio, podemos averiguar se a > 0, todas as trajetdrias se
comportam como espirais se afastando da origem com a passagem do tempo, e recebe 0 nome
de ponto de espiral instavel. « < 0 implicam em solucdes que tendem a se aproximar da origem
e 0 ponto equilibrio é chamado de espiral estavel. Se a« = 0, as solucdo sdo periddicas e as

trajetorias sao elipses na origem, e com ponto de equilibrio que designa-se por centro [6].

Unica soluc&o real
Com A =0 entdo, teremos apenas uma raiz no polindmio caracteristico com

multiplicidade 2, com isso a matriz dos coeficientes pode nao ter dois auto vetores linearmente
independentes, do polindmio caracteristico obtemos A = —g com multiplicidade 2, com dois

auto vetores linearmente independentes a solucdo do sistema é dada por.

X(t) = cie™V; + ce?tV,. (2.25)
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Para o caso de o autovalor ser A > 0, a solucdo se afasta da origem com o passar do

tempo, para A < 0 convergem para a origem.

2.2 Equagéo de Euler-Lagrange

Essa secdo estd fundamentada pela referéncia [11]. Para obtermos as famosas equac6es
de Euler-Lagrange, iremos usar o Principio da Minima Acdo para derivar uma relacao
diferencial para um caminho, levando em hipotese que conhecemos a lagrangiana que descreve
as diferencas entre duas formas de energia e que também conhecemos a ac¢do. A proposta é
tentar encontrar uma relacéo diferencial para o caminho que podemos escrever como y(t), que
venha a minimizar a agdo. Se esse caminho minimizar de fato essa a¢do, podemos considerar
um Y (t), que estar extremamente préximo de y(t) e que Y(t) seja igual a y(t) mais uma

pequena diferenca, isso é dado por

Y=y +en. (2.26)

Onde € é apenas um pequeno parametro e n = n(t), ou seja, uma fungdo do tempo.

Com isso podemos realizar a andlise da lagrangiana nesse caminho proximo

(2.27)

e(0r L) =y v en v+ )
rdt) YT &at)

Com isso, a Laringiana do caminho Y (t) acaba se relacionando com a do caminho y(t)

ay L 0 (2.28)
— | = Y _ - 2
L(t,Y, dt) L(t,y,y)+e<n y+ y)+0(e ).

A Eq. (2.28), esta escrita como uma expansdo de &, ja o termo O(&?) indica a
multiplicacédo de todos os termos adicionais por £2. Também podemos expressar a diferenca na

acao por caminhos como uma expansédo do termo &, da seguinte forma

S(Y)-S(y) =¢ [fttolng—ﬁ + %Z—f}dt] +0(e?). (2.29)
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O termo que aparece dentro dos colchetes € chamado de primeira variagdo da acéo pode
ser representado por &

ty (2.30)
5S(m,y)=|n

O caminho y(t) é o tem menos acao, ja todos os caminhos proximos Y (t) sdo de acao
superior, com isso a pequena diferenca S(Y) — S(y) é positiva para as escolhas de n(t), e a

Unica forma de isso ocorrer € se a primeira variacao for zero

5S(n,y) =0, (2.31)
Ou seja,
t
L oL dnor. (2.32)
Toy Tdatay“ =

to

Se a ac¢do for minima para y(t), entdo Eq. (2.32), € verdadeira mas para o caso de o
caminho y(t) satisfazer Eq. (2.32), pode ou ndo ser minima. Se usamos a integracéo por partes

na Eq. (2.32) podemos deixar a mesma mais refinada

0L
. (2.33)
dy
d oL (2.34)
du = Ea—ydt,
v=r, (2.35)
d 2.
dv = ar, (2:36)

dt
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dn oL [ oL f d <azz> . (2.37)
dt =5y Tat \ay
Considerando
n(te) =n(t) = 0. (2.38)
Temos:
t t
‘oL f d <0L> N (2:39)
dt 9y Tt \oy
to to
Combinado Egs. (2.39) com (2.32), ficamos com
t
oL d <azz) o (2.40)
Tay " Tac\ay) ="
to
(2.41)

[o-a(Ead -

Para a Eq. (2.41) ser verdadeira para todas as fungdes 1, o termo entre colchetes dever

ser zero, e com essa condicao ficamos com a seguinte expressado

oL d (a,/;)d _ 0 (2.42)
dy dt\ay)

Que é conhecida como a equacéo de Euler-Lagrange.

3 RESOLUCAO DOS PENDULOS SIMPLES, DUPLO E TRIPLO

Um péndulo é um sistema onde se tem em sua extremidade um pequeno corpo de massa
'M”, ligado ao um fio de propriedades inextensivel de massa desprezivel. Esse sistema se
movimenta alternadamente em torno de sua posicao central de equilibrio sob a influéncia de
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uma forca de caréter gravitacional. Quando se desloca um péndulo lateralmente, 0 mesmo fica
sujeito a uma forga restauradora, no caso a gravidade, que o faz oscilar para frente e para trés
em torno da posicdo de equilibrio, onde em tal posicdo o sistema se configura por uma energia
“Potencial Gravitacional” igual a zero, sendo assim o0 corpo necessita de que uma forca externa
aja sobre ele, para que execute novamente algum tipo de movimento [12].

A matematica que descreve os péndulos é bastante complicada. E por isso usaremos a
mecanica Lagrangiana para obter as equacdes de movimentos para os péndulos simples, duplo
e triplo, de forma a simplificarmos nosso sistema iremos considerar apenas pequenas oscilacdes
[13].

3.1 Obtendo as equacdes de movimento por meio das equacdes de Euler-
Lagrange

3.1.1 Péndulo simples

Na figura 1, temos um péndulo simples, que se encontra afastado de sua posi¢édo de
equilibrio por um angulo ©, e que para a aproximacao de pequenas oscilacdes ndo pode
ultrapassar 10°. Neste ponto o sistema apresenta uma energia potencial gravitacional, que a
partir do momento que for abandonado se transformara em energia cinética, fazendo com que
0 péndulo oscile.

X 4 m
xY

Figura 1:Péndulo simples.

Para obtermos a equacao de movimento, iremos utilizar a mecénica Lagrangeana, e para
tal se necessita tanto da energia cinética quanto a potencial. Ambas podem ser obtidas a partir
das Egs. (3.3) e (3.4). A expressdo seguinte conhecida como equacao de Euler-Lagrange, e
vamos utiliza-la para obtermos a equacéo de movimento do sistema
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oL d aL (3.1)

Onde “L" € a Lagrangiana, que € dado por,

L=T-U, (3.2)

onde T representa a energia cinética e U a energia potencial. Como o sistema de eixos utilizado
esta rotacionado, como pode ser visto na figura 1, entdo utilizaremos nossa energia potencial
gravitacional na forma negativa, essa demonstracdo pode ser vista de forma detalhada no
Apéndice A

T = lmvz (3.3)
2 )

U= —mgx. (3.4)
Podemos obter as coordenadas (X, y) do péndulo por meio da figura 1,
x = lcos#, (3.5)

y = lsené. (3.6)

Derivando em relacdo ao tempo as Egs. (3.5) e (3.6), obtemos as velocidades
correspondentes ao movimento

x = —l@senb, (3.7)

y = 16cos6. (3.8)

Com as velocidades do sistemas agora definidas, podemos encontrar a energia cinética
correspondente ao movimento, onde v? = x? + y?

T = %(xz +92). (3.9)

Realizando a substituicao das Eq. (3.7) e (3.8) na (3.9),
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m

T = > [(—lésen@)z + (lécose)z] . (3.10)

Usando a seguinte identidade trigonometrica

sen?6 + cos?0 =1, (3.11)
temos a expressdo final da energia cinetica

Com nossa energia cinetica agora definida, teremos que encontrar a energia potencial
do sistema. E essa, por sua vez, é trivial de se obter visto que depende somente da posicdo. A
energia potencial é dada pela Eq. (3.4). Substituindo a Eq. (3.5) na Eq. (3.4), obtemos a
expressao:

U = —mglcosb. (3.13)

Sendo assim podemos montar nossa Lagrangiana. Substituindo as Egs. (3.12) e (3.13)
na Eqg. (3.2), temos

L= %(1292) + mglcosé. (3.14)

Agora que temos todas as nossas expressoes definidas, podemos finalmente usar a Eq.
(3.1) para encontrarmos a equagao que descreve 0 movimento de nosso péndulo. Primeiramente
iremos calcular as derivadas necessarias de forma separada, e posteriomenter iserimos 0s
resultados na expressado geral.

Fazendo as derivadas impostas pela Eq. (3.1)

L _ (3.15)
30 = —mgliseno,
aL . 3.16
—_— = leH, ( )
a0
d (0L .. 3.17
=(57) =meé. (3.17)
dt \oo
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Agora com todas as derivadas necessarias, podemos substituir as expressdes (3.15) e
(3.17) na Eq. (3.1). Assim obtemos nossa equac¢ao de movimento para o péndulo simples para
quaisquer ocilagdes.

0 + %sene = 0. (3.18)

3.1.2 Péndulo duplo

Iremos continuar a usar o formalismo Lagrangeano para obter as equacbes de
movimento para o péndulo duplo, que pode ser observado na figura 2. Por se tratar de um
sistema no qual se tem duas massas, precisaremos identificar as posicGes desses dois corpos
que agora iremos considerar (x,, y,) para a primeira massa e (x,,y,) para a segunda massa.

Y1 Y2 z
o\l
X1 ——m1
o, \2
X2 ¢ m:z
x¥

Figura 2: péndulo duplo.

As coordenadas, mais uma vez, podem ser obtidas analisando a figura 2, teremos:

x, = lycos6,, (3.19)
y1 = lysenb,, (3.20)
x, = lycos0y + l,cos0,, (3.21)
y, = l;senf; + l,senb,. (3.22)

Obtemos a componentes das velocidades se derivamos as equagdes acima em relagéo ao tempo
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%, = —1,0,senb;, (3.23)
y, = 1,0,cos0, (3.24)
%, = —1,0,senb; — 1,0,senb,, (3.25)
y, = 1,6,c0s6, + 1,0,c056,. (3.26)

Podemos escrever as velocidades do nosso sistema como:

vi =i +y%, (3.27)

v} = %% + 9%, (3:28)

Nossas energias potenciais e cinéticas para o sistema podem ser expressas da seguinte forma,

myvi 3.29
T, = 1171’ ( )
2

2
_ myv3 (3.30)

T, = >
Uy = —mygxy, (3.31)
UZ = _ngxz. (332)

Com o0 nosso sistema contendo duas energias potenciais e duas cinéticas, nossa
Lagrangiana apresenta-se da seguinte forma

Substituindo as Egs. (3.23), (3.24), (3.25) e (3.26) nas Egs. (3.27) e (3.28), e realizando
um pouco de algebra, obtemos as velocidades das massas m; e m,:

V2 = 1,6, (3.34)
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1722 = 1%012 + 15922 + 2[1[2é192 COS(QI - 02) (335)

Agora podemos de fato encontrar a Lagrangiana do sistema (péndulo duplo).
Substituindo as Egs. (3.19), (3.21), (3.34) e (3.35), nas Egs. de (3.29) a (3.32), e posteriormente
obtemos a Lagrangiana na (Eqg. 3.33),

1 )
L= Emllfﬁf + mygly cos B,

1 . . ..
+ Emz[lf@f + 1202 + 21,1,0,0,c0s(6; — 6,)]
+ m,g(l; cos 0, + I, cos 6,).

(3.36)

A partir de nossa Langrangiana, podemos obter as equacGes de movimento tanto para o
primeiro quanto para o segundo péndulo. Podemos obter tais expressdes a partir das equacoes
de Euler-Lagrange (Eq. 3.1)

oL doL_ (3.37)
06, dtag,
oL doL _. (3.38)
00, dtad,

A seguir obteremos a equacao de movimento do primeiro péndulo. Repetindo 0 mesmo
procedimento realizado no péndulo simples, obtemos

0L s 3.39
ﬁ = _mlgllsenel - mzlllzelezsen(el - 92) - ngllsenel, ( )
1
oL . . . 3.40
ﬁ = mll%el + mzlfel + mzlllzelco.S(el - 92), ( )
1

d oL i} § (3.41)

%6_6.1 == mllfgl + mzlfel

+myli L, [éz cos(8; — 6,) — 6,(6, — 0,)sen(6; — 92)].

Substituindo as Egs. (3.39), (3.40) e (3.41) na (3.37), obtemos a equacdo de movimento
do primeiro péndulo,
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(my + my)ly (1,6, + gsenb;) (3.42)
+ mzlllz [ézCOS(Gl - 92) + ézzsen(el - 92)] = 0

Realizado o mesmo procedimento para o segundo péndulo, obtemos a equacdo de movimento
do segundo péndulo

0L . 3.43
= mzlllzelezsen(el - 62) - nglzsenez, ( )

00,
L . . . 3.44
ﬁz mzlfel +m1l%62 +m2l11261 COS(H]_ _92), ( )
2
d oL } (3.45)
— = m,l2d
dt 96, myla0;

+mylil, [élcos(el —6,)— 6, (91 - éz)sen(el — 92)].

Substituindo as Egs. (3.43), (3.44) e (3.45) em (3.38), teremos nossa equacdo do
movimento para o segundo péndulo do sistema

myl30, + mylyl;[61cos(6, — 0,) — 6%sen(6; — 0,)] + m,l,gsend, = 0. (3.46)

3.1.3 Péndulo triplo

Agora gue ja nos acostumamos com 0 passo a passo para obtencdo das equacdes de
movimentos, iremos ser mais diretos nesta se¢do do péndulo triplo.

y2 J
| L8
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

A
(S5 |
I
X3 mas
x¥Y

Figura 3: Péndulo triplo.

As coordenadas de cada péndulo sdo dadas por:

x, = lycosb,, (3.47)
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y1 = lysenfy, (3.48)

X, = ljcos6; + l,cos6,, (3.49)

y, = l;senf; + l,senb,, (3.50)

X3 = lyc0s0; + l,c050, + l3c0505, (3.51)
y3 = lysenfy + l,senb, + l3senb;. (3.52)

Derivando em relacdo ao tempo temos as componentes da velocidade,

%, = —1,0,senby, (3.53)

y, = 1,6,cos0;, (3.54)

X, = —1,0,senb; — 1,0,senb,, (3.55)

y, = 1,0,c050; + 1,6,c0s6,, (3.56)

%3 = —1,0,senb; — 1,0,sen6, — l30;5enbs, (3.57)
y3 = 1,0,c050, + 1,0,c050,+ 130;c050;. (3.58)

Podemos escrever a velocidade de cada péndulo da seguinte maneira

v} =i} + 57, (3.59)
v} =% + 93, (3.60)
v? = 52 + 2. (3.61)

Com o intuito de escrever as expressdes para as velocidades em termos das nossas
variaveis, vamos substituir as Egs. entre (3.53) a (3.58), nas equacdes correspondentes entre
Egs. (3.59) a (3.61), e com um pouco de algebra, obtemos:

V2 = 1,0, (3.62)

vzz = lf@lz + 15922 + 211[29192 COS(Hl - 62), (363)
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+ 2[1139193 COS(Ql - 93) + 2[2130293 COS(QZ - 03)

Substituindo as Eqgs. de (3.47) até (3.52) e de (3.62) até (3.64) na Eq. (3.33), e usando
um pouco de algebra, podemos encontrar a Lagrangiana do sistema

3 3
1
L= Ez mv? +g Z mx;, (3.65)
i=1 i=1
1262
—(m1+m2+m3)< )
1262 o
+ (my + m,) < 22 4 1,1,6,6, cos(6, — 6,) (3.66)
+ glzc0592>
1363
s (T
+ lll39193 COS(Hl - 93) + l2l3920.3 COS(HZ - 93)
+ gl360503>.

Ja que temos a Lagrangiana do sistema Eq.(3.66), a seguir obteremos as equacdes de
movimento do sistema por meio das equagdes de Euler-Lagrange,

oL _dor (367)
06, dtos,
oL _doL (3.68)
06, dtag,
ot _dor (3:69)
060; dtog,

Ap0s os procedimentos algébricos, chega-se nas equacdes de Euler-Lagrange para

0 péndulo triplo, quais sejam:
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(my + my + m3) (26, + glysendy) + (m,
+m3) 1,0, cos(6, — 6,) + 6Zsen(6; — 6,)] (3.70)
+ m3lll3 [63 COS(Hl - 93) + égsen(el - 93)] = 0,

(mz + m3){l%92 + lllZ [91 COS(Ql - 92) - élzsen(el - 02)]

+ glysend,} (3.71)
+ m3lzl3 [93 COS(QZ - 93) + 9.325971(92 - 03)] = O,

ms{136; + 1, 15[6, cos.(.Hl -0, — Hllzsen.(61 —6,)]
+ L,15[6, cos(6, — 85) — 82sen(8, — 63)] + glssends} (3.72)

=0.

As Egs. (3.70), (3.71) e (3.72), séo, respectivamente, as equacdes de movimento do
primeiro, segundo e terceiro péndulo.

3.2 Resolvendo as EDOs via diagonalizacéo de matrizes

Nesta secdo, iremos resolver as equagdes de movimento encontradas na secao anterior.
Inicialmente, iremos transforma-las em uma equacéo diferencial matricial, e em seguida iremos
resolver essas EDOs matriciais por meio do método de diagonalizacao.

3.2.1 Péndulo duplo

Usando nossas equacgdes de movimento para o sistema de péndulo duplo, Egs. (3.42) e
(3.46), realizando as distribuicGes dos termos entre parentes teremos as seguintes expressoes:

M,126, + myL1,0,c05(8; — 6,) + myL1,0%sen(6, — 6,) (3.73)
+ M12l1g58n91 = 0,

myL,,6,c05(0; — 0,) + myl30, — myL,07sen(6;, — 6,) (3.74)
+ myl,gsen6, = 0,

sendo M, , representa uma forma reduzida de escrever (m, + m,), assim como L,, representa
[,1,. As EQs. (3.73) e (3.74), podem ser escritas na forma matricial, que vai a seguir

M6 + NO?% + P(send) = 0, (3.75)
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onde M, N e P sdo matrizes (2x2), e 6, 8% e sen@ sdo matrizes coluna (2x1); descritas a sequir:

M = M, 13 myLy, cos(6; — 6,)
~ \myL,q cos(6, — 6;) m,l3 ' (3.76)
N _ ( O mlez Sen(91 - 92))
~ \my,L,, sen(8, — 6;) 0 ’ (3.77)
_ M12l1 0 >
P=9 ( 0 myl,) (3.78)

Agora que ja temos nossas equacdes de movimento escritas matricialmente, podemos
resolver a Eq. (3.75) por meio da diagonalizacdo das matrizes. Assumindo pequenas oscilacdes,
6 « 1, obtemos 8% = 0 e senf = 6, e cosd = 1. Assim,

M6 + P6 =0, (3.79)
M = Mipl;  mply,
myLaq myl5 ) (3.80)

A seguir iremos resolver a Eqg. (3.79). Trata-se de uma EDO linear homogénea.
Multiplicando a Eq. (3.79) por M~ (matriz inversa), obtemos,

6+M1P6 = 0. (3.81)

Fazendo,

A=M"1P=TDT, (3.82)

na qual A é amatriz de diagonalizagdo, D a matriz dos autovalores e T a matriz dos autovetores.
As duas Ultimas s&o dadas por:
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(MO (3.83)
b= (0 /12)'

_ (V"1 W1 (3.84)
I= (172 Wz)'

onde A, e A, sdo autovalores, (v,, v,) e (wy, w,) 0s autovetores. A seguir iremos obter a matriz
de diagonalizacéo A, e a matriz M~1. Por meio do software Wolfram Mathematica, obtemos:

[ w i |

-1 _
M= i (my +m,) l. (3.85)
mill,  mym,l3 /
Substituindo as Egs. (3.78) e (3.85) em (3.82), obtemos
/ 1 1
A= mll% mllllz | ( )<(m1 + mz)ll 0 > (386)
N 1 (my; + my,) 9 0 myl,
mylil,  mym,l3 /

1 m, 1 /m,

L (am) G 287

1 m, 1 my\ |
——(1+—) —(1+—)
[, my [, my

E a partir da matriz A, que podemos encontrar a matriz dos autovalores e autovetores. E
como ja temos nossa matriz A, podemos dar continuidade a resolucdo da Eq. (3.82). Néo ¢
viavel obter os autovalores e autovetores de A, na forma geral, porque as expressées sdéo muito
grandes. Convém calcula-los quando assumirmos valores para as massas e 0s comprimentos.

Substituindo Eq. (3.82) em (3.81) e isolando 6:

6 = —-TDT16. (3.88)
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Multiplicando ambos os lados por T2,

T-16 = —DT16. (3.89)

Podemos realizar uma mudanca de variavel na equacdo acima

Y =T 19. (3.90)

Entao:
Y =T716. (3.91)

Substituindo as Egs. (3.90) e (3.91) em (3.89), obtemos

Y = —-Dy, (3.92)

A seguir vamos resolver a EDO dada pela Eq. (3.92). Precisamos obter ao final uma
solugdo do tipo 6¢z). Substituindo a Eg. (3.83) na (3.92), e realizando o produto matricial,
obtemos o seguinte sistema de EDOs:

G =-(% 26

(3.93)

V1= —An
Vo= =y,

A Eqg. (3.93) corresponde as equacdes de movimento dos osciladores harmdnicos
simples (OHS) com pequenas oscilagdes. As solucgdes

y1(t) = A; cos(y/A;t) + Bysen(y1,t), (3.94)

y2(t) = Ay cos(\/2,t) + Bysen(y/1,t), (3.95)
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onde A e B sdo as amplitudes de oscilagdo e v/ se refere a frequéncia angular. Isolando 6 na
Eq. (3.90), e usando a Eq. (3.84), obtemos 6 = TY,

0.\ _ (1 Wiy (3.96)
(92) B (172 Wz) (3’2)'
Ou seja, teremos duas solugdes que podem ser escritas também como:

0:(t) = viy; + wiyy, (3.97)

0,(t) = vy, + wyys. (3.98)

Substituindo as Egs. (3.94) e (3.95), nas Egs. (3.97) e (3.98), temos nossas solucdes para
0 péndulo duplo

0,(t) = vy[A; cos(\/A1t) + Bysen(y[2,t)] (3.99)
+ w[A; cos(y/2,t) + Bysen(y/2,t)],
0,(t) = v, [A1 cos(\//l_lt) + Blsen(\//l_lt)] (3.100)

+ w;[4; cos(y/A,t) + Bysen(y/2,t)].

As Egs. (3.99) e (3.100) nos fornece a posicao angular de ambos os péndulos ao longo
do tempo. Podemos notar que é um sistema acoplado, onde um péndulo interfere no outro, o
que era de se esperar.

3.2.2 Péndulo triplo

Para montarmos a matriz do péndulo triplo, seguiremos a mesma l6gica usada para o
duplo, visto que os passos foram cuidadosamente detalhados e explicados. Fazendo as
distribuictes e simplificando os termos das Egs. (3.70), (3.71) e (3.72), teremos as seguintes
expressoes

Mi23136; + My3L,, 6, C95(91 —6,) .
+m3Ly365 cos(6; — 03) + My3L,,05sen(6; — 6,) (3.101)
+ m3L139§sen(61 - 93) + Mlzggllsenel =0,
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M23L2191 cos(0; — 6,) + Mz3l%é2 + m3L23é3 cos(Q2 —63)
— My3L,,0%sen(6, — 6,) + msL,362sen(6, — 65) (3.102)
+ M23glzsen92 = 0,

msL,36; cos(8; — 6,) + m3L,30, cos(6, — 65) + ms1%6,
— myLy302sen(8; — 6,) — msL,362sen(8, — 63) (3.103)
+ msglzsenf; = 0.

Nas expressOes acima, utilizamos novamente das nomenclaturas para as massas e
comprimentos abreviados a fim de simplificar as equagdes. As Egs. (3.101), (3.102) e (3.103),
podem ser escritas matricialmente da seguinte forma

M6 + N6? + P(sen) = 0. (3.104)

Sendo M, N e P matrizes (3x3), e 8, 62 e sen sdo matrizes coluna (3x1), descritas a
sequir:

Mia3lf My3L,q cos(6y — 0;) msLy3 cos(0; — 63)
M = | My3L,, cos(8, —6,) M,,l2 msL,3 cos(8, — 63) |, (3.105)
m3L13 COS(Gl - 93) m3L23 COS(@Z - 93) m3l52)
0 My3L; sen(0; — 6,) msLlissen(6; — 05)
N = M23L21S(:‘Tl(92 - 91) 0 m3L23sen(92 - 93) f
m3L315€n(93 - 91) m3L32$en(93 - 92) 0 (3106)
M123ll 0 0
0 0 msl;

Para resolvermos nosso péndulo triplo, seguiremos os mesmo passos da subsecdo
anterior, qual seja, procederemos com a diagonalizacdo, assumiremos também que o sistema
executa apenas pequenas oscilagdes. Partindo da Eqg. (3.104), temos:

6+ M1Po =0, (3.108)
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M123l% Mjy3Lly; mglys
M = | My3Ly;  Mysls  malys |. (3.109)
m3liz  Mglys  mgl3

Fazendo,

A=M"1p=TDT™1, (3.110)

Por meio do software Wolfram Mathematica, podemos obter a seguinte matriz inversa

1 1 0
. 1 l2myms + 1212mym, 1 (3.111)
M= Z1212m,mym " Llym |
1lamy 1l5lzmymyms 2l3m,
\ 0 1 212m;m, +l%l§m1m3)
l,l3m, 21212mymyms

Para encontrarmos nossa matriz de diagonalizagdo A, multiplicamos as matrizes M por P e
teremos

(my +m, +my) _(mz +m;) 0
lymy lymy
a=g| - (my +my +mg)  (my + my)(BlEmyms + [fEmyms) _ms (3.112)
lymy Bl,13mymyms lm, .
(m, +m;) Bi3mym, + [} 3mymy
0 T Lm 212l;mym,

Isolando 6, da Eq. (3.108):

§ = —TDT~ 16
(3.113)
T-16 = —DT 19,

y =Dy,

Agora nossas matrizes de autovalores e autovetores sdo dadas por
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AL 0 O

D= (0 A, 0 ), (3.114)
0 0 A;
v w; U

T = (vz Wy u2>, (3.115)
V3 Wz Uz

Realizando o mesmo processo de mudanca de variaveis, que usamos para 0 péndulo
duplo, teremos as seguintes expressoes:

V1 A 00 V1
V3 0 0 A3/ \¥3

(3.116)
V1= -y
V2 =—Ay,.
V3 = —A3y3

De maneira analoga ao caso do péndulo duplo, a Eq. (3.116) fornece as equacgdes de
movimento dos osciladores harmonicos simples (OHS) para pequenas oscilacdes. As solucdes
dessas EDOs s&o bem conhecidas:

y1(t) = A; COS(\/A_lt) + Blsen(\//l—lt), (3.117)
y2(t) = A, COS(\/A—Zt) + sten(\//l—zt), (3.118)
y3(t) = A3 COS(\/A—3t) + B3sen(\//1—3t). (3.119)

Das Eqgs. (3.113) e (3.115), obtemos

61 Vi Wi U\ /N
<92> = (Uz ws uz) <y2>. (3.120)
(o V3 Wz U3/ \Y3

Realizando o produto das matrizes teremos,
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0:(t) = viy; + Wiy, + Uy, (3.121)
0, (t) = voy1 + Wyy, + UzYs, (3.122)
03(t) = v3y; + w3y, + uzys. (3.123)

Substituindo as Egs. entre (3.117) a (3.119), nas Egs. (3.121) a (3.133), teremos nossas
solucdes finais para o péndulo triplo

0,(t) = vy[A; cos(\/A1t) + Bysen(yfA,t)] (3.124)
+ wy[4; cos(y/2,t) + Bysen(y/2,t)]
+ uy[A; cos(y/Ast) + 3sen(y/25t)],

0,(t) = v,[A4; cos(yA,t) + Bysen(\/A1t)] (3.125)
+ w4 cos(y/2,t) + Bysen(y/2,t)]
+ uy[A43 cos(y23t) + 3sen({Ast)],

05(t) = v, [A1 cos(\//l_lt) + Blsen(\//l—lt)] (3.126)
+ w4 cos(/2,t) + Bysen(y/2,t)]
+ uz[4; cos(y/A3t) + Bysen(y/25t)].

As Eqgs. (3.124), (3.125) e (3.126) nos fornecem a posicdo angular dos trés péndulos ao
longo do tempo. Novamente podemos notar que € um sistema acoplado, no qual 0 movimento
de um deles interfere na outro, o que era de se esperar.

3.3 Obtendo as constantes por meio das condic¢des iniciais

Com as EDOs resolvidas na secdo anterior, agora podemos encontrar os valores das
constantes. 1sso pode ser feito a partir da aplicacdo das condicdes iniciais nos sistemas. Uma
vez obtidas essas condic@es iniciais, podemos usa-las junto aos autovalores para descrever
graficamente como os sistemas se comportam na passagem do tempo.

3.3.1 Péndulo duplo

Aplicando as seguintes condicdes iniciais ao sistema

61(0) = 04;, (3.127)

0,(0) = 0y;, (3.128)
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61(0) = wy;, (3.129)

6,(0) = w,;. (3.130)

As Egs. (3.127) e (3.128), representam a posi¢do angular inicial do sistema e as Eqgs.
(3.129) e (3.130) sé&o as velocidades angulares. Iremos aplicar essas condic¢des nas Egs. (3.99)
e (3.100), e também em suas respectivas derivadas, nossas condi¢fes implicam que o tempo
seja (t = 0), com isso obtemos:

6,(0) = v,[A; cos(0) + Bysen(0)] + w;[A, cos(0) + B,sen(0)], (3.131)
0,(0) = v,[A; cos(0) + B;sen(0)] + w,[A, cos(0) + (3.132)
B,sen(0)].

As derivadas das Eqgs (3.99) e (3.100) séo dadas por:

01(t) = vy[~A1/A; sen(t) + Byy[Aicos(t)] + (3.133)
Wl[—AZ \/A—Zsen(t) + BZ\/A—Zcos(t)],
0,(0) = v,[—A; JAisen(t) + Byy[2; cos(t)] (3.134)

+ wy[—Az/2; sen(t) + By /2, cos(B)].

E aplicando as condicdes iniciais imposta tornam-se

6,(0) = vl[—Al\//l_l sen(0) + Bl\//l—lcos(O)] + (3.135)
Wl[—AZ \/A—zsen(O) + Bz\//l_zcos(O)],
6,(0) = vz[—Al \/A_lsen(O) + Bl\/l—l cos(O)] (3.136)

+ WZ[—AZ\/A_Z sen(0) + Bz\//l—z cos(O)].

Como cos(0) = 1 e sen(0) = 0, ficamos com o seguinte sistema para resolver

1A + widy = 0y
VA1 + woAy; = 0y

1By 2 + Wi By [2; = (3.137)

ksz1\/A—1 + Wszx//l_z = Wy
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Resolvendo o sistema via software Wolfram Mathematica, obtemos as seguintes
expressOes para as constantes

9 o 1.W1(U291i - 1.17192,:) (3138)
1 Uo,Wq — 1.U1W2
A1 = "_71 )
Uzgli - 1- vlezi (3139)
AZ =

)
vow; — L.vgw,

VI3, — 2.0,V,01;W,; + Vw2 (3:140)
' FWI; — 2.V VW Wy + Vi W3;
wq; t Wl\//l_z (vowy — 1. U1W2)2/12
B, = )
! V1\/Z
3.141
B VWi — 2.V10,01;0y; + v 03, ( )
B, = —1.

(vowy — L.vywy)24,

As EQs. entre (3.138) e (3.141) representam nossas constantes de forma geral, podendo
assumir diferentes valores de acordos com as condicGes iniciais escolhidas, condi¢fes essas
referentes aos parametros dos angulos e das frequéncias angulares. Os valores dos autovetores
e autovalores, podem ser encontrados a partir da nossa matriz de diagonalizacéo A.

A aplicacdo dessas constantes nas Egs. (3.99) e (3.100) do péndulo duplo, foram
feitas computacionalmente via software Wolfram mathematica, visto que com a ajuda
computacional podemos testar, de forma dindmica, diferentes situagGes para o sistema e ainda
obtermos os graficos que nos ajudam na visualizacdo de como o sistema se comporta.

3.3.2 Péndulo triplo

Para encontrar as constantes do péndulo triplo, iremos usar 0 mesmo raciocinio e
método aplicados no caso anterior, por isso, nesta se¢cdo seremos mais diretos. As condi¢fes
iniciais seréo



6,(0) = 64,
82(0) = 6,
05(0) = 05,
6:(0) = wy;,
6,(0) = wy;,
65(0) = ws;,

Aplicando as condi¢bes acima nas Egs. (3.124), (3.125) e (3.126), obtemos:

6,(0) = v,[A; cos(0) + B;sen(0)] + w;[A, cos(0) + B,sen(0)]
+ u,[A5 cos(0) + Bysen(0)],

0,(0) = v,[A; cos(0) + B;sen(0)] + w,[A, cos(0) + B,sen(0)]
+ u,[A5 cos(0) + B3sen(0)],

05(0) = v3[A; cos(0) + B;sen(0)] + ws[A, cos(0) + Bysen(0)]
+ u3[A5 cos(0) + B3sen(0)].

Para as derivadas, encontramos

6,(0) = vl[—Al\/A—l sen(0) + Bl\//l_l cos(O)]
+ Wl[—AZ \/A—Zsen(O) + Bz\//l—z cos(O)]
+ ul[—A3 \/A_gsen(O) + B3\//1—3 cos(O)],

6,(0) = vz[—Al \/A—lsen(O) + Bl\//l_l cos(O)]
+ WZ[—AZ\/A_Z sen(0) + Bz\//l_z cos(O)]
+ uz[_Ag \/A—gsen(O) + B3\//1—3 cos(O)],

65(0) = vg[—Al\/A_l sen(0) + Bl\/l—l cos(O)]
+ w3[—A2 \/A_Zsen(O) + BZ\/A_Z cos(O)]
+ ug[_A3 \/1—35en(0) + B3\//1_3cos(0)],

Com isso temos o0 seguinte sistema:
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(3.142)
(3.143)
(3.144)
(3.145)
(3.146)

(3.147)

(3.148)

(3.149)

(3.150)

(3.151)

(3.152)

(3.153)
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( v14; + wid; +u 43 = 0y
UZAI + W2A2 + u2A3 = 92,:
U3A1 + W3A2 + u3A3 = 93i (3154)

) le1\/Z + W1BZ\//1_2 + u1B3\/A_3 = wq;°
VzB1\/A—1 + WZBZ\/A—Z + uzB3\//T3 = Wy
U’3B1\//1_1 + W3BZ\//1_2 + u3B3\/A_3 = W3;

Resolvendo o sistema, novamente com recurso computacional teremos as seguintes constantes,

A = —((L. (1. (—L.uzwy + uyw3) (1. uy04; — 1.uy65;) + (1. uywy (3.155)
+ u;wy) (L.uzby; — 1.uy65))) /(1. uvy
+uv3)(—1l.uyw; + uyw,) — 1L (—L.uyv,
+uv,)(—1.uwy + uywy))),

A, = (L (— L. uguyusv,wy 04 + Louguivaw, 0; + Lubuzv,w,by; (3.156)
— 1L uluyvaw,0y; + Louguyuzvywy By
— 1. uPuy 3w, 05 — L.uusvwy0y; + 1.udvaw, 6,
— Lwusv,wy 03 + L.uduy,v,wy 03 + 1. ubu,v,w,05;
— L. ufv,w,03:))/ (wy (upwy — Luyw,) (1. uzv,wy
+ Uy 3wy + Uz W, — 1wy vzw, — Luy,viwsy
+ UV, W3)),

A; = (L. (—Luguyvswyw,0y; + Luvawiby; + 1 ugu,v,wyws6y; (3.157)
— L. udv,woaws8y; + Luguy,vaw20,; — Ludvaww,0,;
— 1.ulqu1W1W392i + 1.u%v1W2W362i
— 1. uuyv,wifs; + 1. uju, vy wyw,6s;
2 2. 2
+ L uivowiw,03; — L. uivywy6s;)) /(g (upwy
— Luywy)(—1l.uzv,wy + Uy v3wy + uzvwy
- 1.u1v3W2 - 1.qu1W3 + u1v2W3)),

B; = —((1.(0. - 1.u1u3wz\/l_zl3w1i + 1.u1uzw3\/l—2/13w1i (3.158)
+ 1.u1u3W1\/A_2/13(1)2i - 1.u%W3\//1_2130)2i
- 1.u1u2w1\/l_213w3l-

+ 1 u%WZ\/ 12}.3(1)311))/(111(_1. u3v2W1 + u2v3W1
+ U3U1W2 - 1.u1v3W2 - 1.u2v1W3

+ Uy v, W3)yA14/2525)),



43

B, = (1.(—l.upuzv,wiwy; + Ludvswiwg; + 1Luguzv,wowy; (3.159)
— L uuyvzwyowq; + 1. upuzviwiwg; — 1. U U V3 W w5
— L uuzvwyowy; + L ubvawyw,; — Luiv,wyws;
+ L. u U vywyws; + 1. U U v Wy ws;
— Lufv,wows))/ ((Uawy — Louywy) (=1 uzv,wy
+ Uy v3Wy + Uz w, — LLuyvsw, — Lou, vy ws

+ U1U2W3)\//Tz)’

By = (L. (—L.uyvswywowq; + Lugvawirwy; + 1. uv,wywawy; (3.160)
— L Uowowswy; + LUy Uswiwy; — 1. Uy V3w Wowoy;
— LU Wy w3y + L ug vy woww,; — Luy w2 wsg;
+ L uyvywiwows; + Louv,wiw,ws;
— Luyvwiws))/(uzwy — 1. ugwy) (=1 uzvywy
+ Uy 3wy + Uuzviw, — 1ougvaw, — Luy,viwsy

+ U v,w3)\23).

Essas séo as constantes gerais para o sistema do péndulo triplo.

4 OBTENCAO DOS GRAFICOS POR MEIO DO SOFTWARE WOLFRAN
MATHEMATICA

Para a obtencdo dos gréaficos da posicdo angular em funcdo do tempo para os péndulos
abordados neste trabalho, foram criados cddigos dentro do software Wolfram mathematica,
codigos esses que dinamizam o processo de analise de resultados, pois com eles podemos trocar
varios parametros e analisar repetidas vezes os sistemas, permitindo assim a comparacédo de
dados possibilitando identificar possiveis anomalias ou parametros fisicos de interesse.
Também ajudam examinar como as ondas se propagam com o tempo e as interacdes entre 0s
péndulos acoplados. Além de minimizar os possiveis erros humanos neste processo.

Os cadigos foram escritos separadamente para cada sistema de péndulo, mas seguindo
a seguinte I6gica comum para o duplo e triplo. A primeira parte foi implementar um algoritmo,
que automatizasse a obtencéo dos autovalores e autovetores para as matrizes de diagonalizagédo
A. Com isso poderiamos trocar de forma arbitraria os valores de comprimento e massa para 0s
péndulos, e obter os autovalores e autovetores para as condi¢des impostas. A outra fase do
codigo foi implementar as solugdes encontradas para os péndulos na secao resolvendo as EDOs
via diagonalizagdo de matrizes, junto com as constantes da secéo anterior.

Com isso nosso codigo € capaz de, a partir das condic@es iniciais escolhidas, calcular os
valores das constantes e, posteriormente computar as solu¢des dos péndulos com os autovalores
e autovetores da matriz A, gerando um grafico de como os angulos se comportam com o passar
do tempo. Para o caso do péndulo simples, como é um sistema que ndo permite a resolugéo via
diagonalizagdo de matrizes como os outros dois, resolvemos a EDO e plotamos o gréafico ja
pelo software, a fim de analisarmos o comportamento de um péndulo sem acoplamentos.
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4.1 Péndulo simples

Resolvendo a EDO de movimento Eq. (3.18) com aproximacdo para pequenas
oscilacdes, via software, podemos obter o grafico da figura 4, que fornece o angulo em funcéo
do tempo.

n.15}'\
0.10f
0.05F ]

= 0.00F

C — 8
—0.05F

—0.10F

VTV

—-0.15} u ) . ) ]
0 5 10 15 20 25 30

Tempo

Figura 4: Grafico para o péndulo simples de 6 (radianos) vs tempo.

Os parametros utilizados foram 6, = 0.15rad e L = 1 m, assim podemos analisar
pelo grafico as caracteristicas de um movimento harménico simples (MHS), se propagando de
forma periddica, Podemos quantificar o periodo de oscilagéo analisando as escalas dos graficos
assim como matematicamente pela expressao do periodo:

’l ’ 1
= —— — 4-1
T =2n ; 2(3,14) 381 2. (4.1)

Confirmando que o movimento se repete a cada 2 segundos.
4.2 Péndulo duplo

A obtencéo gréafica para o péndulo duplo é um pouco mais trabalhosa em comparacao
com o simples, e foi feita seguindo os passos descritos no inicio desta se¢do. Iremos analisar
algumas situacdes com diferentes parametros para o sistema. Na primeira delas consideramos
my=m,=1kge Ly = L, =1m com as seguintes condi¢bes iniciais w; = w, =
0.1rad/se6; =6, = 0.1 rad. Com isso obtivemos o grafico mostrado na figura 5.
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Figura 5: Péndulo duplo com parametros e condic@es iniciais iguais.

Podemos perceber, que com os parametros e condicdes iniciais iguais para o sistema,
temos uma propagacdo de ondas com interferéncias entre as oscilagdes, isso porque
diferentemente do péndulo simples, aqui um péndulo acaba gerando perturbagdo no movimento
do outro, ndo permitindo uma evolugdo periddica de movimento, mas é possivel perceber que
as interferéncias das ondas seguem um certo grau de simetria, e que o primeiro péndulo sofre
mais perturbacdes em seu movimento.

Se mudarmos, por exemplo, somente o valor de uma das velocidades angular w, =
0 rad /s, mudamos totalmente a forma com a qual um péndulo perturba o outro. Assim sendo,
as interferéncias de ondas se mostram diferentes também como é evidente na figura 6 em
comparacdo com a figura 5.

0.15[ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ]
0.10} ]
fl
0.05} ]
o  0.00f 1 —g
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—0.05} ] 2
J \
—0.10 ]
015} ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ k
0 10 20 30 40 50 60
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Figura 6: Péndulo duplo com a velocidade angular do primeiro péndulo igual a zero.
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Para essa segunda analise, é notorio como o sistema se mostra sensivel as mudancas de
condicdes iniciais. As interferéncias de ondas se amenizaram de forma que o segundo péndulo
guase ndo mostra alteragcdes no seu movimento periddico. ja o primeiro, apesar de também ter
diminuido as perturbacGes sofridas, ainda mostrar algumas interferéncias abruptas, que sdo
observadas principalmente nas cristas e vales da onda.

Podemos analisar também o sistema com todos os parametros diferentes assumindo
my =3kg, my=2kgel; =2m,L, =1m, e mantermos nossas condi¢cdes iniciais da
primeira situacdo. O comportamento para essa nova situacdo é observado na figura 7.

0.15-

0.10 |
i W | |'\

0.05- | || [l ’

i |
= 000 | s I 8

s TR

-0.15- 1
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Tempo

Figura 7: Evolugdo temporal do péndulo duplo para as seguintes condi¢des: m; = 3 kg, m, =
2kgelL;=2m,L, =1m,0;; =0.1rad,8,; = 0.1rad,w;; = 0.1rad/s, w,; = 0.1rad/s.

Com isso nosso sistema acaba tendo um comportamento inesperado, no qual apenas
temos interferéncias nas amplitudes. Como j& discutimos anteriormente, que pequenas
mudancas nas condigdes iniciais acabam influenciando no comportamento dos dois péndulos,
mudando apenas o valor de 8, = 0.1rad para 6; = 0 rad, 0 movimento apresenta certo nivel
de perturbacdes como se nota na figura 8.
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Figura 8: Evolugdo temporal do péndulo duplo para as seguintes condi¢es: m; = 3 kg, m, =
2kgel; =2m,L,=1m,6;; =0rad,8,; =0.1rad,w;; = 0.1rad/s, w,; = 0.1 rad/s.

4.3 Péndulo triplo
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Sendo um pouco mais direto para o péndulo triplo, inicialmente assim como na se¢éo

anterior assumiremos todos os parametros iguais. Iniciamos com as condicGes iniciais, m,

m2=m3=1kge L1= L2=L3=1m, com w1=w2=w3=0.1%601=02=03

0.1 rad. Com isso temos 0 comportamento nas propagacédo das ondas apresentado na figura 9.

0.15
0.10]
0.05

> 0.00
~0.05
~0.10/

—0.15]

— 8
— B,
— 0,

Note que, a fim de fazermos uma analise diferente do péndulo anterior, fizemos a
evolucgéo temporal com apenas 10 segundos, isso nos possibilita observar melhor como as trés
ondas se comportam. Percebemos o quanto as interferéncias se propagam em todos 0s percursos
das ondas, indicando que durante todos 0s momentos os péndulos acabam se perturbando o que
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ndo ocorre apenas em regides especificas. Em contrapartida, observamos a evolu¢do em um
intervalo de tempo maior como na figura 10.

0.15)
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—0.15}
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Figura 10: Péndulo triplo com evolugdo temporal de 100 segundos.

E possivel notar que as proprias perturbagdes continuam apos certo tempo com uma
simetria propria, que se comporta como outra onda se propagando. Isso se nota melhor se o
leitor realizar a experiéncia de passar o dedo sobre as trajetorias das cristas ou vales de uma das
ondas.

Como ja discutidos anteriormente sobre a sensibilidade desse tipo de sistema com as
condicdes iniciais, mudando agora todas essas condicdes para w; = 0rad/se6; = 0rad,
podemos ver o resultado na figura 11. Notamos que o nivel de desordem do sistema aumenta
de forma significativa, ao ponto de o terceiro péndulo exibir uma a oscilagdo de maior
amplitude.
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Figura 11: Péndulo triplo com todas as condi¢6es iniciais diferentes.

5 CONSIDERACOES FINAIS

A resolucdo, de forma analitica de equagdes que descrevem o comportamento de
sistemas fisicos, sempre é algo desafiador. Para nosso caso, dos péndulos simples, duplo e triplo
isso ndo se mostrou diferente, mas com o uso de ferramentas e técnicas refinadas o trabalho se
mostrou possivel e promissor. A utilizacdo da mecanica Lagrangiana para a obtencdo das
equacbes de movimento para nossos sistemas fisicos se mostrou extremamente eficiente e
facilitadora.

Os calculos desenvolvidos no capitulo 3, constituem o ponto mais importante e relevante
deste trabalho. Partindo-se de um processo no qual se realiza a transformacdo das equacdes
diferencias em sistemas de matrizes, onde por meio de diagonalizacdo de matrizes, obtemos de
fato solucdes analiticas para nossos péndulos. Os passos desses calculos nos fornecem detalhes
que ndo sdo encontrados em livros introdutérios e que tratam sobre esses tipos de sistemas
fisicos, se mostrando um material didatico valioso.

As analises graficas feitas com o auxilio do software Wolfram Mathematica, usando
codigos que nos permitiam testar a evolucdo das nossas solucdes encontradas no capitulo 4,
com diversos parametros e condicdes inicias diferentes, nos permitiu coletar evidencias de
COMO Nossos sistemas se comportam de fato com o passar do tempo, e quais os fatores que o
afetam de forma significativa e os efeitos gerados. Nos mostrando que para o caso do péndulo
duplo e triplo, os sistemas se mostram extremamente sensiveis as condigdes iniciais impostas,
e que pelo fato de serem acoplados 0 movimento se revela inteiramente perturbado. Ja para o
caso do péndulo simples temos o conhecido caso de um movimento harmonico simples, sem
sensibilidade as condigGes iniciais como 0s outros.

E relevante ressaltar o quanto é importante a utilizacdo e familiarizagdo com recursos
computacionais e tecnologias como ferramentas de auxilio e extensdo das habilidades, para
estudantes de graduacéo de Fisica, como o recurso do Wolfram Mathematica foi utilizado aqui.
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APENDICE A

Aqui iremos demostrar a energia potencial local negativa que usamos para o calculo das
equacdes de movimento. Para darmos inicio iremos calcular a energia potencial com o versor
y para cima onde temos entdo que g = —g¥, com isso teremos

2

Au = —w=—f p.dy (A1)
1

Como p é constante, obtemos

Au= —w=—-p.y

(A2)
Fazendo p = —mgyey = —yy na Eq. (A2), obtemos
Au = —(—-mgJ).(=y¥)
(A.3)
Au = —mgy
(A4)

Assim, a Eq. (A.4) demostra nossa energia potencial gravitacional local negativa. Agora iremos
realizar o mesmo calculo como o versor X para baixo

2
Au=—w=—fﬁdx (A.5)
. :
Como p é constante, obtemos
Au= —w=—-px
(A.6)
Fazendo p = —mgX e x = —xX na Eq. (A2), obtemos

Au = —(mgx). (xX)
(A7)
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Au = —mgx
(A.8)

Obtivemos novamente nossa energia potencial negativa assim como queriamos demostrar.



