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Resumo

O célculo com fungoes de varidavel complexa possui uma base mais ampla e completa
em relagao ao calculo com fungbes reais. Neste sentido, este trabalho objetiva aplicar
na equacao de Schrédinger independente do tempo o calculo com fungoes de varidvel
complexa. Alguns métodos matematicos, como a férmula integral de Cauchy e o teorema
dos residuos, ganharam destaque neste trabalho, por serem essenciais no tratamento de
integrais que sao analiticas e para as que possuem singularidades. Nossa metodologia
envolve o estudo bibliografico em conjunto com o estudo algébrico e analitico de situacoes
problemas, préprios do sistema complexo. Contudo, verificamos que as técnicas de solugoes
estudadas possuem contribuigoes importantes nao somente para o desenvolvimento de
solugoes dos problemas propostos, mas para aplicacbes importantes no ramo da Fisica

Matemaética.

Palavras-chaves: Func¢oes de Variavel Complexa. Calculo. Mecanica Quantica.



Abstract

The complex variable calculus has a large and complete basis compared to real variable
calculus. By the way, this work applies the real variable calculus to the time independent
Schrodinger equation. Some mathematical methods, as the Cauchy integral formula and
residues theorem, have emphasis in this work, by essentially in the integration treatment
that are analytical and with singularities. Our methodology involves the bibliographic
study with algebraic and analytical situations related to complex systems. However, we
noted that some solution techniques have important contributions not only in the solution
development of proposed problems, but for important applications in the Mathematical

Physics branch.

Key-words: Complex variable functions. Calculus. Quantum Mechanics.
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Introducao

A Teoria Quantica de Campos (TQC) surgiu a partir da Mecanica Quantica (MQ)
junto ao formalismo da teoria da relatividade de Einstein na metade do século XX. A
propria MQ, enquanto precursora da TQC, contribuiu ao longo dos anos para o desenvol-
vimento de diversos dispositivos eletronicos, entre eles a camera digital que é produto do
principio fotoelétrico junto ao formalismo da mecanica quantica. Outra contribuicao im-
pactante foram os semicondutores que é um dos principais componentes dos dispositivos

atuais.

Em vista de toda a contribuicao que a mecanica quantica nos proporciona o que
podemos esperar do formalismo da TQC? E importante destacar que o Prémio Nobel
de Fisica em 2013 foi concedido a Frangois Englert e Peter W. Higgs pela teoria que
explica como as particulas adquirem massa. Esta ideia, construida a partir da TQC foi
proposta independentemente por cada um deles em 1964 e s6 em 2012 foi confirmada pela
descoberta da particula de Higgs no Large Hadron Collider - LHC (Grande Colisor de
Hadrén) do laboratério CERN.

O LHC, por sua vez, teve sua construcao motivada pela TQC que tem como
objetivo descrever o decaimento de particulas e prever o surgimento de novas particulas
no universo. Mesmo com os destaques na fronteira dos conhecimentos fisicos, a TQC perde
visibilidade nos curriculos atuais dos Cursos de Licenciatura e Bacharelado em Fisica que

exploram pouquissimo os métodos matematicos que a sustentam.

Neste trabalho, objetivamos estudar os aspectos matematicos do calculo com fun-
¢oes de varidavel complexa aplicado em parte da solucao da equacao de Schrodinger in-
dependente do tempo, problema fisico da MQ e TQC. Em vista da necessidade do atual
curriculo do curso de Licenciatura em Fisica, daremos maior destaque no detalhamento
dos célculos e métodos explorados. Este contetido serda fundamental para os alunos que
buscam o dominio das ferramentas matematicas utilizadas e materiais introdutorios destas

areas.

A metodologia utilizada envolve a pesquisa bibliografica em conjunto com o es-
tudo algébrico e analitico de exemplos e situa¢oes que ilustram as principais ferramentas
do calculo com fungoes de variavel complexa dando énfase ao tratamento matemaético e
aplicacao dos métodos base deste formalismo. Desta forma, sera considerado o contetido

minimo para resolver alguns problemas fundamentais da Mecanica Quantica.

Os capitulos 1,2 e 3, fazem uma introducao tedrica sobre os métodos de solucoes

matematicas com o auxilio dos nimeros complexos. Comecaremos com uma introdugao ao
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estudo algébrico dos niimeros complexos. Em seguida, fun¢oes de varidaveis complexas e no
terceiro capitulo, estudaremos o calculo com func¢oes de variaveis complexas que envolve

as principais técnicas matematicas a serem utilizadas no quarto capitulo.

No capitulo 4, construiremos a funcao de Green para a equagdao de Schrodinger
independente do tempo na qual aplicaremos a parte da solucao, dois métodos tuteis do
calculo com fungoes de variavel complexa. Por fim, apresentaremos nossas consideracoes

finais para este trabalho.
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1 Ndmeros Complexos

Antes de mais nada, é importante destacar que o estudo dos niimeros complexos
¢ de fundamental importancia para o entendimento de algumas integrais que ocorrem
no calculo das Fung¢oes de Green, em especial na solucao da equacao de Schrodinger in-
dependente do tempo, que serd explorado no capitulos 4 deste trabalho. Areas como a
Mecéanica Quantica, Teoria Quantica de Campos e até mesmo a Fisica ondulatéria, neces-
sita do tratamento matematico a base de niimeros complexos. Neste sentido, este capitulo
sera dedicado a apresentagao de um ponto de vista pratico, que envolve a discussao e

desenvolvimento de exemplos sobre os conceitos minimos dos niimeros complexos C.

1.1 Propriedades dos Nimeros Complexos

Os numeros complexos possuem uma estrutura que engloba os nimeros naturais,
irracionais, racionais e reais. Em referéncias como Arfken (2007), Avila (2008) e Butkov
(1988), apresentam como motivagao mais comum para o estudo dos niimeros complexos,
as equacoes de 2° grau,

ar? +br+c=0

cuja as raizes sao dadas pela férmula de Bhaskara

_ —b= Vb? — 4dac

2a

X

Desta férmula, obtemos duas raizes, quando o radical (b* —4ac) é positivo. E apenas uma,
quando o mesmo for nulo.

Para o radical negativo a férmula de Bhaskara nao conduz a nenhuma raiz real.
Neste sentido, considere como exemplo a equacao

2* — 6z +13=0. (1.1)

Para a solucao desta equacao, temos que

6+ /16
= f.

x (1.2)

Observe que qualquer valor de z na equagao (2) ndo possui uma solugao geral. Neste caso,
note que podemos reescrevé-la se operarmos com o simbolo ¢ = y/—1. Isto define uma

propriedade dada seguinte forma:

641
e

Xz

(1.3)
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que resulta em duas solugoes possiveis: 3+ 2v/—1 =3 +12e 3 —2y/—1 =3 — 2.

Portanto, as solugoes resultantes da equagao (1.1) é motivagao para o estudo da

algebra dos niimeros complexos, assunto da préxima secao.

1.2 Algebra dos Nimeros Complexos

A forma algébrica para um nimero complexo C é dado por z = a + ib, onde a é
a parte real (Re) de z e b a parte imaginaria (Im) de z. Definimos o conjugado de um
namero complexo z* ou Z = a — ib. A partir da Fig. 1, podemos pensar no conjugado
de z como seu reflexo no plano complexo, mas note que o conjugado e o oposto de z sao

situagoes distintas.
mi) A

z=x+ib

Re(z)

z=x—1ib

Figura 1 — Representacao de z e o conjugado Z no plano complexo.

Fonte: Elaborado pela autora

Agora, voltemos aos resultados obtidos da equagao (1.1), onde obtivemos as raizes
de z igual a 3412 e 3 — 72 que sao nimeros complexos e sua solugao ¢ dada pela seguinte
multiplicacao:

(34 2i)(3—1i2) = 9—1i6+i6 — i°4,
= 3% - i%4. (1.4)
Como i = v/—1, temos que 7> = —1. Neste caso,
(34 2i)(3 —i2) = 3% — (-1)4 = 13, (1.5)

o qual é um resultado complexo 13 + 0, mas que também pode ser considerado apenas

real.

1.2.1 Regras Operacionais

O conjunto dos niimeros complexos, segundo Avila (2008) e Butkov (1988), é dado
pelos pares ordenados dos nimeros reais (a,b), onde a é o primeiro elemento, e b, o se-

gundo. Os niimeros complexos gozam das propriedades dos ntiimeros reais em que estao
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definidos: igualdade, adi¢do e multiplicacao. Desta forma, vejamos alguns exemplos em
que as propriedades algébricas dos nimeros reais se estendem ao conjunto dos nimeros

complexos:

a) Propriedade associativa: seja z; = a+1ib, zo = c+id e z3 = e+if. Assim, 21+ 29+ 23 =
21 + (22 + 23).

b) Propriedade comutativa:seja z; = a+ib e 2o = ¢ +1id, onde 21 + 25 = (a +¢) +i(b+d),

e ainda, 2o + 21 = (¢ + a) + i(d 4+ b). Deduzimos entao que z; + 25 = 29 + 1.

¢)Propriedade distributiva: seja z; = a + ib e z5 = ¢ + id nimeros complexos distintos.

Assim, na adigao temos que
(a+1ib) + (c+id) = (a+¢) +i(c+ d), (1.6)

e multiplicacao:
(a +1ib)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + bc). (1.7)

1.2.2 Exemplos:

Considere z; = a +1ib e zo = ¢+ id.

1- Prove que:

2| = |z].
Demonstracao:
2| = la—ib]
— W
(1.8)

2- Prove que:

2Z = |2)>.
Demonstracao:
2z = (a+ib)(a —ib)
= a® — aib + aib — b*i*

= a®+ b
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2 Funcoes de Variavel Complexa

Vamos construir um mapeamento de um ponto do plano complexo (z,y) para outro
plano (u,v). Segundo Avila (2008), cada elemento de z no plano (z,%) corresponde a um
tinico nimero complexo w no plano (u,v). Observe que z e w € C, mas z, y,u e v € R.
Nestas condigoes, diz-se que f(z) é uma fun¢do com dominio em (z,y), onde z = x + iy
é chamada varidvel independe, e w = u + v, a varidvel dependente, ou seja, u = u(x,y) e

v=uv(x,y).

YA vA

7t | N

Vv

~
>
u

Figura 2 — Representacao da correspondéncia do ponto w a uma funcao complexa z pre-
sentes em planos complexos distintos.

Fonte: Elaborado pela autora

Para melhor exemplificar, considere o seguinte polinémio f(z) = 22, onde z =
x + iy. Assim,
22 =% —y* 4+ i2xy.

Veja que ao substituir z em f(z) obtivemos um polinémio com termos reais e outros

dependentes de 7. Assim,

= u(z,y) +o(z,y),
= 2% —y* +i2xy.

2.1 Funcoes Polinomiais

Consideramos uma funcao polinomial complexa a seguinte expressao
n
P(z) = Z apz® = ag + a1z + K + a,2",
k=0

com a, # 0 onde os coeficientes a;, sdo numeros complexos e n é o grau da funcao

polinomial. Podemos obter também fung¢oes polinomiais complexas com coeficientes reais.
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2.1.1 Exemplo

Por exemplo, seja f(z) = 2% + 3z — 5, temos:

f(z) = (w+iy)? +3(x+iy)—5
= 2?4+ 20y +i%y* + 3z +1i3y — 5
= 22 +i2zy —y* + 3z + i3y — 5,

ou seja, u= 2% —y?> + 3z — 5 e v =2xy + 3y.

2.2 Funcoes Exponenciais
A definicao de funcao exponencial complexa é motivada por e*, onde
e” ="t = ¢*(cosy +iseny), para z = (z,y) € C.

Observe ainda que a expressao e* é uma funcao real que envolve apenas variaveis reais.
Tais fungoes podem ser definidas pelas séries de MacLaurin, nas quais
00 n 0o [ 1\n,.2n oo [ 1\n,.2n+1
I _ (=1)"x B (=1)"x
e —Z—', cosx—zil e senx—zi'.
= n! —  (2n)! — (2n+1)!
Com isso, note que a exponencial complexa é uma extensao da exponencial real, visto que
e”T0 = e”(cos 0 + isen0) = €, mas se y # 0, temos que

e = cos(y) + isen(y), (2.1)

ou seja, uma expressao puramente imaginaria.

2.2.1 Propriedades

As definicoes dadas para uma funcao exponencial estdo em acordo com Arfken
(2007), Avila (2008) e Butkov (1988), e estas satisfazem as seguintes propriedades:

e = et (2.2)
1

e ” = s (2.3)

(e*)" = e°n, para n inteiro; (2.4)

e # Opara todo z; (2.5)

e*| = e (2.6)

e = 1 & z=2kmi, k inteiro. (2.7)

Demonstraremos apenas as propriedades (2.2) e (2.3). Para a primeira demonstra-

cao considere z; = x1 + 1Yy € 20 = To + 1yo. J& para segunda, z = x + 1.
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Para (2.2),
e’le®™ = e"'(cosy; + iseny;)e”?(cos yy + isenys)
= e"2[(cosy; cosys — seny; senys) + i( seny; cos ya + cos yp senys )]
= " [cos(y1 + y2) + isen(yr + yo)]
—  TtT iy ty2)
—  etrteti(yitys)
_ ot

Para (2.3), temos

e — e—xe—iy

1 :

= —[(cosy — iseny)]
61’

B 1

~ e?(cosy + iseny)

B 1

- eTtiy’

Ainda é possivel, a partir da notacao exponencial, a representacao polar de um
ntimero complexo na qual z = re?  onde r = |z| e § = argz. Ainda de acordo com Arfken
(2007), Avila (2008) e Butkov (1988), a mesma notacdo permite escrever a formula de De

Moivre em que

(eie)n — einG.

2.2.2 Exemplos:

1- Escreva na forma de z = re'?.

a)z = —2+ 21.

ro= = r= 2P = VB =2V

2
0 = arctan™! <g> — #=arctan"* (—)
T -2
0 = arctan '(—1) = 45° = 180 — 45 = 135°.
b)z =1+i/3.
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2.3 Funcoes Trigonométricas e Hiperbdlicas

Introduziremos a definicao das funcoes trigonométricas a partir da definicao da

funcao exponencial complexa, em que y € R. Com isso obtemos as seguintes expressoes:
e = cosy+iseny e e ¥ = cosy — iseny. (2.8)

A partir da relacao existente entre os dois exponenciais, estabelecemos as formulas de

Euler para
ey +e e —e

cos(y) = ——— esen(y) = o (2.9)

2
[para mais detalhes veja em Arfken (2007), Avila (2008) e Butkov (1988)]. Analogamente,

obtemos as fungoes trigonométricas,

eiz + e—iz eiz _ e—iz

= = 2.10
cos(z) 5 esen(z) 5 (2.10)
Podemos ainda obter as seguintes relagoes:
1 1
tan(z) = cos(z) , cotz= COSZ, secz = , CsCcz = ) (2.11)
sen(z) senz oS 2 senz

E importante ressaltar que as identidades trigonométricas permanecem validas no

campo complexo, assim como as féormulas de derivacao.

As fungoes hiperbodlicas de seno e cosseno decorrem, no caso de variaveis reais, as

seguintes expressoes:

cosh(z) = — ¢ senh(z) = e (2.12)

2.3.1 Exemplos:

Seja z = x + 1y € C. Assim,

e*erim + eyfi:v

cosz = cos(z+iy) = 5
e Y(cosx + isenz) + e¥(cosx — isenx)
B 2
Y4 ey Y _ oY
= (cosx) <%> — i( senx) (%)
cosz = coszcoshy — isenz senhy. (2.13)

De forma analoga temos que

senz = sen(x + iy) = senz cosh y + i cos x senhy.

Simplifique a seguinte expressao:



2.3. Fungoes Trigonométricas e Hiperbolicas 27

a)

ALB— [(1 +ia)ek2® (1 — ia)e"”“] '

2 * 2

Demonstracao:

A+B =

2+2+2 2

B ekza + e—kga N . ekza o e—kga
- 2 “ 2

A+ B = [cosh(ksa) + iasenh(ksa)).

[ekga iOz@kQa 6fk2a iae’”“]
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3 O Caélculo com Funcoes de uma Variavel

Complexa

Uma das principais bases operacionais para o estudo da Mecanica Quéantica é o
calculo com fungoes de variaveis complexas. Este capitulo, serda dedicado ao tratamento
matematico de func¢des com determinadas condigoes em que podemos utilizar diversos
métodos de solugao. Desta forma, tentaremos desenvolver com o maximo de detalhes

alguns exemplos fundamentais para desenvolvimento de problemas do proximo capitulo.

3.1 Derivadas com Funcoes de uma Variavel Complexa

Para iniciarmos o estudo das derivadas complexas, veremos primeiro o caso real R
para uma funcdo F(z) em que F'(z) e x € R. De acordo com Arfken (2007) e Butkov
(1988) podemos verificar que

@_F) i S0 = f )

T—T0 xr — 'TO

k)~ ()
zo—h h ’

(3.1)

Observe que a derivada de F'(z) em xy é definida somente se o limite existir. Outra forma

de representéa-lo, segue no seguinte formato:

dr i (x + dx) —f(x).

— = 11In
dx 52—0 o

(3.2)

Ainda de acordo com Arfken (2007) e Butkov (1988), ao considerarmos um x

especifico, o limite existe se:

(z+h) = f(xo) (z +h) = f(xo)

lim = lim 3.3
x0—>h+ h mo—)hi h ’ ( )
ou seja, limg, o existe se limg,_,o+ W = limg,_,o- W e esta condicao in-

depende do caminho. Para compreendermos entao como isso ocorre no plano complexo,
vamos considerar dois caminhos independentes representados na (Figura 3).

dF 9

.. | Para responder a
z

A partir disto surge o questionamento: como definiremos

este questionamento, temos dois caminhos possiveis.
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=y

Figura 3 — Caminhos independentes.

Fonte: Elaborado pela autora

1° Caminho - 6z = dx + idy

De acordo com a (Figura 3) segue as seguintes condigoes:

0z = oz,
oz — 0,
ox — 0.
Assim,
OF = u(z,y)+iv(z,y),
Com isso,

oF ou + 10v

0z dbr
_ ulrtony) —uley) (e dny) —vzy) (3.4)
ox ox
Por este caminho, temos
o, o
dz 5230 Sz
_ ou . ov
= a0 \dz oz
(3.5)
dFF Ou . Ov
..%—%—FZ% (36)

2° Caminho - §z = dz + idy
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Ainda de acordo com a (Figura 3) as condigoes para o 2° caminho sdo:

0z = 0y,
oz — 0,
oy — 0.
Desta forma,
0F = du + v,
resumidamente temos,
e (3.8
ov = 'U(ZL‘,y+6’y) —U(l‘,y). (39)

Assim, temos

E = lim (5_u + 25—U
dz o0\ diy iy
dF Ov o —0u

- = - 1
dy 8y+l By (3.10)

Como o limite existe e independe do caminho, 2€ ¢ definida onde (f ¢ derivavel).

Assim, quando f(z) é derivéavel, isto implica nas “Condigoes de Cauchy-Riemann”-CCR,

onde
ou ov
.= _ = 11
ox oy’ (3.11)
v —0u
a_x — 8—y. (3.12)

As condigoes de Cauchy-Riemann sdo necessarias, porém nao suficiente, para que
uma funcao f tenha derivada. Todavia, se juntarmos esta as condi¢oes de continuidade
para as derivadas de u e v numa regiao R, estabeleceremos uma caracteristica essencial
das funcoes analiticas em termos das equagoes de Cauchy-Riemann. Para compreendermos

melhor, consideremos o seguinte teorema.

Teorema 1. Sejam u(x,y) e v(x,y) fungoes reais com derivadas parciais continuas numa
regido R. Entdo, uma condi¢io necessdria e suficiente para que a fun¢ao f(z) = u + v

seja analitica em R € que as equagoes de Cauchy-Riemann estejam satisfeitas.

Definigao: uma fungao f(z) é analitica numa regidao R de plano complexo se f(z)

é derivavel em todos os pontos desta regiao.

Observe a Fig. 4, em que f(z) é derivavel em todos os pontos da vizinhanga de z,

assim, a fungao f(z) é analitica neste ponto.
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>V

Figura 4 — Demonstracao da vizinhanga do ponto zy no plano complexo.

Fonte: Elaborado pela autora

3.1.1 Condicoes de Cauchy-Riemann em Coordenadas Polares

A Fig. 5 representa o estado do ponto z no plano, vejamos agora a mudanca de

varidveis de cartesianas para polares, onde o |z| =7 e z = re'd, x = rcosf e y = rsenf.

yf\

W

Figura 5 — Coordenadas polares no plano complexo.

Fonte: Elaborado pela autora

De acordo com Arfken (2007), Avila (2008) e Butkov (1988), temos que as CCR

para coordenadas polares sao:

ov ou
L T (3:.13)
ou ov

Para compreendermos como verificar a analiticidade de uma fungao vejamos os

exemplos a seguir.

3.1.2 Exemplo

1- Seja f(z) = 2%, onde z = x + 1y.
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Demonstracao

a_

) = (o +iy)?

= 2% —y® +i2xy,
onde u = 22 — y? e v = 22y. Logo,
b-
% = 2z (3.15)
g—z = —2 (3.16)
g—; = 2y (3.17)
g—z = 2z (3.18)
c-
g_;) = 2z = % (3.19)
—g—z = 2y= % (3.20)

Deste modo, note que as derivadas parciais de u e v sao continuas em qualquer
regiao do plano complexo e os resultados obedecem as CCR, logo f(z) é derivavel em todo
plano.

6 ¢ analitica.

2- Seja f(r,0) = 25 onde z = re?. Verifique se z
Demonstracao

a_

f.0) = e

= 7%cos 66 + isen60)
= r%cos 66 + ir®sen6b, (3.21)
onde, © = r%cos66 e v = r%sen60.
b-
% = 6r°cos60 (3.22)
% = —r% sen60 (3.23)
% = 6r°sen6f (3.24)
v = 1% cos 60 (3.25)

06
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C_
0 0
ra—:f = 6r°cos6f = a—z (3.26)
0 0
—8—Z = 6r°sen6f = a—: (3.27)
Deste modo, f é analitica em todo plano complexo C.
3- Seja w = e*, com z = x + 1y. Verifique se a funcao é analitica.
Demonstracao
e* = e"e = e (cosy + iseny) (3.28)
de”
— ¢7 3.29
o= (3.29)
para todo z.
Veja também que,
a z 8 T,
e _oleey) _ e, (3.30)

Ox Ox
as derivadas parciais das partes real e imaginaria de e* sdo continuas em todo o plano.

Portanto, e* é analitica.

3.2 Integral no Plano Complexo

Seja F(x) = U(x) + iV (x) uma fungao continua da varidvel real £ num intervalo
la, b]. Sua integral é definida em termo da soma das integrais reais U e V| onde
b b b
/a F(z)dx = /a U(z)dx + Z/a V(z)d. (3.31)
Segundo Arfken (2007), “a integral de uma varidvel complexa sobre um contorno no plano
complexo pode ser definida por uma analogia fiel a integral (de Riemann) de uma fungao
real integrada ao longo do eixo real x”. A partir disto e da definicdo dada acima, seguem

as principais propriedades,
b b b b
Re/ F(l’)dl’z/ ReF(x)dx; Im/ F(az)da::/ ImF(x)dx,

onde claramente a < b [para mais detalhes veja as referéncias Arfken (2007), Avila (2008)

e Butkov (1988)]. Neste seguimento temos que as propriedades lineares sao

/:[F(:C) + G(x)]dx = /ab F(z)dx + /ab G(z)dx (3.32)

/ab cF(x)dx = c/ab F(z)dx (3.33)
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esta ultima ¢é valida para ¢ = constante que geralmente é complexa.

A representacao polar para equagao (3.31) é dada por
b )
/ F(x)dz =re”  (r>0), (3.34)

onde,
b b
r= e’ze/ F(z)dx :/ e F(z)dx.

3.2.1 Integral de Caminho

Assim como as derivadas dependem do caminho, veremos nesta secao que as in-
tegrais podem ser resolvidas também por diversos caminhos. Neste sentido, definimos a

integral de caminho a partir da seguinte expressao

/C f(z)dz, (3.35)

onde C' é um caminho qualquer escolhido a partir de cada situagao e f(z) = u+v, é uma
fungao continua em C'. A partir disso é interessante explorarmos algumas situagoes que

envolvem este tipo de integral.

Considere, por exemplo, a integral de caminho aberto

/0 T 22 (3.36)

A Fig. 6, representa os caminhos C e (5. Nesta figura, note a mudanca dos caminhos,
de uma reta para uma curva, que envolve duas situacoes distintas. E importante destacar
que, apesar de escolher apenas dois caminhos para demonstrar este exemplo, poderiamos
ter escolhido outros, como por exemplo, o sentido anti-horario da circunferéncia presente
na Fig. 6b e para qualquer caminho, o resultado desta integral em (3.36) tem que ser o
mesmo. Note ainda que, nas duas situagdes a funcao sobre os caminhos C e Cy variam
entre 0 <x<1lel0<y<1,onde z=2z+1y e dz = dr+idy em coordenadas cartesianas.

Agora vejamos as solugoes.
Solucgao para (.

Veja primeiramente que o caminho C é de x = y, assim temos que z = = + ix e

dz = dx + idz. Desta forma, reescrevemos

(1—22)dz = (z +iz)?(dv + idz))] (3.37)
(2% +i22* — 2% (dw + idz))

1 —2? —i22% + 2°)(dz + idx)]

(1 —i22%)(dw + idzx))

1+ 22%)dx +i(1 — 22%)dx

[1-
[1-
= [
[
(
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Imi(z) A ]_ITI(Z) A

Cal

1+ 1+

=@

Re(z) Re(z)

(a) (b)

Figura 6 — As figuras (a) e (b) representam os caminhos C e Cy respectivamente.
Fonte: Elaborado pela autora.

Substituindo (3.37) em (3.36), obtemos

Io, = /Hi(l—z)zdz (3.38)

0
1 1 1 1
= /dx+2/ xzdx+i/ dx—iQ/ 22dx
0 0 0 0
2 2

= xz|g+ 2 0" +iz|) — z'g:c?’ 0

3
1+2+' 2
= -+t —12
3 3
B 5+i
-3 3

1 .
ICI = 5(5 +’l)

Solucgao para (.

Y y;\
r //"':,7"'\\
0 g dE N
.‘,\a \
X \ - / X
(a) (b)

Figura 7 — Estratégia para representacao da curva na forma polar.
Fonte: Elaborado pela autora.
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Observe que todos os pontos da curva escolhida na Fig. 6b obedecem ao

lz—1? = 1 (3.39)
(@ +iy) —1P = 1
(e —1)+iyP = 1
(x—1)*+¢y* = 1.

Isto pode ser facilmente verificado a partir da equacao reduzida da circunferéncia
2 2 2
(SU—(I) _'_(y_b) =T,
onde a e b sdo as coordenadas e r, o raio da circunferéncia.

Para tornar nossos calculos mais triviais, recomendo nesta situacao mudar as co-
ordenadas de cartesiana para polar. Assim, definimos com o auxilio das figuras 6b, 7a e
7b que nossa curva estd no sentido horario, saindo da origem do plano até o ponto (1+i),
com isso podemos verificar os seguintes valores de 6:

pparafl=m — z=1+¢e"=1-1,

| T .
>para ) =7 — 2p=1+¢2 =1+

Logo, podemos substituir os intervalos da integral em (3.36) de z; =0 e zo = 1414

por z; = 7 e zp = 5 respectivamente. Além disso, se z = 1 + e, dz = ie"df. Logo, na
curva 1 — 22 = —™? — 2¢¥ ou seja,
1+
Io, = /0 (1 2)2dz (3.40)

= /E(—em — 2¢")iedf

™
2

_ —’/_(ei39+26i29)d9
NN e
= —zl/ e d«9+2/ e d@].

A partir disto temos que I¢, = —i(I; + 215), onde

L = /;ef?ﬂde (3.41)
_ €i36|§
i3
_1[3+, | — [cos 3 + i sen3n]
= 23 C0827T 'LSGI]27T COS OoTr 1 SENOTT
1, .
= E(—“rl)
-1
3 43
1
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L = / ? 1% g (3.42)
_ 0120 |§
12
1
= = [cos ™ + i senm] — [cos 27 + i sen27]
i
1
= (-1-1
i2( )
B 2
a2

= 1

Logo,

fo, = i+ (—é— %)) (3.43)

Ie, = =(5

Note que os dois caminhos utilizados sao diferentes, mas os resultados em (3.38) e
(3.43) sao os mesmos. Isto prova que o calculo da integral de ntimeros complexos podem

ser resolvido por diversos caminhos abertos em acordo com a expressao em (3.35).

3.2.2 Integral de Caminho e as Funcdes Analiticas

Na se¢ao anterior resolvemos o exemplo (3.36) de acordo com a expressao mais
geral em (3.35) para provar que a partir de diversos caminhos abertos podemos chegar ao
mesmo resultado de uma integral complexa. Agora, veja uma situacao diferente, onde ao
invés de um caminho aberto, trabalharemos com um caminho fechado em acordo com o

teorema 2.

Teorema 2. Se f(z) é uma fung¢do analitica numa regiaGo R simplesmente conexa do

plano complexo e C' é uma curva fechada nesta regicdo R. Entao,
z)dz = 0.
1)
A partir da Fig. 8, podemos verificar o teorema 2, somente se a funcao f for

analitica em todos os pontos sobre a curva C' e em seu interior, inclusive no ponto z.

Para compreendermos melhor esta condicao, considere o exemplo dado na equacgao

(3.36) a partir da Fig. 6b onde tinhamos um caminho aberto com intervalo de 7 <6 < 7
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VA

-

X

Figura 8 — Caminho fechado C' numa regiao conexa R do plano complexo.

Fonte: Elaborado pela autora

para um caminho fechado com intervalo de 0 < 0 < 27. Assim,

I, = 750 (1— 2)%d= (3.44)

27 . i .
= / (—e™ —2¢7ie dp
0
2T 2T
= — [/ ™06 + 2/ ezwd@}
0 0

130 27 120 27
S ot ( )
23 0 12 0

I, = 0.
O exemplo (3.44), é rapidamente resolvido em acordo com o teorema 2 e confirma que

o resultado da integral dada para um intervalo fechado por uma circunferéncia centrada
em xr = 1 é zero. Entretanto, observe que nem todas as integrais, principalmente as que
encontramos em problemas da Teoria Quantica de Campos, sdo analiticas em todos os
pontos do contorno, ou seja, sobre e dentro de um caminho fechado C'. Assim, daremos

continuidade nas proximas se¢oes a demonstragoes de outros métodos mais eficientes.

3.3 Teorema da Integral de Cauchy

De acordo com Arfken (2007), o teorema da integral de Cauchy obedece o seguinte

formato:

1 (2) , _
omi Jo 2 — 20 dz = f(z), (3.45)

comumente conhecida como féormula integral de Cauchy.
Na equagao (3.45), consideramos uma fun¢ao f(z) analitica sobre um caminho

fechado C' e dentro da regiao interior limitado por C' na qual zy é qualquer ponto na

regiao interna de C'. Note, uma vez que z estda sobre o caminho C, enquanto z; em
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seu interior (veja Fig. 8), temos z — 25 # 0. Embora f(z) seja uma funcao analitica, o
integrando f(z)/z — zp ndo é analitico em z = 2, exceto para f(zp) = 0. Assim, dizemos
que 2o é uma singularidade no integrando. Em contrapartida se deformarmos o caminho

C de forma a excluirmos zg, o teorema da integral de Cauchy se aplica.

3.3.1 Aplicacées do Teorema da Integral de Cauchy

Considere, a seguinte expressao:

1
fc ——dz, (3.46)

onde C é uma curva fechada em |z| = 2, melhor representada na Fig. 9. Veja que, no
interior de C' existem pontos em que g(z) nao é analitica como, por exemplo, x = 1. Para

resolver esta integral faremos uso da férmula integral de Cauchy dada em (3.45).

Y

)
N

Figura 9 — Circunferéncia centrada na origem.

Fonte: Elaborado pela autora

Note que, g(z) nao estd no formato do integrando apresentado na expressao (3.45),

por isso, nosso primeiro passo é reescrever g(z). Desta forma, temos

1—-22 = (1—2)(1+2), (3.47)
= —(z—1(1+2).
Assim,
o) = (3.45)
B —1
(=D +2)
=1/ +2)
N z—1
de forma que
f(z) = - (3.49)
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Com f(z) analitica sobre e no interior de C' podemos aplicar a férmula integral de Cauchy,

onde L )
- +z ,
assim,
—1

De acordo com Avila (2008),

“A formula integral de Cauchy é instrumento bdsico no estudo das fun-
coes analiticas. Fla revela de imediato, alguns resultados surpreendentes
e de importancia fundamental. Por exemplo, uma simples inspecao dessa
formula nos mostra que basta o conhecimento de f nos pontos z do con-
torno C para que possamos calcular f em qualquer ponto zy do interior

de C7(AVILA, 2008,pag.102).

Apesar deste método ser de “importancia fundamental”, nem toda funcao pode
ser reescrita como g(z) em (3.48). Na segdo seguinte discutiremos sobre o teorema dos

residuos e veremos em alguns exemplos por que este é mais geral que o teorema de Cauchy.

3.4 Calculo de Residuos

Entre o teorema da integral de Cauchy e o calculo de residuos existe uma série de
pontos importantes a serem explorados. Neste trabalho, tentaremos ser breve e simplo-
rios ao expor os detalhes desta lacuna a partir de algumas subsecoes e da resolucao de

exemplos.

3.4.1 Expansao de Laurent

A série de Laurent é a generalizacao da série de Taylor para um plano complexo e

é dada por
f(z)= 3 an(z—2)", (3.52)

em que

1 f(Z) /
a0 750 ’ dz (3.53)

271 r— Zo)nJrl .
Esta série corresponde também a uma expansao em torno de uma singularidade, em que

esta, representa pontos onde a funcao nao é analitica.

3.4.2 Teorema dos residuos

De acordo com Arfken (2007), “se a expansao de Laurent de uma fungao f(z) =

o0
n=—oo

an(z — z9)™ é integrada termo a termo usando um contorno fechado que circunda
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um ponto singular isolado zy uma vez que em sentido anti-horario, obtemos”

iret
a_q 7{(2 — ) tdz = aqj{ —-df = 2mia_y, n= -1, (3.54)
ret

e nulo para n # —1. Resumidamente, temos

% ]{f(z)dz =a_q, (3.55)

1

onde a constante a_; junto ao coeficiente (z—2p) ' na expansao de Laurent, é denominado

residuo de f(z) no ponto zy. Contudo, a integral no caminho fechado ao redor de uma

singularidade ¢ dada pela expressao

%C f(2)dz = 2mia_1|,—z,. (3.56)

3.4.3 Aplicacdes do Teorema dos Residuos
Dada a integral fechada de uma fungao complexa qualquer podemos concluir que

%;f@yh - K%j(wdx+ilhj1@dz (3.57)

= caminho real + caminho complexo.

em que C' é um caminho fechado e equivale a soma de dois outros caminhos: C, que
representa o caminho na coordenada x, no intervalo [-R < z < +R] e Cg que forma a
metade de uma circunferéncia e representa o caminho na parte complexa do plano (veja

a Fig. 10). Neste sentido, considere a integral

44 c,
WA/ 0N
-R £ +ROX

Figura 10 — Caminho fechado C equivale & soma de dois caminhos: real (C,) e complexo
(Cr)

Fonte: Elaborado pela autora

1y 3.58

Qual o resultado desta integral? Apoiados na expressao dada em (3.57) podemos resolver
(3.58) por dois métodos distintos: real e complexo. Vejamos a solugdo para o caminho

real, onde consideramos R — oo e obtemos

400
%ﬂ@mzlwﬂ@w+em% (3.59)
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para mais detalhes veja as referéncias Arfken (2007), Avila (2008) e Butkov (1988) sobre
o (teorema de Rouché) onde podemos verificar a aplicagdo desta condi¢do para algumas

integrais. Em seguida, observe que

f(z) = : (3.60)

onde F'(x) = f(z), e portanto,
/f(:z:)da: =F(x)+C.

Além disso, sabemos que F'(x) = arctan(z), ou seja,

d 1
— = = . .61
o arctan(zx) e (x) (3.61)

Logo,

+oo
/ f(x)dx = arctan(4o00) — arctan(—oo)

(3.62)

Agora resolveremos (3.58) para o caminho complexo. Neste caso, identificamos

imediatamente que
1

fz) = T (3.63)

onde,
2Z241=0— 22=-1 > z2=4+vV—-1=+i.

Podemos reescrever a expressao (3.63) no seguinte formato

1
S P 3.64
)= = oo
a partir disto nos resta descobrir os residuos de f(z = +i) e f(z = —i). Neste caso, é

importante lembrar que primeiro devemos verificar se o pdlo (é o termo de uma expansao
em série que possui poténcia negativa, também conhecido como singularidade isolada) é
finito ou nao [para mais detalhes veja as referéncias Arfken (2007), Avila (2008) e Butkov
(1988)]. Dado que o pdlo é finito, temos que

lim [(z —2)" f(2)].

Z—>20

Para m = 1 (ntimero da ordem do pdlo) e zyp = +i (veja Fig. 10), temos que

Res(z) = lim (=) [m] (3.65)
1
Y]

2
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A partir da expressao em (3.56), podemos concluir entdao que

oo ] /1
/_OO o 1dx = 2mi- (Z) =T. (3.66)

A integral dada em (3.58), pode ser facilmente resolvida no plano real. Note ainda

que, mesmo transformada de real para complexa por meio da expressao (3.57), podemos
facilmente reescrevé-la no formato similar a expressao (3.45). Desta forma, podemos re-
solver (3.58) na forma complexa pelo teorema de Cauchy ou pelo teorema dos residuos.
Entretanto, existem integrais que diferente do que ocorre com (3.58), ndo podem ser re-
solvidas no caminho real e ainda possuem singularidades no interior do caminho complexo
fechado, isto limita os métodos de resolugao ao teorema dos residuos, que de acordo com
Arfken (2007) e Butkov (1988), é mais geral que o teorema de Cauchy.

Para uma melhor compreensao, considere a integral

™ do

Note que, a integral possuem o caminho aberto e para facilitar nossos calculos devemos

considera-la no caminho fechado. Para isso, temos que

do 1 2 de
7{0 (a+ cosf)? 2 /o (a+ cosh)? (3.68)

i . _ 2 1
Com z = €, temos que o sistema de zeZ resulta em cosf = 1;—;, onde df = i 'z ldz.
Desta forma, a expressao em (3.67) é reescrita da seguinte forma:
1

1 z~

— ¢ —=d .69

12% {22a+1+22}2 & <3 )
2z

Depois de realizar todas as simplifica¢oes necessarias chegamos a
2

[= —,7( : ~dz, (3.70)
t {(z—i—a—\/cﬂi—l)(zjta—i—\/a?i—l)}

e a partir disto, precisamos agora verificar se o valor m (pélo) é 2. Assim,

lim (z+a—+Va2—1)* - S P =
z—r—atvai-1 [(z +a—+vat—-1)(z+a+Va®— 1)}

z
lim . 3.71
z——a+va?—1 [(Z +a—+ v a? — 1)21 ( )
Ao aplicar o limite, temos
—a++va? —1 _ —a+va* -1 (3.72)

Cat V@ —T+at vV -1 e = 1)

—a+1

4va2 -1
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Em seguida, calculamos o residuo por meio da expressao mais geral de (3.53), onde

2 1 d*>1 z

= i Y e T D e v )

% z—2t (2 — 1)' dz?2-1

Com todas as simplificagoes, obtemos

1 a
== 3.73
= (e =) .
Desta forma, a partir de (3.56), (3.70) e (3.73) temos
2 a
I = - | ————|2m 3.74
=) o

(= 1)

W

3.5 Transformada de Fourier

Estamos habituados com a transformada de Laplace, devido a frequéncia com que
trabalhamos a solugao de problemas exclusivamente reais. Por outro lado, expressoes no
formato .

Gla) = / F(5)K (a, 8)ds, (3.75)
onde, G(a) é uma fungao denominada transformada (integral) de f(s) pelo ntcleo K(a, s)
sdo comumente encontradas em problemas da Mecanica Quantica e Teoria Quéantica de
Campos. De acordo com Arfken (2007), “a operagao também pode ser descrita como o

mapeamento de uma fungao f(s) no espago s para uma outra fungao, G(«), no espago o’

Uma das expressoes mais utilizadas é a transformada de Fourier, dada por
G = —1 /+ ias 3.76
o) = f(s)e S. .
() o) o (s) ( )

A transformada de Fourier ¢ baseada no niicleo ¢ e suas partes real e imagindria sao to-
madas separadamente, cos as e senas. Desta forma, podemos verificar que a transformada

de Fourier é mais geral que a transformada de Laplece.

3.5.1 Teorema da Inversao

Segundo Arfken (2007) e Butkov (1988), definimos G(«), a transformada de Fourier

da fungao f(s), dado pela equacao (3.76) e sua relagao inversa é
= —1 " G —las 3.77
f(s) = a)e Q. .
(s) s /_oo (a) ( )

Das equagoes (3.76) e (3.77), passadas para o espago tridimensional tornam-se

Gk) = — / T fs)e s s (3.78)
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(3.79)
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+oo .
(k)e " sda.

¢ 1
f<s>:(\/%>%/oo

Segundo Arfken, a equagao (3.79) “pode ser interpretada como uma expansao de uma fun-
¢ao f(s) em um continuo de autofungoes de onda plana, entao, G(k) se torna a amplitude

da onda, e~¥s”,
3.5.2 Transformada de Fourier — Delta de Dirac
Definimos a transformada de Fourier para o delta de Dirac como
5(r) = — / ik g (3.80)
r — —— (& .
(2m) ’

(3.81)

e tridimensional dado pela expressao

53 (r) = o / T gk
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4 Algumas Aplicacoes na Mecanica Quantica

Nos capitulos anteriores nossa atencao esteve voltada ao desenvolvimento da parte
teorica deste trabalho, para entao, neste capitulo tratarmos do nosso objetivo central.
Assim, construiremos a funcao de Green para a equacao de Schrodinger, problema fisico
da Mecanica Quantica, e em busca de sua solucao faremos uso dos conhecimentos ja
visto. A Mecénica Quéntica, por sua vez, junto ao formalismo da relatividade de Einstein
sdo percursores da Teoria Quantica de Campos. Isto implica que todas as aplicacoes

matematicas e fisicas desenvolvidas neste capitulo sao essenciais para a introducao do

estudo da TQC.

4.1 Equacao de Schrodinger independente do tempo

Vamos considerar, de acordo com Griffiths (1995), a equacao de Schrodinger inde-

pende do tempo

h2
——V% + Vip = B, (4.1)
2m
onde h = % ¢ a constante reduzida de Plack, V' é a fun¢do energia potencial, m é a massa,

1 a funcao de onda e F ¢é a energia da particula. Esta equagao ainda pode ser escrita da
seguinte forma:
h2
—— V%) — By = V. (4.2)
2m
A partir da equagao (4.2) vamos simplificar ambos os lados da igualdade por

(=LY, 0 que implica em

2m
2mE 2mV
Logo, consideramos que
_V2mE 5 2mE _2m
Assim a equagao (4.3) pode ser reescrita como
VA + kY = Q, (4.5)

ainda ¢ importante observar que ¥ e V sao ambas fungoes de espaco tridimensional

(x,y,2) e o termo “nao homogéneo”) em si depende de 1, ou seja,
(V2 +k*)(r) = Q(x). (4.6)

Assim, obtivemos em (4.6) uma equagcao diferencial nao homogénea que a primeira
vista nao hé solucao. De acordo com Filho et. al (1988, 1990) e Griffiths (1995), podemos
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supor que (4.6) tem solugdo, mas para isso precisamos transformar a funcao ¥ (r) em
uma fungao mais sucinta. Por isso, considerarmos o método da fungdo de Green G(r) e

igualamos a um delta de Dirac tridimensional 63(r), para entao, obtermos

(V24 E2)G(r) = 8(r). (4.7)

Ao considerarmos r = r — 1/, a solucao para esta funcao é
/ G(r-r)Q(r*)d’r’, (4.8)

onde r’ é a regiao onde esta ocorrendo a solucao geral.

Para provar a solugao, substituimos a equagao (4.8) na (4.6) e utilizamos a pro-
priedade Q(r) = [;° Q(r')3(r-r’)d>r’, assim temos

(V2 + &?) / Cr-r)Q(r))dPr’ = / Q)8 (r-r) dPr, (4.9)

(V2 + k)G (r-17) / Q) d*r’ = §*(r-1) / Q) dr. (4.10)

Assim, chegamos novamente a equacao (4.7). Neste caso, podemos verificar que
encontramos uma equagao diferencial igual a um delta de Dirac tridimensional, e para
resolvé-la precisamos recorrer ao método da transformada de Fourier [veja detalhes na

se¢ao (3.5)] que a transforma em uma equagao algébrica, onde

\/7/ (4.11)

Em seguida, podemos reescrever o lado esquerdo da equacao (4.7) a partir da

G(r) =

transformada de Fourier dada em (4.11) e obtermos

(V2 4 k)G (r) / V2 4 k) g (s)d s, (4.12)

\/_

e para o argumento [(V? + k?)e™T] podemos reescrevé-lo a partir do auxilio algébrico, no

qual
0? 0? 0?
V2= 2= =+ —, 4.13
Ox? i oy? * 0z (4.13)
onde r = ix + jy + kz e s= ’Aisx + jsy + IA{?SZ. Assim,
IS = 1S, +Ys, + 2S,. (4.14)

Logo,
V2T = 2™ (52 + 50+ 52), (4.15)
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Equacao de Schridinger independente do tempo
(4.16)

4.1.
—SQGZS'I‘.

v2615-r —

Substituindo o resultado da equacao (4.16) na (4.12), temos
: (4.17)

(V2 + E*)G(r) \/_ —s% + ke g(s)d’s

Agora nos voltemos ao lado direito da equagao (4.7), onde temos o delta de Dirac

tridimensional. Como visto na secio (3.5.2), a transformada de Fourier para o §3(r)
() = — / is g3 (4.18)
(2m)?
Assim, ao substituirmos os resultados das equagoes (4.17) e (4.18) na (4.7), obte-
mos
<22
(—s +k3)g(s): 13’ (4.19)
(27‘(‘) 2 (271')
) ; (4.20)
s) = :
RRNCHHD
(4.21)

Ao substituir a equacao (4.20) na (4.11), temos que
1 1 isr__ 1 3
. /es (kQ—SQ)d S,

(4.22)

1 s 1 3
/6 md S.

A partir da equagao (4.22), verificamos a necessidade de mudar as coordenadas de

cartesianas para esféricas (ver Fig. 11). Assim
// f(x,y, 2)dedydz — ///f(s,@,qﬁ)s%en@dsd@dqﬁ

E importante destacar que algumas referéncias, inclusive o Griffiths (1995), consi-

dera d®r = dxdydz para representar de forma sucinta a existéncia de uma integral tripla
Veja que na equagao (4.22), esta convengao apresenta-se em termos de (s) devido sua

dependéncia na integral.
Note que, ao passo que buscamos a solucao de (4.22), facilmente encontramos o
(4.23)

2

resultado da integral de ¢ onde
do = 2.
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M3

Figura 11 — Representacao das coordenadas cartesianas em relacao as coordenadas esfé-
ricas da equagao (4.22)
Fonte: Elaborado pela autora

Por conveniéncia nos calculos, consideremos a forma exponencial dos niimeros complexos.
Assim,

isrcos 6 |T
e

/e"scosesenﬁdﬁ = —— (4.24)
0 isr |,

1
18T
. 1 —iST iST
n 18T (e e)
1
= ——[(cos sr — isensr) — (cos sr + isensr)]

18T

1
. (—2isensr)
2sensr

(eisr cos iST COS O)

— €

ST

Por 1ultimo e pouco trivial chegamos a integral de s onde substituimos os resultados
obtidos em (4.23) e (4.24) em (4.22), e obtemos

1 oo 2 sensr 1
-9 / - 24 495
Gr) o3 " o sr (k?— 52)8 ” (425)
1 2 o ssensr
_ Lz 22 s, 4.2
Gr) 272 r /o (k2 — 52)d8 (4.26)

Utilizamos o seguinte artificio matematico em (4.26) para simplificar e transformar

meu caminho de integragao de (0 — o0) para (—oo — +00)

1 2 1 [ ssensr
- _— .z " d 4.27
Gr) 212 r 4 J- (k? — s?) ” (4:27)

de maneira que,

Glr) = — /Oossen(”)ds. (4.28)

T dn%r ) (k% — s?)

O integrando restante nao é trivial e para simplificd-lo recorremos novamente a

notagao exponencial e fatoramos o denominador, ou seja, escreveremos (4.28) em termos
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de uma fun¢do complexa. Desta forma, temos que

I

e" = cos(sr)+isen(sr)
e = cos(sr) —isen(sr)

e — e = 2isen(sr).
Logo,
1, : —i, . .
_ isr _ —isTy _ isr __ _—isT 4.9
sen(sr) 22,(6 e ) 5 (e e ), (4.29)

assim, temos uma combinacao complexa do lado direito e para o lado esquerdo, exclu-
sivamente, uma fung¢ao real. Como isto é uma igualdade, entao o lado direito também ¢é
uma funcao real. Mesmo que pareca abstrato, o fato de introduzirmos termos complexos

ao sen(sr) nao anula sua condigdo real, e este permanece sobre a reta real (veja figura
12).

Im(s)

Lo\

K sevk Re(s)

s

Figura 12 — Contorno dos pélos no caminho inicial de integragao.
Fonte: GRIFFITHS, 1995, p. 411.

Para o denominador, segue que
(B =)= —(k* —s*) =5 —k* = (s — k)(s + k). (4.30)

Substituimos entao, (4.29) e (4.30) em (4.28), obtemos

ar) = — </+°° ST g /+°O Se—mds> RNV
871'.27‘ —oo (s —k)(s+ k) 0 (s—k)(s+k)

- (I, — I).

Sy

Note que a expressao (4.31) possui o integrando e a varidvel de integragao reais e
nao é trivial, assim, a resolugao desta expressao serd andloga ao exemplo da secao (3.4.3)
onde temos uma integral real e a resolvemos para os dois casos: real e complexo. Diferente

do que ocorre em (3.4.3) resolveremos I; e I, apenas para os métodos dado nas se¢oes
(3.3) e (3.4).
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4.1.1 Aplicacao da Férmula Integral de Cauchy

Para iniciarmos a aplicagdo da féormula integral de Cauchy, note que I e I5 sdao
integrais em termos de uma fun¢do que é complexa e sua variavel de integracao é real.
Porem, esta varidvel que esta na reta real pertence a um plano complexo, perfeitamente

ilustrado pela figura 12 e 13.

Im(z) Im(z)

Cr, Cr,

-R K +R Re(z) R +k +R Re(z)

(a) (b)

Figura 13 — Estratégia para representacao do caminho fechado Cr, e Cr,.
Fonte: Elaborado pela autora.

De acordo com Arfken (2007), Avila (2008) e Butkov (1988), o teorema de Rouché

permite que a primeira integral I; dada em (4.31) seja tratada da seguinte forma:

ds= lim [ ——< — ds, (k> 0). (4.32)

/ _/+OO Seisr +R Seisr
YT e (s—k)(s+ k) fos)or (s—k)(s+ k)

Analogo ao exemplo da se¢ao (3.4.3), sabemos que

ZeZZT‘ +R 86237‘ ZeZZT
dz = / —ds + dz, 4.33
e ey Lol A ey e Ll B oy o ey (433)
onde Cr, corresponde ao caminho fechado no sentido anti-horario, que sai de —R — +R.
Note, a partir da (Fig. 13a e 13b) que z = s+ 40 na maior parte do caminho e z = s+ ie,
onde € representa uma leve aproximagao do caminho, seja Cr, ou Cr, no contorno das
singularidades k, note ainda, que esta é uma saida para fugirmos das singularidades da

funcao real. Desta forma,

I = /_ ;OO %d@ (4.34)

em que pela férmula integral de Cauchy dada em (3.45),

ze

z+k]

I, = 2mi l = jme'*T, (4.35)

z=+k

A solucao para I, ocorre analogamente, com excecao da singularidade que nao esta mais

em +k, mas em —k (veja Fig. 12b), onde Cr, é um caminho fechado no sentido horério,
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que implica no resultado da féormula integral de Cauchy em —27i(f(2))|,—_x. Vejamos,

sendo

temos

+00 Zefizr
L = —/ dz
’ = CoRGTH

+o0 zem — k)
— — = 7d
/ (z + /<; =

I, = —2mi [ze k]

= — e
z=—k

z —

4.1.2 Aplicacao do Teorema dos Residuos

ikr

(4.36)

(4.37)

Andlogo ao que resolvemos para aplicacdo da féormula integral de Cauchy, com a

diferenca de que nesta secao, faremos uso do teorema dos residuos. Note que, para cada

integral fazemos um tratamento diferente em relacdo aos residuos, ao modo que para as

duas integrais dada em (4.31), identificamos imediatamente que os residuos sao f(z=

f(z=-k). Desta forma, para o caminho Cr, em que

de maneira que

Sendo,

Substituindo (4.40) em

Analogamente, para

Lembre que o caminho em Cf, ¢ fechado no sentido horari

Res(+k) = lim (z —k) l(z —

400 Zeizr
I = / d
Y e GoRr R

I = 2miRes(+k).

z—+k

oy ze'"
_th[@+kﬂ
keikr
2k

eikr

2

(4.39), obtemos

[1 = 2m

400 Ze—izr
I = _/ dz.
2 o Rzt R)

I, = —2miRes(—k).

o. Por isso,

k) e

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)
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Com isso, temos que

Res(—k) = limk(erk)[ e ] (4.44)

Substituindo (4.44) em (4.43), obtemos

—ikr

_[2 = —2m

(4.45)
= —ime'*T,
A partir dos resultados obtidos em (4.35) e (4.37), confirmados ainda pelo resul-
tados de (4.41) e (4.45), e substituidos em (4.31), verificamos que
i _eikr

G(r) = |(ime™™) — (—ime*n)| = , (4.46)

-~ 8n2r 4y

e este resultado estd de acordo com a solugao dada pelo Griffiths (1995).

As secoes (4.2) e (4.3) demonstram ainda, a importancia do conhecimento acerca
dos diferentes métodos de resolucao do calculo com variaveis complexa aplicado aa pro-
blemas da Fisica. Este é apenas um de muitos exemplos que podemos encontrar nao s6 na
Fisica da Mecanica Quantica, mas em outras areas de conhecimento como a Teoria Quan-
tica de Campos. Note ainda, que o resultado obtido para G(r) é apenas um indicativo
da solucao geral descrita na equagao (4.8). Para encontrarmos a solugao geral, terfamos
que resolver outra integral. Além disso, é importante verificar que 1 (r) é uma fungao
que depende do préprio sistema, ou seja, seu resultado dependerda do tipo de potencial
envolvido. Neste sentido, é aconselhavel a expansao desta funcao cuja solugao esta dentro

da prépria integral.
De acordo com Griffiths (1995), o resultado desta expansao da-se por
=+ / gV + / / gV gVibo + / / / gVgVgVibo + ..., (4.47)

onde cada termo da fungao possui um comportamento funcional que esta representado no

diagrama de Feynman abaixo.
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Figura 14 — Representacao das coordenadas cartesianas em relacao as coordenadas esfé-
ricas da equagao (4.23)
Fonte:Fonte: GRIFFITHS, 1995, p. 418.

Finalmente, temos que a expressao dada em (4.47) e o digrama de Feynman ( Fig.
14), sdo assuntos voltados a Teoria Quantica de Campos. E a partir daqui teremos um

outro trabalho que pode ser concluido numa Pés-Graduacao.
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Conclusao

Este trabalho teve por objetivo o estudo do célculo com fungoes de variavel com-
plexa e sua aplicacdo ao problema tipico da Fisica da Mecanica Quantica. Focamos prin-
cipalmente, no estudo de métodos matemaéticos utilizados para demonstrar a importancia
deste calculo em parte da solucao da equagao de Schrodinger independente do tempo.
Assim, a formula integral de Cauchy e o teorema dos residuos ganharam destaque por

serem solucao do nosso problema proposto.

Antes de chegarmos a aplicacao de alguns métodos no capitulo 4, introduzimos
nos capitulos 1, 2 e 3 fundamentos importantes que auxiliaram no desenvolvimento da
solucao do problema proposto. Um exemplo disso, é que para compreendermos da fungao
de Green com o plano complexo, necessitamos rever a definicao de uma funcao expo-
nencial complexa. Desta forma, integrais nao triviais, com singularidades no interior de
um caminho C' fechado ou até mesmo pertencentes a uma reta real no plano complexo,
foram resolvidas. Algumas apenas com auxilio algébrico e outras por meio dos métodos

apresentados.

E importante destacar, que devido as sutilezas do cdlculo com funcoes de varigvel
complexa, conseguimos a partir do tratamento matematico, resolver integrais com inte-
grando e variavel de integragao reais. Isto s foi possivel, devido aos detalhes explorados
nos primeiros capitulo, no qual notamos que é possivel uma funcao estd numa reta real,
e a0 mesmo tempo, esta reta pertencer ao plano complexo. Assim, a solucao de tais in-
tegrais foi possivel, nao excluindo a revisao das demais condigoes, e ainda, o artificio de

identificar o método mais adequado a ser utilizado.

No desenvolvimento de parte solugdo da equacao de Schrodinger, é possivel ainda
notar que utilizamos diversos artificios matematicos no intuito de facilitar nossos calculos,

um exemplo simples disso foi a mudanca de coordenadas de cartesisanas para esféricas.

Contudo, este trabalho ¢ importante por conter detalhes do calculo que nao encon-
tramos em outros livros introdutérios do estudo da Mecanica Quantica e Teoria Quantica
de Campos. Por isso, todo o estudo desenvolvido é base de estudo para qualquer aluno
que queira introduzir ao estudo destas areas. Outros exemplos de aplicacio destes calculos
podem ser encontrados em problemas da otica ondulatoria, como na difracao de Franho-
fer, que apresenta integrais nao calculaveis no plano real, ou ainda, cuja solu¢ao torna-se

factivel por meio dos métodos explorados neste trabalho.
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