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Resumo

Este trabalho de conclusao de curso tem como objetivo fazer uma revisao bibliografica
da disciplina de Mecéanica Quantica buscando entender melhor os formalismos apresen-
tado por essa nova ciéncia. Para elabora-lo, buscaram-se algumas referéncias antigas e
atuais, tendo o trabalho se fundamentado nos livros escritos por Eisberg e Resnick, Leo-
nard Susskind e ART Friedman, J. J. Sakurai , David J. Griffiths, P. A. M. Dirac e em
alguns sites da internet. Esta revisdo bibliografica apresentara o formalismo da mecénica
quantica onde serao abordados os conceitos tais como principio de incerteza, superposicao
de estados, dualidade onda-particula, distribuicao de probabilidade e nao localidade da
particula, o espaco de Hilbert, transformagoes lineares e operadores e dinamica quantica.
Com a analise dessas referéncias nota-se o quao é importante o estudo desses formalismos
para a compreensao do dos conceitos da mecanica quantica.

Palavras chave: Formalismo da Mecanica Quantica.



Abstract

This work of conclusion of course had as objective to make a bibliographical revision
of the discipline of Quantum Mechanics in order to better understand the formalisms
presented by this new science. In order to elaborate it, some references were looked
for older and others current, the work being based on the books written by Eisberg
and Resnick, Leonard Susskind and ART Friedman, JJ Sakurai, David J. Griffiths, Pam
Dirac and in some sites of the Internet. This literature review will present the formalism
of quantum mechanics, where concepts such as uncertainty principle, superposition of
states, wave-particle duality, probability distribution and nonparticle locality, Hilbert
space, linear transformations and operators, and dynamics quantum theory. With the
analysis of these references it is noted how important is the study of these formalisms for
the understanding of the concepts of quantum mechanics.

Keywords: Quantum Mechanics formalism.



Introducao

O estudo da mecanica quantica teve grandes avancos no século X X, e se mostrou
uma disciplina que tem sua teoria dificil de ser compreendia e pouca ligacdo com o mundo
classico, porém provocou uma grande revolucao nas ideias da Fisica cléssica, trazendo
uma visao incomum da realidade, onde os conhecimentos acumulados de quantica eram
enigmaticos.

A mecénica quantica esta presente em varias disciplinas, tais como quimica, ciéncias
da saude, as engenharias e no estudo da nanotecnologia. Esses exemplos demostra a
importancia em um aprofundamento e de se dar uma atengdo a mais para essa nova
ciéncia.

Para o desenvolvimento do presente trabalho foi realizado uma revisao bibliografica do
formalismo da mecéanica quantica. Ao estudar os conceitos da disciplina tive muitas difi-
culdades em compreender os conceitos de superposicao de estados, principio de incerteza,
dualidade onda-particula, distribuicao de probabilidade e nao localidade da particula,
porque esses contetdos fogem do raciocinio logico, e se mostram muito distante da logica
da mecAnica cléssica, pois os fendmenos que ocorrem nas dimensoes atdmicas & (107'° m)
e subatomicas (1071 m <) nio criam condigdes para uma melhor interpretagio no mundo
macroscopico.

Por isso é muito importante antes de se aprofundar no estudo da mecanica quantica
aprender os formalismos propostos por Paul A. Dirac, E. J. R. A. Shrodinger e W. Hei-
senberg, entre outros. Os autores usam da ferramenta matematica para propor as teorias
da mecanica quantica. Sem o entendimento dos conceitos apresentados por esses fisicos,
torna-se dificil a aprendizagem da Fisica quantica.

Este trabalho apresentard o formalismo da mecénica quantica propostos por Paul

Dirac, E. Shrodinger e W. Heisenberg. O trabalho é dividido em cinco capitulos: no



primeiro capitulo serao brevemente detalhados conceitos introdutorios tais como mecanica
matricial, mecanica ondulatéria, mecanica Quantica de Dirac, o principio de incerteza
e o principio de correspondéncia. No segundo capitulo serdao abordados os postulados e
fundamentos matemaéaticos da mecanica quantica, iniciando com explicagoes sobre o estado
classico de uma sistema, em seguida apresentando a definicdo de estado Quantico e os
principais postulados da Mecanica Quantica. Em relacao ao formalismo serao abordados:
o espaco de Hilbert, o espago dos kets, o espaco dos bra e transformacoes e operadores
lineares. No terceiro capitulo abordara a representacao matricial de estados e operadores
quanticos, explicando os autoestados, autovalores, e expansao de kets. O capitulo quatro
definira os conceitos de medigoes e observaveis e finalmente, o capitulo cinco se explicara
a dindmica quantica, a evolucao temporal, o teorema de Ehrenfest os estados estacionario
e a base dos estados de energia. Mostra-se também a relacao entre as Mecanicas Matricial

e Ondulatéria.



Capitulo 1

Conceitos introdutorios

1.1 A Mecanica Quantica

A mecanica quantica juntamente com a teoria quantica de campos sao duas formula-
¢oes fundamentais da Fisica que tratam dos fendmenos que ocorrem na natureza na escala
de dimensoes de tamanho da ordem de atomos e particulas subatomicas.

A Fisica Classica pode ser derivada a partir da Mecanica Quantica como uma apro-
ximacgao valida apenas em escalas macroscépicas. Na Mecénica Quéantica grandezas tais
como energia, momento linear, momento angular, e outras podem assumir apenas valores
discretos, e os objetos possuem simultaneamente caracteristicas ondulatérias e corpuscu-
lares, existindo limites para a precisad com a qual essas grandezas podem ser conhecidas.

Os fundamentos da Mecanica Quéantica foram estabelecidos no decorrer da primeira
metade do século XX por Max Planck, Niels Bohr, Werner Heisenberg, Louis de Broglie,
Arthur Compton, Albert Einstein, Erwin Schrodinger, Max Born, John von Neumann,
Paul Dirac, Enrico Fermi, Wolfgang Pauli, Max von Laue, Freeman Dyson, David Hilbert,

Wilhelm Wien, Satyendra Nath Bose, Arnold Sommerfeld, e outros.
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1.2 Formulacoes da Mecanica Quantica

1.2.1 Mecanica Matricial

A Mecanica Quantica Matricial foi a primeira formulagdo consistente da Mecanica
Quéntica. Foi criada por Werner Heisenberg ! (Nobel em Fisica 1932), Max Born # (Nobel
em Fisica 1954), e Ernst Pascual Jordan ® em 1925. Esta fundamentagio interpreta as

propriedades fisicas observaveis das particulas como matrizes que evoluem no tempo.

1.2.2 Mecanica Ondulatoria

A Mecanica Quantica Ondulatéria é uma formulacdo da Mecanica Quantica devida
a Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger ¢ criada em 1926 (Nobel em Fisica 1933).
A formulacdo tem base em uma equacao diferencial parcial que descreve como o estado

quantico de um sistema fisico evolui no tempo.

1.2.3 Mecanica Quantica de Dirac

A formulacdo matematica rigorosa da Mecanica Quéntica é devida a Paul Adrien
Maurice Dirac (Nobel em Fisica 1933), David Hilbert (matemético alemao), John von
Neumann (fisico e matematico hungaro), e Hermann Klaus Hugo Weyl (fisico e matemé-
tico alemao). Esta teoria unifica as duas formulagoes anteriores, inclui a generalizagdo

relativistica da teoria e a abstracao moderna de movimento no espaco de Hilbert.

1.3 O principio de incerteza

O principio de incerteza, formulado pela primeira vez por Werner Karl Heisenberg em
1927 e estabelece, por meio de varias inequac¢oes matematicas, um limite fundamental de
precisao com o qual determinados pares de propriedades fisicas de uma particula (varidveis

complementares), tais como posi¢do e momento, podem ser conhecidas.

IFisico alem#o. 5 de decembro de 1901, 1 de fevereiro de 1976.
2Fisico alemao. 11 Decembro 1882, 5 Janeiro 1970

3Fisico alemao. 18 Octubro 1902, 31 Julho 1980

4Fisico austriaco. 12 de agosto de 1887, 4 de janeiro de 1961
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A equacao que relaciona o desvio padrao da posicao Ax e o desvio padrao do momento
Ap, foi derivado por Earle Hesse Kennard em finais de 1927 e por Hermann Weyl em

1928 [1].

Axlpy >

N >t

h

Og0p = 5

onde h é a constante (h/2m) reduzida de Planck e

00 = Ax = [(32) — (3)2

Op = Apa: = <pA3:2> - <pA:c>2
sao os desvios padrao da posicao e do momento respectivamente. As defini¢oes estarao

abaixo.

1.4 O desvio padrao

¢ uma medida que quantifica a dispersao de um conjunto de valores de uma grandeza.
Um desvio padrao pequeno indica que os dados estao espalhados proximos do valor médio
ou valor de expectacao. Um desvio padrao grande indica que os dados estao dispersos

sobre um amplo intervalo de valores. E representada na figura 1.1
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Figura 1.1: grdfico da distribuicaio normal onde cada faira possui uma largura de um
desvio padrdo [2].

1.4.1 Principio de incerteza para um pacote de onda gaussiano

Considere-se a funcao densidade de probabilidade gaussiana ou distribui¢cao normal

1 (@—p)?
V2mo? 202

Onde (x) = p é o valor de expectacio, (Ax)? = ((x — pu)?) = 0? é a variancia, e Ar = o

Flat=0)=

é o desvio padrao. Um pacote de onda ¥ (z,t) = f(z,t) que descreve uma certa particula
quantica possui uma amplitude modulada por uma funcao Normal ou gaussiana. Em um

instante particular de tempo f(z,t = 0) a fungao

é representada na figura 1.2
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-172

Figura 1.2: Pacote de onda f(z,t = 0) com perfil gaussiano em ¢t = 0.

Considerando o valor esperado de x como sendo p = 0 e desconsiderando a fase arbitraria,

calcula-se a transformada inversa de Fourier para obter a funcao de onda correspondente

g(k) no espago k,

=
-
~
Il
=
Il
5
)
—
g 8
| — |
[\
S|~
1
[\&)
—_
NI
|
é?‘s
[\
m‘
3
8
QL
8

1
20 kAo /2)2 212
/ > (z+ikdo?/2) e~ C k dr.

9(k) = 127r [\/2202] e

Pode-se mostrar que,
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g(k) = —— | — e ke’ /oo e 7" dx.
V2T |\ 27102 —00

O resultado da integral é,

de forma que

1 o

r,t=0) = le 407,
% 21.2
g(k,t=0)= (%) ek

entao
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(#2) = [ f*(2)a* f(z)dz = [ 2*|f(2)| de

(#) = Jg J 2?3
(32) = 1 V(20?3
)= oer 2

(#%) = o?

de forma que,

No espago k, (k) = 0, de forma que

8 = [ " (k)2 F(R)ak = [ 2]g(k) Pk

~ 20 21.2
2\ _ 2 202k _
<k>_\/%/ke = 4o

Usando a integral

Assim,



Segundo o principio de incerteza AxAp, > ’% assim para a funcao de onda gaussiana

temos

A:L‘AkZUQl

AxA(hk) >

DO | St

de foma que, para o pacote de onda gaussiano,

St

\)

Temos entao duas fungdes com as seguintes densidades de probabilidade,

., Lz
|f(x, t=0) = e 207,
2mo
]{72
1 To( L
gl t = 0)* = e %)

| |
2 .
100 Jf(x) | . |g (k) |2
80 0.015
60
0.01
40
0.005
20
0 0 — : —
004 002 0 002 004 X 200 150 -100 -50 O 50 100 150 200 K

Figura 1.3: Densidades de probabilidade |f(x,t = 0)]* e |g(k,t = 0)* para 0 =
0.01.Quando maior a precisao em Ax, maior a indeterminac¢do em Ak
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f(z) representa uma particula que esté localizada aproximadamente no intervalo de lar-
gura da distribui¢ao, observa-se uma dependéncia inversa de f(z) e g(k) em o, isto significa
que se a distribuigdo da posicao é estreita Axr — 0 entdo, a distribuicdo do ntimero de
onda é larga e Ap, — o0 e vice versa. Esse comportamento oposto das larguras das distri-
buigbes é também verdadeiro para outros pares de fungoes nao gaussianas. Se uma fungao
é estreita (larga), logo sua fungao reversa de Fourier é larga (estreita). Uma interpretagao
fisica do principio de incerteza é a seguinte. Se é necessario medir a posi¢ao da particula
pode-se empregar fétons para iluminar as particulas e observar aqueles que foram espa-
lhados em determinada direcao. Fotons carregam momento de forma que eles transferem
parte desse momento as particulas quando elas colidem. Portanto, havera uma incerteza
no valor do momento das particulas. Mais ainda, se for necessario refinar a medicao da
posicao sera necessario empregar ondas eletromagnéticas de menor comprimento de onda,
devido a que é impossivel resolver a posicao de uma particula a uma precisao menor que
a ordem de grandeza do comprimento de onda da luz que estd sendo empregada. Logo,
se deseja-se diminuir Az é necessario diminuir o comprimento de onda, o que significa
incrementar a frequéncia (ja que v = ¢/)\), e assim incrementar o momento dos f6tons
(p = hv/c). Isto certamente incrementard a dispersao do momento Ap. Assim um valor
pequeno de Az, implica um valor grande de Ap consistente com o Principio de incerteza.
O Principio de incerteza estabelece que independentemente da precisao do experimento
para medir a posi¢ao ou o momento das particulas nao sera possivel diminuir o valor limite
Az Ap > h/2. Este principio de incerteza nao é um resultado que depende da precisao
do experimento. Ao invés, é uma consequéncia matematica da natureza ondulatéria da

matéria relacionada com a analise de Fourier.

1.5 Principio de correspondéncia

O principio de correspondéncia, formulado inicialmente por Niels Henrik David Bohr ® em
1920 estabelece que o comportamento dos sistemas descritos pela fisica quantica reproduz
a fisica classica no limite de niimeros quanticos grandes. Isto é, para grandes orbitas e

grandes energias o cdlculos quanticos devem concordar com os célculos cléssicos [3].

5Fisico dinamarqués. 7 October 1885, 18 November 1962
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1.6 Exemplo

1.6.1 O oscilador harménico quantico

Segundo a mecanica quantica, a energia total de um oscilador harmonico quantico unidi-

mensional é formado por um conjunto discreto de valores,

E, = <n + ;) hw
comn =0,1,2, ..., haconstante reduzida de Planck, e w a frequéncia angular do oscilador.
Para um oscilador harménico cldssico (por exemplo o sistema massa-mola unidimensio-
nal),
E = —mw?A?

Da comparacao das duas equagoes,

1 1
<n + 2) hw = imw2A2

Colocando em evidéncia n,

mwA? 1

2h 2

n =

Se considerarmos valores tipicos de um oscilador na escala humana m = 1 kg, w =
1rad/s, e A =1m, logo n ~ 4.74 x 103. Esse é um nimero estremamente grande de
forma que o sistema esta verdadeiramente no limite do principio de correspondéncia. No
mundo macroscopico apenas percebemos um continuo de energias para o sistema por que
a diferénca entre niveis de energia ¢ da ordem de Aw ~ 1.05 x 1073* J, muito abaixo do

que qualquer microscopio possa resolver. Dizemos entao que estamos no limite classico.
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Capitulo 2

Fundamentos da Mecanica Quéantica

2.1 Estado classico de um sistema fisico

O conhecimento das coordenadas generalizadas de um sistema em um instante de tempo
dado permite a determinagao da localizacao, orientacao e movimento do sistema, nesse
instante. A localizagdo, orientagdo e movimento do sistema em um dado instante de

tempo especificam completamente o estado do sistema em esse instante.

2.1.1 Mecanica Newtoniana

Na mecénica de Newtoniana, a Segunda Lei de Newton relaciona o estado de um sistema

fisico com a forga total que atiia sobre o sistema.

N F(7t) = ma

Fr(r,t) = m—
R(r7 ) mdt
.. &7
FR(T, t) = m@

A resolucao da equacgao diferencial fornece o estado do sistema em qualquer tempo, uma
vez conhecido o estado inicial. A teoria é preditiva e as suas previssoes podem ser testadas

por subsequentes observacoes do estado do sistema. A equacao da segunda lei de Newton

20



incorpora todos os conceitos fundamentais que sao usados para a descricdo de qualquer

sistema fisico:
e O estado do sistema é descrito por um objeto matematico,
e A dinamica estd codificada em uma equacao diferencial (equagao de movimento).

O estado de uma particula pontual é especificado pela sua posicao 7(t) = [x(t),y(t), z(t)]
e pela sua velocidade 7(t) = [i(t),y(t), £(t)] como funcdes do tempo. 7(t) é um vetor e
gera uma trajetoria em um espaco n-dimensional.

A dependéncia temporal de posicao da particula é obtida pela resolucao da equagao 2.1.
A solugao de uma equacao diferencial de segunda ordem é completamente determinada
uma vez que conhecemos o valor de sua fungao e de sua primeira derivada no tempo inicial
to.

Por exemplo para uma particula pontual de massa m que experimenta uma forca constante

F:

F(t) = 5 (= t0)* + 7{to) (t = to) + 7(to) (2.1)

Dada a posicao e a velocidade do sistema em um instante dado t,, a trajetoria completa
pode ser determinada pela equacao 2.1. Em conclusdo, o estado fisico de um sistema
classico é completamente determinado pelo conhecimento da sua posicao e velocidade em

um tempo dado (7,7 = 1.

2.1.2 Mecanica de Hamilton

No formalisnmo da mecanica de Hamilton uma variavel dindmica geral que representa
uma grandeza fisica é uma fungdo A(q, p) no espago de fases I'(q1, G2, -, @n; D1, D2, s Pn)
de dimensao 2n. O Hamiltoniano H(g,p) determina a dindmica através das equagoes

canonicas de movimento

.’i:_ = iaH
Bi=—%-=p
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Com A,B como sendo o colchete de Poisson de A com B

qi Op; Pi 04;
Neste contexto, um estado puro é representado por um simples ponto(qi, , G2, , ---Qn, 70 P1, s D25 vy Py |
(Go,Po) € I'. Cada varidvel dindmica A, como posi¢do ou momento, possui em esse es-
tado um valor numérico definido A(qo, po) sem incerteza ou dispersao. Postula-se que, em
principio, todas as variaveis dinamicas associadas com o sistema podem ser medidas com

precisao infinita.

2.2 Estado quantico de um sistema

Na fisica quantica a situacao é diferente devido ao papel fundamental desenvolvido pelo
processo de medi¢ao. Quando uma variavel dinamica é medida o estado que descreve o
sistema é modificado de uma forma imprevisivel e, de acordo com o principio de incerteza,
isto coloca um limite para a precisao com a qual as variaveis dinamicas complementares
podem ser medidas de forma simultanea.

Descarta-se entao a nocao de que todas as variaveis dinamicas do sistema possuem valores
bem definidos em cada instante de tempo, ao invés disto, a Mecanica Quantica apenas
pode prever o numero de vezes n que um resultado particular sera obtido quando um
nimero grande N de sistemas fisicos independentes identicamente preparados (ensemble
estatistico) é submetido a um processo de medi¢ao. Em outros termos, a mecénica quan-
tica prediz a frequéncia estatistica n/N ou probabilidade de um evento. Na mecénica
Quantica, o estado de um sistema é especificado por um vetor |a) definido em um es-
paco vetorial complexo, de dimensao finita ou infinita, denominado espaco de Hilbert, H.
As varidveis dindmicas A que representam grandezas observaveis sao representadas por
operadores hermitianos A que atuam sobre o espago de Hilbert, H. Postula-se que cada
vetor |a) € H nao nulo é normalizado e determina um estado quéntico puro com toda
a informacao que precisa ser conhecida sobre o sistema. FEstados quanticos podem ser

puros, mistos, e enmaranhados .

1Specify
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2.3 Os postulados da Mecanica Quantica

A mecanica quantica é uma teoria axiomética por que esta fundamentada em poucos

principios ou postulados.

2.3.1 Postulado 1

E possivel em determinadas circunstancias, associar um Vetor a um
Estado Quantico de um sistema fisico ou ensemble. Este Vetor de
Estado, |a), contém toda a informagao que pode ser conhecida sobre o
sistema em questao, Ele esta definido em um espaco de Hilbert complexo
Hde dimensao finita ou infinita e pode ser multiplicado por um ntmero

complexo arbitrario sem alterar o seu significado fisico.

2.3.2 Postulado 2

Os estados dindmicos de um sistema quantico podem se combinar em

acordo com o principio de superposicao.

2.3.3 Postulado 3

A cada varidavel dindmica A é associado um operador linear A . A cada
observavel de um sistema fisico é associado um operador auto-adjunto

ou hermitiano permitindo um conjunto completo de autofuncdes.

2.3.4 Postulado 4

O tnico resultado de uma medigao precisa de uma variavel dindmica A

¢ um dos autovalores a,, do operador linear A associado com A.
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2.3.5 Postulado 5

Se uma série de medi¢oes da varidavel dinamica A é realizada sobre um
ensemble de sistemas descritos pelo vetor de estado |¥), o valor de

espectacao ou valor mais provavel desta variavel dinamica é:

(A
= )

2.3.6 Postulado 6

Um vetor que representa qualquer estado quéntico |a) de um sistema,
pode ser expresso como uma combinacao linear dos autovetores de A,

onde A é o operador associado com a varidvel dindmica A.

2.4 O formalismo da mecanica quantica

2.4.1 O espacgo de Hilbert

O espago de Hilbert H é um espaco vetorial de produto interno complexo. O produto
interno (f|a) é uma estrutura adicional que associa a cada par de vetores |a) e |5) de H,
uma quantidade escalar complexa C = (|a) denominada produto escalar dos vetores. O
espago de Hilbert é um espago métrico completo em relagao a distancia definida pela norma
do produto interno. Segundo o postulado 1, é possivel, em determinadas circunstancias,
associar um elemento de um espaco de Hilbert ou vetor a um Estado Quantico de um

sistema fisico ou ensemble.

Definicao

O espacgo de Hilbert é um espaco vetorial H sobre o corpo C dos niimeros complexos,

junto com o mapeamento
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(.|.) : Hx H — C, e as seguintes propriedades:

L(a[B) = (Bla)*, V|a), | B)eH; (2.2)
2.(az1 + bxaly) = alz1]y) + b{xaly), Va, beC; (2.3)
3.(a|a) > 0. (2.4)

A norma é uma funcao real definida por

') [|= v/ {Bla), (2.5)

e a distancia entre dois pontos localizados por |a) e |5) em H é definida em termos da

norma por

d(a, B) =| o) = |8) [|= \/{a = Blar = ). (2.6)

2.4.2 O espaco dos kets

Cosidere-se um espaco vetorial complexo H cuja dimensionalidade é especificada em
acordo a natureza do sistema fisico em estudo. O espacgo vetorial em questao é conhecido
como Espaco de Hilbert em homenagem a David Hilbert, matematico alemao que estu-
dou os espacos vetoriais em dimensoes infinitas. Na mecéanica quantica um estado fisico
é representado por um vetor de estado em um espacgo de Hilbert. Segundo Paul Dirac,
denomina-se a esse vetor de ket e denotamos por |a). Postula-se que este ket contém
a informacdo completa sobre o estado fisico do sistema em estudo. Um ket |a) é um
elemento do conjunto {|a®)} = H.

O conceito de espaco de Hilbert é uma generalizagdo do conceito de espago euclideano.
Esta generalizagdo permite que nogoes e técnicas algébrecas e geométricas aplicaveis a
espagos de dimensao dois e trés se estendam a espacos de dimensao arbitraria, incluindo

espacos de dimensao infinita.

Propriedades dos kets

1. Dois kets podem ser somados,
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) +18) = 7). (2.7)

A soma |y) é um outro ket, com |y) € H

2. O produto de um ket |a) por um niimero complexo c,

cla) = |a)c, (2.8)

é um outro ket.

3. Associatividade da adi¢ao. Dados |a),|8),|7) € H,

@)+ (18) + ) = () +15)) + ),

4. Comuntatividade da adigao. Dados |a),|3) € H

) +16) = 16) + ), (2.9)

5. Ket nulo. 3 ]0) € H tal que,

) +10) = 10) + (la) = |a), (2.10)

6. vetor inverso. V |a) € H 3 —|a) tal que,

@) = (la)) = 10), (2.11)

7. Produto escalar distributivo. Dados |a),|5) € H,e c € C

c(la) +18)) = ¢[B) + clay, (2.12)

8. Produto escalar comutativo. Dados |a) e H e cd e C

c(d|a)) = (ed)|a). (2.13)

Um dos postulados fisicos estabelece que |a) e c|a), com ¢ # 0, representam o mesmo

estado fisico, isto é apenas a diregao é significativa nos espagos vetoriais.
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2.4.3 Espaco dual
Funcional linear

Um funcional linear (co-vector)f é um mapeamento linear de um espago vetorial V para
o campo ou corpo dos escalares C isto é f: V — C.

Por exemplo no espaco vetorial n-dimensional R", se vetores sdao representados como
matrizes coluna, logo os funcionais lineares sdo representados como matrizes linha e a sua
acao sobre os vetores é dada pelo produto interno, ou produto matricial com vetor linha
pela esquerda e o vetor coluna pela direita. Em geral, se V' é um espaco vetorial sobre
o campo C, logo um funcional linear f é uma funcao de V para C que é linear, com as

propriedades

f(la) +16)) = fla) + f19) Vla), |8) € V f(ala)) = afla) V [a) éVia e C. (2.14)

definicao

O conjunto de todos os funcional lineares, f, do espago de Hilbert H para C forma
um espago vetorial sobre C juntamente com as operagoes de adi¢cao e multiplicagao por
um escalar. Este espaco chamado espago dual de H e é denotado por H*. Em outros
termos, dado um espago vetorial H sobre o campo ou corpo C, o espago dual H* é
definido como o conjunto de todos os funcionais lineares f: H — C. O mesmo espaco
dual Hx* torna-se um espaco vetorial sobre C quando preservadas a adi¢ao e multiplicagao

por um escalar. se H é dimensionalmente finito, logo H* possui a mesma dimensao de H.

2.4.4 O espaco dos bra

O espago ‘H*, dual do espago de Hilbert H, é formado polo conjunto de elementos de-
nominados bra-vectors ou simplesmente bra e denotados por (f|. Dizemos que (] é o
adjunto de |5) e corresponde ao complexo conjugado da matriz associada ao estado. Esta

operacao é agora indicada pelo simbolo . Assim,

Bl=18)". (2.15)

Postula-se que para cada ket |5) existe um bra, denotado por (3| neste espago dual.
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Para uma combinacao linear
T k *
le1la) + el B)] = ci{al + 3(8) (2.16)

2.4.5 Operacoes entre brackets
Produto interno

Define-se o produto interno de um bra e um ket por

({B1)-(Je) = (Blev), (2.17)

sendo o resultado, em geral, um ntiimero complexo. O produto interno de bras e kets

possui duas propriedades fundamentais

e (Bla) = (alB)

e (ala) > 0.

Ortogonalidade dos kets

Dois kets |a) e |) sdo ortogonais se,

(a]B) = (Bla) =0 (2.18)

Norma de um ket

Dado um ket |«) ndo é nulo, é possivel normalizar este ket de forma que o ket normalizado

|&) é:

com a propriedade que,

Geralmente y/(o|a) é denominada a norma de |«a).
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Produto externo

O produto externo de um ket |3) por um bra («| é definido por

(18)) x ({a]) = [8){e

Este produto possui as caracteristicas de um operador. Considere-se o produto externo

|8)(cr| de um bra e um ket, atuando sobre um estado |a)

(la"}d'Dla) = [a"){d'|er) = carla’)

la’){(d'|a) é a projegdo vetorial ou a componente vetorial de |o) na direcao de |a’).
Observa-se que |a’)(a’| seleciona a porgao do ket |a) paralela a |a’), de forma que |a’){d/|
é conhecido como o operador projecao ao longo da base de estados |a’) e é denotado

por Ay:

Ay =) {d].

¢y = (d'|a) é a projecao escalar de |«) sobre |da’), isto serd mostrado posteriormente ao

estudar a decomposicao de um ket em funcdo dos autoestados de um operador.

2.4.6 Expansao de um ket

Seja {|a’)} = (JaV),|a®), ..., |a™)) uma base de kets no espaco de Hilbert N —dimensional
H. Um estado arbitrario |a) deste espago pode ser expresso como uma combinacao linear
dos vetores base,

la) = c,m]aM) + c,0|a®) + ..+ c o |a™),

N
o) = > cwla’)
a/

onde os ¢, sao constantes complexas e representam as componentes do ket.
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Norma quadradica de um ket

A norma quadratica ou comprimento quadratico de um estado arbitrario |«)

expandido em uma base de autoestados de H ¢ definada por

(ala) = (Zc " "|)<§:ca/|a')>

(ala) = ZZCQ,,CG a’|a’)

a’ o

Se os kets base sao ortonormais (a”|a’) = dgrar,

N N
(ala) =D cicabara

U/” G/l

(a]a) = Zc /Cat

(o) = Z |car|?

Que é uma quantidade positiva. A norma do vetor é portanto,

{ala) = | Z|ca K

2.5 Transformacgoes Lineares e Operadores

2.5.1 Transformacoes lineares

Uma transformagcéo linear 7' é um mapeamento que atribui a cada estado fisico la) de
um espaco vetorial V um outro vetor T'|er) = |8) que pertence a outro espaco vetorial V.

E portanto, uma transformacio entre dois espacos vetoriais T:V =V , com dim V =
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dim V' = N < oo, sobre o mesmo campo dos escalares C (ou corpo dos nimeros

complexos) que preserva as operagoes de adi¢do e multiplicacdo por um escalar?.

2.5.2 Operadores lineares

Um operador A é uma transformagao linear que atribui a cada elemento |y) de um espago
vetorial V' um outro vetor que pertence ao mesmo espaco vetorial V', istoé A: V — V. Se
A é o operador associado com a transformagao linear indicada e |y) é um estado arbitrario

de H, entao a acao do operador sobre o ket é denotada pela equacao

Aly)=19)

onde [0) € V. Em acordo com o postulado 3, na Mecanica Quantica, a cada varidvel

dindmica A e é associado a um operador linear A.

Propriedades dos operadores

Os operadores que consideraremos sao lineares no sentido em que sao preservadas a adicao

vetorial e a multiplicagdo por um escalar,

X(eila) + c2|8)) = e1Xa) + 2 X]5),

X(cla)) = eX(ja)) = X

Um operador atua sobre um ket pela esquerda,

B(|8)) = B|B)

O produto resultante é um outro ket.

Dois operadores A e B sao iguais A = B se,

Ala) = Bla).

2 Anel comutativo.
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Aéo operador nulo se, para qualquer ket arbitrario |a)

Ala) = 10).

Operadores podem ser somados; as operagoes de adi¢cao sao associativas e comutativas:

A+B=B+A

~ -~ ~ ~

A+(B+C)=(A+B)+C.

Operadores AeB podem ser multiplicados, sendo que as operagoes de multiplicacao entre

operadores é em geral ndao comutativa. Assim,

AB # BA.

A multiplicagdo de operadores é associativa,

(2.19)

O resultado ¢ outro bra. O ket Ala) e o bra (|4, em geral, nio sdo o dual do outro.

Define-se o simbolo } para indicar que

Ala) + (oAl

O operador AT ¢ denominado o operador adjunto do operador A3

Se a agao de um operador A sobre |a) é seguida pela agao do operador B o resultado sera,

BAla) = B|B) = |7)

Se as agoes dos operadores A e B sobre o estado |«) ocorrem na ordem contraria, o

3Generalizacdo da transposta conjugada de matrizes quadradas.
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resultado serd outro estado. Em geral, AB|a) ¢ diferente de BA|a). Isto é expresso por

uma combinacao especial de produtos denominada comutador de Ae B.

[A,B] = AB — BA
que ¢ um operador nao nulo.

Para cada operador A existe um operador inverso denotdo por A~! os quais definem o

operador unitario quando combinados,

O inverso do operador unitario é ele préprio. [4]
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Capitulo 3

Representacao matricial de estados e

operadores

3.1 Autoestados e autovalores de um operador

Se A é uma transformacao linear de um espago vetorial H, sobre o campo dos ntimeros
complexos C, nele mesmo A : H — H e la) # |0) é um estado que pertence a H, logo
la) é um autoestado de A se Ala) é um miltiplo escalar de |a). Esta condicao pode ser

escrita pela equacao:

Ala) = ala), (3.1)

entdo, |o) é denominado autoestado (eigenstate) do operador A e o é um escalar (ntimero
complexo), denominado autovalor associado com o autovetor |«). Assim, um autoestado
de um operador, definido em um espago vetorial, ¢ um vetor nao nulo cuja direcao nao
muda quando a transformagcao linear é aplicada sobre ele. Se o espago vetorial H é di-
mensionalmente finito, logo a transformacao linear pode ser representada por uma matriz

quadrada e o vetor por um vetor coluna.
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3.2 Operacoes adjuntas

Inicialmente temos identificado ao vetor bra (a| como o dual ou adjunto do ket vetor |«)

1. E possivel entdo introduzir o operador adjunto. Seja

|8) = ala),
onde a é um numero complexo.
O vetor bra adjunto ¢é entao
(Bl = a” (af
(Bl = (a] a’
devido a que a é apenas um escalar.
Se agora temos o vetor de estado,
18) = Aa),

onde A é um operador, resulta natural definir o operador adjunto A" tomando o ajunto

de |3), isto é

(B = (a] AT,

onde Af atua pela esquerda.

Também,

(a A)f = a* Af

3.3 Operador auto-adjunto ou hermitiano

Um operador linear A, em um espaco de Hilbert, é dito auto-adjunto ou hermiti-

ano se ele é igual ao seu préprio operador adjunto Af, isto é

Idefinido apenas em relacdo ao produto interno de vetores de estado.
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A=At

Se o espaco de Hilbert é dimensionalmente finito e uma base ortonormal pode ser escolhida,
logo o operador A é auto-adjunto se, e somente se, a matriz que descreve A em relacao a
esta base ¢ Hermitiana, isto ¢, ¢ igual a sua transposta conjugada. Matrizes hermitianas

sao também denominadas auto-adjuntas.

Teorema

Todos os autovalores de um operador hermitiano sao reais [5].

Prova

Partindo da equacao de autovalores para um operador hermitiano

Ald'y = d'|d") (3.2)
Tomando o conjugado hermitiano de ambos os membros
<a/|ﬁT = a"{d|
Usando a condigio de que A = At e multiplicando por la’),
(o) Ala') = o (a'ld') = a'{/|a)

Como (d|a’) # 0 segue que

Teorema

Todos os autoestados ou autofunc¢ées de um operador hermitiano correspondentes a au-

tovalores distintos sao ortogonais.
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Prova

Partindo da equacao 3.2, e tomando o conjugado hermitiano de ambos os membros da

equacao,

<a'|fTT =a'*{d|

Usando a condicio de que A = At e ' * = o/,

('|A = d{d|
Multiplicando por |a”) pela direita
<a/‘A\|a//> _ a/<a/|a//> _ a//<a/|a//>
Isto pode ser escrito da forma,

(a/ _ a/l)<a/|a//> — 0

Se a’ # a” entdo,

<a/I’aII> — O

Se os autovalores a,, e a,, que pertencem a autoestados diferentes sdo iguais, logo eles
sao denominados degenerados. Assim, os autoestados nao sdo mais ortogonais mas to-
mando combinagoes lineares desses estados degenerados é possivel construir um conjunto

ortogonal de vetores.

Teorema espectral para operadores auto-adjuntos

Seja A : H — H um operador hermitiano ou auto-adjunto e H um espaco vetorial
complexo ou real de dimensao n. Entao, existe uma base ortonormal de H denotada por
{a'} = a®,a®, ... a™ formada pelos autovetores de A.

Se existem outros operadores hermitianos definidos no mesmo espacgo de Hilbert, logo os

seus autovetores também formam um conjunto completo e podem ser usados como vetores
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base no mesmo espaco de Hilbert.

Quando um vetor |«) é simultdneamente um autovetor de dois operadores A e B, estes

operadores devem comutar entre entre eles. Isto pode ser demonstrado da forma seguinte:

Ala) = ala)

Bla) = bla)
Operando A sobre 3.4 temos

~

AB|a) = bA|a) = able)

De forma semelhante, operando B sobre 3.4 temos

BA|a) = aB|a) = able)

Substraindo 3.6 de 3.5 obtem-se

AB|a) — BAJa) =0

(AB - BA)|a) =0

Isto é satisfeito por todos os autoestados |«) quando,

A formulagao reversa possui um grande uso pratico:

ambos os operadores.

Quando dois operadores A e B comutam entre eles [ﬁ, E} = 0, é possi-

vel encontrar autoestados |«) que sdo simultaneamente autoestados de
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3.3.1 Expansao de kets nos autoestados de operadores hermiti-

anos

Segundo o teorema espectral para operadores auto-adjuntos todos os autovetores ou auto-
estados de um operador hermitiano podem ser usados para formar um conjunto completo
de vetores base ortonormais no correspondente espaco de Hilbert. Dado um ket arbitrario
|a) no espago dos kets gerado pelos autoestados do operador hermitiano A, é possivel

expressar este estado como uma combinagao linear dos autovetores de A,

la) = Z/ca/|a/> (3.7)

Multiplicando por (a”| pela direita,

(@0} = ¥ ala'|a)

Usando a propriedade de ortonormalidade (a”|a’) = 474/, Obtem-se a projegao escalar

de |a) sobre |a)

ca = (d|), (3.8)

Desta forma a expansao 3.7 pode-se escrever como

@) =2 la'){|a)

Ou como serd mostrado posteriormente na pagina 40,

o) = [ dala)(ela)

—00

O operador identidade pode ser muito 1util em diversas circunstancias, por exemplo se
consideramos a norma quadratica (a|«a) e introduzimos o operador identidade entre o

bra e o ket, obtemos
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(alo) = fal( 1) (e ) )

(afa) = (ald'){a'|a)

a/

(afa) = (d'|le)"(a']a)

al

{aa) = Z|

Utilizando 3.8 mostra-se que se |a) é normalizado, logo os coeficientes da expansao 3.7

devem satisfazer 2

(ol = S lilo)f* = e’ =
a/

Para o caso de operadores com autoestados continuos

(@la) = [ dallla} P = S feal” =

3.4 Representacao matricial de operadores

Se H e H' sdo espacos vetoriais com dimensdo finita e uma base é definida para cada
espacgo vetorial, logo cada transformacao linear de H em H’' pode ser representada por
uma matriz. Assim uma transformacao linear 7' : H" — H*™ determina uma matriz A, ,,
e reciprocamente uma matriz A,, ,, determina uma transformacao linear 7" : H" — H'™.

No caso particular dos operadores lineares A : H™ — H™ determina uma matriz A, e
reciprocamente uma matriz A,, ,, pode ser atribuida a um operador linear A:H = H
Tendo especificado uma base N—dimensional completa e ortonormal de kets {|a’)} é
possivel representar um operador A por uma combinagao linear de operadores elementares.

Usando o operador identidade duas vezes escreve-se a representacao do operador A como

2Qcorre com vetores normalizados em V3.

40



A= 5 5 o) @Al ol

H4 em total N2 ntimeros da forma (a”|A|a’), onde N é a dimensionalidade do espaco dos

kets. E possivel organizar estes termos em uma matriz quadrada N x N de forma que os

indices das colunas e linhas sdo como mostrado:

(a"|Ala")

linha coluna

De forma explicita esta matriz pode se escrever como

<a(1) |[1|a(1)> <a(1) |[1|a(2)> (a(1)|21|a(N))
A\ - <a<2>|;1|a<1>> <a<2>|;1|a<2>> <a(2)‘g|a(N)>
(aM|Ala®Y  (aM]A]a®) .. (a™|A]a™)

e A recebe o nome de representacao matricial do operador A.

3.4.1 Representacao matricial de um operador hermitiano

A representagao matricial de um observavel A é simples se os autoestados do operador A

sao usados como os estados base,

A= 35l e Ala') !

Ocorre que a matriz (a”|A|a’) é diagonal, isto é

(a"|Ald) = (d'|A|a"Vopar = d'Sgrar

De forma que,
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A= > d|a’)(d|

ll,

ou,

1@ = Z (l,Aa/
De forma explicita,
(aM|AlaM) 0 0
0 (a®|A|a®) 0
A = .
0 0 (a™]|AJa™)
Ou,
a® 0 0
0 a? 0
A =
0 0 a™)

3.5 Representacao matricial das transformacoes line-

ares

3.5.1 No espacgo dos ket-vectors

Seja a transformacao linear no espaco dos kets

18) = Al

Multiplicamos pelo bra (a’| pela esquerda,
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(d]8) = (a'|Ale)

E introduzido o operador identidade

Z |CLH> <a//|7
a//

de forma que os coeficientes da expansao de |3) sdo expressos por:

(d8) = > _(d| Ala")(a"|a)

all
Esta operagao pode ser vista como a aplicagao da regra de multiplicagdo de uma matriz
quadrada com uma matriz coluna que representa os coeficientes da expansao de |a) e |3).

As componentes podem ser agrupadas em uma matriz coluna

(aV]a)

| e
(@)
Da mesma forma para |3),
(atV]8)
g =|
(al™]8)

Assim a equacao 3.9 pode ser expressa em notagao de matrices por

(d]8) = > _(d'|Ala"){a"|)

al/

(@18) = 3° Ao

n=1

ou de forma explicita:
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(aV]5) (aM[A]a®)  (aM[A]a®) . (aM]A]a™)
(a®15) (a®]AlaM)  (@®[Ala®) . (] A]alM)

(a™1]5) (a™[A]a®) (aM[A]a®) .. (] A]a™)

3.5.2 No espacgo dos bra-vectors

No caso do espaco dos bra,

Multiplicando por |a’)

(Bla’) = (alAla’)

Introduzindo o operador identidade,

(Bla’) = > _(ala"){a"|Ald')

all

N
(Blat™) =3 (a!|a)*A

Neste caso, os bras sao representados por matrizes linha:

(Bl = ((Bla), (8la®), ..., (Bla™)))
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(¢ ma ma @), .. (Bla™)) =

( ...,(a(N)|a>*)
(@D[A]a®)  (aD[Ala®) .. (aD]A]a™)
<a(2)‘j|a(1)> <a(2)‘g|a(2)> (a(2)|f1|a(N)>
<a(N)\21|a(1)) <a(N>|ﬁ|a(2)) (a(N>|E\a(N)>

3.5.3 Representacao matricial do produto interno

O produto interno («|f3) pode ser escrito como o produto da matriz linha que representa

(8] com a matriz coluna que representa |a):

(Bla)y = _(Bla’)(d|o)

(Bla) = (a®]8)"(aW]a) + (a?|8)* (o) + .. + (™|B)* ('™ ]a)

3.5.4 Representacao matricial do produto externo

Dados o ket
=Y ld){a

(al]B)
(a®[B)

=
I

(a™]B)
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e o bra

(o = {ala")(a"]

a//

(al = ((ala®), (ala®), .., (ala™))

O produto interno |3)(a| é expresso por:

= 2_la")(@'18) 2 _(ala")a"

al/

ZZ /l’a ’6 a|a">

ZZ (a”la")(d|B){a"|a)"

(alV]B)

e
el = | 7 | (el (o 0]

(a™1]5)

Como estamos empregando os autoestados ortonormais do operador A,

N

B)(al =D _(d|B)(d|er)"

(@[8) (@) (aW[B)(aP|a)* ... (aM]B){a™)

a1 @My @@18Ma®1a) . (a@(8)(a™)
B)(a] = ( !6)? ja)* | IB>§ ) - ( IB><:

(@M18) (@) (a™|8)(a®]a)* ... (a™]B){a™)

o)
)

o)

46

(3.10)



Capitulo 4

Medicoes e Observaveis

4.1 Observaveis

Grandezas fisicas que podem ser medidas como posi¢cdo, momento linear, momento an-
gular, momento de spin e outras, podem ser representadas por operadores lineares auto-
adjuntos ou hermitianos no espaco de Hilbert. A totalidade de autovalores de um
operador A é denominado o espectro de A. Como os resultados de uma medida devem
ser numeros reais, segue que o espectro de qualquer operador que representa uma variavel
dindmica deve ser real. Em alguns casos o espectro de um operador consiste apenas de
autovalores discretos, em outros casos consiste de um intervalo continuo de autovalores,

ou uma mistura deles|6].

4.2 Medicoes

Segundo P. A. M. Dirac, “Uma medicao sempre provoca que o sistema opte por
um autoestado da variavel dindmica que esta sendo medida”. Isto pode ser
interpretado da forma seguinte: Antes de que uma medi¢ao do observavel A seja realizada

assume-se que o sistema ¢é representado por uma combinacgao linear

0) = ¥ ewla’) = 2o (e

Quando a medida é realizada, o sistema é projetado sobre um dos autoestados por exemplo

la’) do observével A,
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Ala) = |d)

) Medida de A | ).

A tnica excecao ocorre quando o sistema se encontra ja em um dos autoestados do ob-

servavel que estda sendo medido, neste caso

) Medida de A

> |a)

com total certeza. Quando a medigdo provoca que |a) mude para |a’) dizemos que a
medida de A é a’. E nesse sentido que o resultado de uma medicdo fornece um dos
autovalores do observavel sendo medido.

Postula-se que a probabilidade do sistema optar ou ser projetado para um autoestado

particular é dada por:

Probabilidade de a’ = |{d'|a)|?.

Supondo que o sistema se encontra no estado a’ antes que a medicao seja realizada, logo
a probabilidade de se obter a’ (ou do sistema ser projetado para |a’)), como resultado da

medicao é 1, o que ¢é esperado em acordo com,

Probabilidade de o' = |(d’|d')|* = 1.

Se A é medido novamente, serd obtivo somente |a’); assim, medigoes repetidas do mesmo
observavel em sucessao fornecem o mesmo resultado. Se estamos interessados na probabi-
lidade de que o sistema inicialmente em |a’) ser projetado para um outro autoestado |a”)

com a’ # a”, logo,

Probabilidade de a” = |(a”|a’}|* = 0

devido a ortogonalidade entre |a’) e |a”). Do ponto de vista da teoria da medigao, kets

ortogonais correspondem a alternativas mutuamente exclussivas.
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4.2.1 Valor de expectacao

O valor de expectagao da varidvel dindmica 4 tomada em relacao ao estado |a) é definido

CcOo1mo

(A)a = (a]Ala) (4.1)

Se o operador A posssui om conjunto completo de autovetores |a’), com autovalores @',

logo a equagao 4.1 pode ser expressa como:

(Ao = (a|Ala) = ZZ;<Oé\a”><a”\ﬁ!a’><a’!a>

a/

Pode-se interpretar a equacao como uma nocao de valor médio medido. Lembrando que,

A= <a”|ﬁ|a/>

Se os vetores sao autovetores do operador A,

(aM|AlaM) 0 0
0 (a®|Ala®) ... 0
A = _
0 0 (a™M] Ala™)
Ou,
a0 0
0 a® 0
A =
0 0 a)
Entao
A = (a”|g|a/> = a,(sa/,a//
Assim,
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(A) = (alAa) =3 o |{d|a) ]

a/

Ou explicitamente,

(4) = (al4la) = aV[(aW])* + a®|(@®a) + ... + o[ (a]a)

Os autovalores a’ sao os possiveis resultados dos experimentos e o coeficiente correspon-

dente |(a'|a)|* é a probabilidade deste resultado acontecer,

P(a’) = |(d'|a)]?

Se |a) é normalizado a soma de todas as probabilidades ¢ 1,

S Ko} = 3 fe? = 1.

o
O ntmero complexo ¢, = (@'|a) é denominado amplitude de probabilidade de encon-
trar esse valor medido.

Imediatamente apds o resultado da medida fornecer o autovalor @', o sistema estd com
certeza no estado |a’). Dizemos que o vetor de estado colapsou de |a) para |a’).

Esta interpretagao probabilistica significa que a medida do valor médio de (%Al), também
chamado o valor de expectagao do operador A, na realidade envolve um niimero infinito
de medidas simples. A primeira medida fornece um certo autovalor. Logo a medida é
repetida em um sistema idénticamente preparado no mesmo estado |a'). Isto fornece em
geral um autovalor diferente como resultado. Continuando desta forma sobre um nimero

muito grande de sistemas idénticos no mesmo estado, calculamos o valor médio de todas

estas medigdes simples e assim obtemos o valor de expectacio (A).
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4.3 Espacos de posicao e momento

4.3.1 Observaveis com espectro continuo

Observaveis podem exibir espectros de autovalores discretos e também continuos. A
matematica rigorosa de espagos vetoriais gerados por autoestados que exibem espectro
continuo é complexa devido a dimensionalidade desse espago ser infinita. Entretanto,
muitos dos resultados dos espacos vetoriais com dimensao finita podem ser imedidtamente
generalizados.

Considere-se a equacao de autovalores

¢lg") = ¢'E)
para um operador & com espectro continuo de autovalores & e autoestados €Y. Con-

siderando a analogia com os espagos vetoriais com dimensao finita podem ser feitas as

seguintes substituigoes:

<a//’a//> — 5a/7a// —_ <€/’£//> — 5(5/ _ 5//)’

T=X )| =1 ——T= [de'1g)e] =1

a/

a) = Y[} (@/la) —— la) = [ d¢’ |¢)(€/la),

> l{ala) 2 =1 —— [ dg' [la)f? = 1.

a/

(Bla) = S(Bla")dl o) —— (Bla) = [ de’ (BIE)(€]a),

a/

(@'| Ald) = a byar — (") E|E) =€ 8(" = &).

A fungao 0—Dirac para uma fungao suave f(&) é definida por:
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| agr©oe—a) = @

e contribui apenas no ponto £ = a, e d& zero em qualquer outro lugar.

4.4 Funcoes de onda nos espacos de posicao e mo-

mento

4.4.1 Autoestados do operador posicao

Considere-se o operador posicao 7 em uma dimensao. Postula-se em mecéanica quantica

que os autoestados {|z’)} do operador posigao que satisfazem a relagao:

T |2y =2 |2y,

formam um conjunto completo e estao normalizados de forma que a condi¢ao de ortonor-

malidade é dada por

<:L,//|x/> — 6(x// _x/).

Um ket-vector para um estado fisico arbitrario pode ser expandido em termos dos {|z')}

da forma seguinte:

o) = [ ')’y (@'|a)
onde o coeficiente da expansao (z'|a) é interpretado de forma que,

[(a']a)|*da’

representa a probabilidade da particula ser encontrada em um estreito intervalo dz’ pré-
ximo de z’. No formalismo de Dirac, o produto interno (z’|cr) é normalmente definido

como a Fungao de Onda v,(z’) para o estado |«a):

Ya(a') = ('),
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na base dos estados de posicao. O vetor de estado quantico ou vetor de estado é entao,

= [ da(a)la).

Em um instante particular de tempo, todos os valores da fun¢ao de onda 1, (2") sdo as
componentes de um vetor. Ha uma quantidade infinita de componentes por esse motivo

é empregada a integragao.

Z o) (a'|a) = (zDa)]z®) + (@@ |a)]a®) + ... + (2]a) z™) + .

=2_Ya(@)la) = ta(aM)|2W) + 1a(z@)a®) + ... + Y (@) |2V + ..

As grandezas,

ca = (a'la),

Ya(a') = ('),

sao apresentadas como postulados separados em Mecanica Quéantica ondulatoria. Na
formulacao de Dirac as duas interpretagoes probabilisticas estao unificadas.

Consideremos agora o produto interno (/3|a) e usando,
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I= [dr)a)@)
(Bla) = [ da'{la")(@'la).

(Bla) = [ da (' )a(a),

De forma que o produto interno (f|«a) caracteriza a superposi¢ao entre as duas fungoes
de onda, isto é representa a amplitude de probabilidade do estado |«) estar no estado |3).
A seguir, considere-se a expansao geral do estado |a) na base {|a’)} formada pelos auto-

estados do operador /Al,

@) =2_la'){|a)

Vamos interpretar esta expansao usando o conceito de fun¢ao de onda. Para isto, multiplica-

se a expansao por um autoestado do operador posicao (x| pela esquerda,

(o) = _(a'la’}d/]e)

al

(@'|a) = 3 (a'la)(a'|d")

al

Ya(2') = Z/ Ca <x/|al>

o termo (2’|a’) é a autofungao para o autoestado |a’) na base dos autoestados {|z')}, do

operador posigao Z, com autovalor @’ denotada por ¢u(x’). Assim,

pa(2') = (2'|a’)

Ya(r') = Zlca’ wa (2'),
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4.4.2 Valor de expectacao usando funcoes de onda

A seguir serd examinado, como (|A|a) pode ser escrita usando as fungoes de onda para

) e |B),

(BlAla) = [da’ [ da" (8"} (2| Al") (2"]c) (4.2

(BlAla) = [da' [ de" w3(a’) | Ale") ala”) (43)

Para poder avaliar (8]|A|a) é necessério conhecer os valores de dos elementos de matriz
(2’| Alz") que em geral, sdo funcaoes de duas variaveis 2’ e 2”. Entretanto, hd uma grande
simplificacdo se o observavel A é funcao do operador posicao x. Se considera-se o caso

particular,

Entao,

(| 3 |2 ) = < (f\).( 2 |2 >) — 22 §(z — ) (4.5)

Logo, a integral dupla 4.3 pode ser reduzida a uma tnica integral,

(Bla%a) = [ da’ v3(a!) 2’ () (4.6)

De forma geral,

(BII@ o) = [ d 5() 1)) vala').
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4.5 Representacao do operador momento na base dos

estados de posicao

4.5.1 Operador translagao

Considere-se um estado bem localizado em torno do ponto x. Considere-se também a
operacao que muda este estado em outro estado bem localizado em torno do ponto x+dzx.

Esta operacao é uma translacdo infinitesimal por dz’ e o operador T

T (da")|2"y = |2" + da’). (4.7)

De forma explicita o operador de deslocamento espacial é pode ser expresso por,

T(dz") =1— — p, do'. (4.8)

Agora, vamos examinar a representacdo do operador momento linear p na base dos
autoestados |z') do operador posi¢gdo. Como ponto de partida emprega-se a defini¢do de

momento como gerador de transla¢oes infinitesimais:

(1 _ig dx’) o) = [ d T(Ax") o'} (a']o) (4.9)

n
(1 - ; 5, dx’) o) = [ do' o' + Ay (i) (4.10)
(1 _ ; B, dx’) 0) = [ da’ |2}’ — Aa'|o) (4.11)

(1 — ; D dx') o) = /dx' |x’)(<x'|a> — Am'({fx/(xﬂa)) (4.12)

(1 - 721 D dx') la) = /dm’ |2") <1 - A:L"ai/> (2|ar) (4.13)

Da comparacao de ambos os membros,
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pela) = [ aa |x’>( - miﬂ‘”"‘)‘)) (4.14)

. L 0
(&) B lo) = —ih - (2/|a)

Onde a propriedade de ortonormalidade dos estados de posicao foi empregada.

Para o elemento de matriz de p, na representacao da base do operador posi¢ao obtem-se:

0
I = 1 — / _ " ) 41
@\ B ) = —ih 5 6(a — ") (115)
Da equagao 4.14 obtem-se,
(Blplo) = [ da’ (512"~ ih ') (1.16)
* oz’

(Blpla) = [ de’ w3t) (= it ol

4.6 Funcao de onda no espaco de momento

Os kets de posicao |p.) = |p’), em uma dimensao espacial, satisfazem a relagio,

plp"y=p'lp") (4.17)

{(plp’) =0o(p" —p"). (4.18)

Um ket arbitrario pode ser expandido na base dos autoestados de momento,

@) = [ dp'lp")p ') (4.19)

Define-se a Fungao de Onda no Espago de Momento ¢,(p’) como
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(p'|a) = dalp’)

E possivel atribuir uma interpretacio probabilistica aos coeficientes da expansao (p'|a);
a probabilidade de que uma medida de p forneca o autovalor p’ em um estreito intervalo
dp' é |{p'|e}[*dp’

Se |a) é normalizado, obtem-se

(afa) = [ dp"talp'yp'la) = [ dp'loa(p") = 1

4.6.1 Relacao entre a representacoes de posicao e momento

Vamos a estabelecer a conexao entre as representagoes no espaco de posicao e de momento.

Para isto, partimos da equacao,

(@] Bl) = ~ih 2 (]a)

com |a) substituido pelo autoestado de moemento |p’). Assim,

o~ 0 .
| p[p) = —ih —— (z'|p")

(@ ox’

Py = —ih o ().

Esta é uma equacao diferencial,

i g = D)

h {@|p")

cuja solucao é,

- 1.7
(@/|p") = N exp (ph)

N é uma constante de normalizacao a ser determinada. Embora temos uma funcao de

duas varidveis 2’ e p’, vamos considerar inicialmente que a func¢ao depende de z’ com p’
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fixo. (2'|p’) é a funcdo de onda para o autoestado de momento [p’) , frequentemente
denominada autofungdo de momento (ainda no espago de posi¢ao). A equagao indica que
a funcdo de onda de um autoestado do operador momento é uma onda plana.

Para obter a constante de normalizacao N consideremos,

(W[a") = [dp" (' p") (p')a")
O lado esquerdo é 6(2' — z”) e o lado direito pode ser avaliado usando a forma explicita

para (z'[p’),

/ "o / ip//
(' —2")y= [ dp Nexp( -

—ip’x”)

)N* exp( 5

§(x' —2") = |N|2/dp’ exp [1p (xh—x )]

§(z' — ") = 27| N|*0 (2’ — 2")

1
\V2rh

Tomando N real e positivo por convencao, obtem-se:

N =

@iy = o e (120
2rh ho )

Para mostrar como estao relacionadas as fungoes de onda no espaco de posicao e a fungao

de onda no espaco de momento, reescrevemos

(@/la) = [ dp' (&) (p'la)

Wla) = [ do! ()"} (a'|a)

COImao:
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!

nlal) = <= [ dp"exp (B )l

6ulp’) = e [ da”exp (T4 Yl

As equacoes representam as transformadas de Fourier das funcoes de onda !.

4.6.2 Pacote de onda Gaussiano

Considere a funcao de onda do pacote de onda Gaussiano na representacao do espago de
posicao,

1 $/ 2
———=exp |tkz’ — }
71'%\/3 P { 2d?

Esta é uma onda plana com um nimero de onda £ modulada por um perfil Gaussiano cen-

Yala') = (2'o) =

tralizado na origem do espago unidimensional. A densidade de probabilidade de posicao
|(z'|a)|* possui também un perfil Gaussiano com largura d.

Serdo calculados os valores de expectacio de Z, 72, P, e p°.
(@) = (altla) = [ da' i (@) o da(a)

(@) = (alela) = [ da’ {ala') o/ (2'|o)

— 00

(afla) = [~ da' ' |(a]a)* =0

Por simetria.

Para z? obtem-se,

! Jean-Baptiste Joseph Fourier (Auxerre, 21 de marco de 1768 Paris, 16 de maio de 1830) foi um
matematico e fisico francés.
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(afi?a) = [ da’ @'* (@)

1= () [ ool

Com estes resultados podemos calcular o valor médio do quadrado do desvio padrao do

operador Z, ((Ax)?) é:

((A2)°) = @) - @* =7

Os valores de expectacdo de p e p? sdo respectivamente:

()=

2

(P*) 27;2 1 R2E2.

O valor médio do quadrado do desvio padrao do operador p, ((Ap)?) é:

(A5)) = (%) — () = .

Com estes resultado é possivel verificar o principio de incerteza de Heisenberg,

(aar)(ap) = 2.
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Capitulo 5
Dinamica Quantica

5.1 Evolucao temporal

A seguir vamos descrever a dindmica dos estados (ket-vectors) e observaveis. E importante
salientar que o tempo é tratado como um parametro na Mecanica Quantica e ndo como
um operador, particularmente ele nao é um observavel no sentido definido nos capitulos

anteriores.

5.2 Operador de evolucao temporal

Considere-se um sistema fisico cujo estado em ¢ é representado por |a). Apds um intervalo

de tempo o estado é representado por:

‘Oé, to, t>, (t > to),

Como o tempo é associado a um parametro continuo, espera-se

lim |, to; t) = |a)

Sera empregada a notacao,

la, to; to) = |, to),

O objetivo entdao é o estudo da evolu¢ao temporal do estado |a) sob um deslocamento
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temporal tg — t

Evolucgao temporal

|O'/> = |a7 t0> e |O./, to; t)

Os dois estados estao relacionados por um operador denominado Operador de evolugao

temporal denotado U(t, ty):

v, to; 1) = Ut to)| e, to).

Vamos supor que em ty o estado é expandido em termos dos autoestados de algum obser-

vavel A:

|, o) = an'(tO)\a/%

Se o ket estd inicialmente normalizado a unidade, devera permanecer normalizado a uni-

dade em qualquer tempo posterior:

(ay tolay to) = 1 = (v, to; tlay, to; t) = 1.

Esta propriedade é satisfeita se o operador de evolugao temporal é unitario,
Ut (t,to) U(t, to) = 1.

5.2.1 Operador de evolugao temporal infinitesimal

E de utilidade definir um operador de evolucdo temporal infinitesimal U (to + dt, to):

|, to; to+ dt) = Uty + dt, to)|a, to)
Este operador deve convergir para o operador unitario na medida que dt tende a zero.
lim U(ty + dt, to) = 1.
A, Uldo + dt, o)

Espera-se que a diferenca entre U (to + dt, tg) e I seja de primeira ordem em dt. Estas

propriedades sao satisfeitas por
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Uty + dt, to) = 1 — iQdt.

onde €2 é um operador hermitiano,

~

QO =0

O operador possui unidades de frequéncia. Lembrando que F = hw, relacionamos €2 com

o operador Hamiltoniano H:

Q:

= )

Desta forma o operador de evolugao temporal infinitesimal pode ser escrito como:

Ulto + dt, to) = 1 — %Edt.

Onde assumimos que o operador Hamiltoniano é hermitiano,

e~~~

H'=H.

5.3 A equacao de Schrodinger

Segundo um dos postulados da Mecanica Quantica um vetor de estado
o, 1),
varia no tempo em acordo com a Equacao de Schrodinger,

P .
ith—|o, t) = Hl|a, t).
o, t) = Hla, 1)
E possivel derivar uma equagao diferencial fundamental para o operador de evolucgao

temporal U (t,to). Para isto aplicamos a propriedade de composicao:
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Ut + dt, to) = U(t + dt, t)U(t, to)

. Hdt\ ~
Uu+ﬁ¢@:(1—Z;)U@%)

Onde a diferenca temporal ¢ — ¢ty nao precisa ser infinitesimal. Temos entao,

U(t+dt, to) — Ut o) = —% H dt U(t, to)

o qual pode ser escrito na forma de uma equacao diferencial:

Ut + dt, to) — U(t, to)
dt

ih — H U(t, )

0 _
’lh&U(t, to) =H (t, to)

Esta é a Equacgao de Schrodinger para o operador de evolucao temporal. A partir
desta equacao pode-se obter a Equagao de Schrodinger para um estado quantico

muliplicando ambos os membros da equagao pelo estado |a, tg), obtem-se:

miﬁ@@@»@:ﬁﬁ@@@id

Mas |a, o) ndo depende do tempo t, de forma que esta equagio é a mesma que

L0 =
zhala, to; t) = H |, to; ).

Se U(t, ty) é dado, e adicionalmente, conhecemos como U (L, ty) atiia sobre o estado inicial
lar, to) ndo é necessdrio se preocupar com a ultima equacao de Schrodinger para o ket de
estado. Todo o que precisa ser feito é aplicar U (t,t0) a |a, to); e desta forma é possivel

obter o ket de estado em qualquer tempo t.
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5.4 Teorema de Ehrenfest

Assim como uma varidvel dindmica A(t) pode depender do tempo, o correspondente

operador quantico ﬁ(t) também pode depender do tempo t. O valor de expectagao,

(A1) = (a; A1) 1)

possui dependéncia temporal em A(t), em |o; t) e em (o t.

Com auxilio das equagoes:

9 _
e — Hla, 1.
zhat]a, t) la, t)

L0 =
—zha(a, t| = {a, t|H.

pode-se avaliar a derivada temporal do valor de expectagao do operador ﬁ(t),

(A0 = (@ ] A, 1)+ fa, dA0)[gla, 0] + (o, ] 540l

(A()) = ;<a, HHAD) |, 1) + —;<a, HAD H |, t) + (a, ¢ L,ftﬁ(t)} la, 1)

Em forma compacta,

o4,
ot'’

(A(t)) = {7, A} + (

&‘Q‘

t

Esta expressao é denominada Teorema de Ehrenfest !, pela sua semelhanca com os re-

'Paul Ehrenfest (Viena, 18 de janeiro de 1880, Amsterdam, 25 de setembro de 1933) foi um fisico e
matematico austriaco.
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sultados da Mecéanica Classica, e indica que a variacdo temporal de um valor de expec-
tacdo mecanico quantico é igual a variacao temporal da correspondente variavel classica.
Quando o operador A nao possui dependéncia temporal explicita e também comuta com o
operador hamiltoniano H observa-se que <ﬁ) é constante no tempo, isto é é uma grandeza
conservada. Este operador corresponde a uma simetria do sistema fisico. Frequentemente
(mas nem sempre) o operador Aé independente do tempo, de forma que sua derivada em
relacdo ao tempo é nula e entdo pode-se ignorar o ultimo termo da equacao.

Foi estabelecido que o Teorema de Ehrenfest é uma consequéncia da Equacao de Schro-
dinger. Entretanto, o contrario é também verdadeiro isto é a equacao de Schrodinger

pode ser obtida a partir do Teorema de Ehrenfest|7].

5.4.1 QObservaveis conservados

Se um operador associado a uma grandeza fisica observavel nao depende explicitamente

do tempo obtemos um caso particular do Teorema de Ehrenfest,

| =

(A(t)) = ([, A)).

=

t

Neste caso, a evolucao temporal do valor de expectagao é determinada apenas pelo co-
mutador do operador A com o Hamiltoniano H. Se o operador A comuta com o
Hamiltoniano H , o valor de expectagao permanece constante no tempo ou

entao dizemos que o observavel é conservado.

| =

[H,A)=0 = —(A(t))=0 = (A(f)) = constante.

.

t

5.4.2 Hamiltoniano independente do tempo

O operador Hamiltoniano H pode em geral depender do tempo. Quando isto nao ocorre,
dizemos que temos um estado estacionario. A partir do Teorema de Ehrenfest pode-
se determinar que a energia média do sistema ¢é constante ou entdo ¢ uma grandeza

conservada
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(H) = cte.
Nesta situacao importante a equagdo de Schrodinger pode ser facilmente integrada

para fornecer:

5.5 Estados estacionarios e a base da energia

Para poder avaliar o efeito do operador de evolucao temporal sobre um ket arbitrario
inicial |a), é necessario primeiramente conhecer como ele atia nos kets base usados na
expansao de |a). Isto é direto se os kets base empregados sdo os autovetores de A de

forma que

(A, H] = 0;

logo os autovetores de A sdo também autovetores de H, denominados autovetores de

energia |a’) cujos autovalores sdo denotados por Ey = E":

H|E') = E'|F"),

onde substituimos |a') = |E’).
Agora é possivel expandir o operador de evolu¢ao temporal em termos de |E')(E’|. To-

mando tg = 0 por simplicidade, obtem-se:

U _ 6—%]?16 _ ZZ |E”><E”|€_%ﬁ t|E/><El|
E/ E//
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0 — e iHt _ 3 |E,>6_%Elt<E/|.
E/

O operador de evolucao temporal escrito em esta forma possibilita resolver qualquer pro-
blema de valor inicial uma vez que a expansao do ket inicial em termos de |E’) é conhecido.

Como exemplo, vamos supor que a expansao do ket inicial é da forma

asto = 0) = X [E)(E'la) = - ewl B,

logo obtem-se,

i

st = 058) = e 7 a1 = 0) = 3 [E') (B |a)e ',
E/
Em outras palavras, os coeficientes da expansao mudam no tempo em acordo com

I nli

cp(t =0) = cp(t) = cp(t = 0)e 2"t

com o seu modulo invariante. As fases relativas entre as varias componentes podem variar
no tempo por que as frequéncias de oscilacao sao diferentes.
Um caso particular de interesse ocorre quando o estado inicial é um dos préprios |E').

Assim temos inicialmente,

|Oé,t0 = 0> = ‘EI>7

e em um tempo posterior,

o, to = 0;t) = |E')e w7,

Assim, se o sistema é inicialmente um autoestado simultaneo de AeH , ele permanece
assim o tempo todo. O maximo que pode acontecer é a modulagao de fase e #E't B em
esse sentido que um observavel compativel com H é uma constante de movimento.

Um estado estacionario |E,t), possui entdo uma dependéncia temporal exponencial

simples,

‘El,t> _ ‘El>€7%Elt
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Onde |E") é o vetor de estado em t = 0. Usando este estado na equagao de Schrodinger

dependente do tempo,

BEYe 7 —in \E’)( _ ;E’>62E’t
ele deve satisfazer,
H|E') = E'|E").

Os estados estaciondrios sao por tanto os autovetores do Hamiltoniano com E’ sendo o
correspondente autovalor de energia. Em uma dada base ortonormal |a’), os autoestados

serao da forma,

[E) =2 la")(|E)

|E) = anf!a'>

com as amplitudes c¢,/, dadas por:

co = (d'|E)

E possivel escrever a equacao de autovalores de forma matricial como

Hca/ = E/Ca/

(aV|E)
a?|E
B |8

(a™|E)

70



)
€2
|E) =
()
onde H é a matriz do Hamiltoniano em esta base e ¢, é a matriz de uma coluna que

representa o vetor |E’). Explicitamente,

H11 H12 HlN C1) C(1)

Hgl H22 HQN 0(2) _ El C(g)

HN1 HN2 HNN C(N) C(N)
(@W[H|a)  (aW[H|a®) ... {aW[H[a™) ) [ecq) c()
(a@|H|a®) (@@ |H[a®) .. (a®|H|a™M) @) _ c@)
(@®[H]a®) (a™]H|a®) ... (d[H|a™) ] \cqv) ()

Temos entao N equagoes para as amplitudes desconhecidas ¢,,. Como o conjunto de equa-
¢Oes ¢ homogéneo, teremos apenas solugoes nao triviais quando o determinante formado

pelos seus coeficientes é zero.

H11 —E(l) H12 HIN
Hy Hy — E® . Hyn .
Hyy Hyo ... Hyy—EWM

Avaliando o determinante encontra-se uma equacao polinomial de grau N. Os autovalores
de energia sao os zeros da equacao. Como o Hamiltoniano é hermitiano todos os auto-
valores sdo reais. Para cada autovalor E’' pode-se encontrar as amplitudes ¢, as quais
formam logo os autovetores correspondentes |E’).

E conveniente normalizar todos os autovetores & unidade. Autovalores diferentes tero
autovetores ortogonais. Se alguns autovalores sdao iguais, o espectro do operador é dege-

nerado. Os correspondentes autovetores nao sao necessariamente ortogonais entre eles,
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entretanto, tomando combinagoes lineares isto pode ser obtido (ortogonalidade).

Finalmente, teremos um conjunto completo,

SIENE| =1

E/
de autovetores ortonormais (E"|E’Y = dgvpr, que fornecem uma nova base no espago de
Hilbert que estamos trabalhando.
Esta nova base é particularmente til para descrever a evolucao temporal de um vetor de

estado arbitrario |a).

5.6 Relacao entre as Mecanicas Matricial e Ondula-
toria
O operador de evolugao temporal ¢é definido como,

, to;t) = U(t, to)|ev, to)

O operador evolugao é obtido apartir da Equacao de Schrodinger dependente do

tempo da forma seguinte,

L0 N
Zha’% to; 1) = H(t)|a, to; 1)

ihngﬁ<t’t0)|a7 to) = I:I(t)U(t,toﬂOG to)

Como esta equagao é valida para qualquer escolha de |a, o), podemos concluir que,

z‘haatf](t,to) = H()U(t, to)

Devido ao fato de que a equacao de Schrodinger preserva a normalizacao de um vetor

de estado no decorrer do tempo o operador de evolugao temporal é unitario,

Ut t0)U(t to) =1



Se o operador de evolugao temporal U é conhecido e também o estado inicial de um
sistema particular, serd necessario aplicar o operador evolucao temporal ao vetor de estado

inicial para determinar o vetor de estado em um tempo posterior.

Ut to)|a, to) = |a, to; t)

Conhecendo o estado inicial de um sistema é possivel obter o valor de expectacao de

um operador A em um tempo posterior,

(A(1)) = (a, to; t|Ala, to; t) = (o, 1o|UT(t, 1) AT (L, 1) v, to).

A equacao anterior pode ser interpretada de duas formas, uma de elas é considerar ao
operador A como independente do tempo e considerar que toda a dependéncia temporal
do seu valor de expectagao vem do vetor de estado. Este ponto de vista é denominado
Formulacao de Schrodinger. Alternativamente, pode-se considerar que o operador
evolui no tempo, no entanto que o vetor de estado permanece constante. Isto é conhecido
como a Formulacao de Heisenberg. Neste tltimo caso a evolu¢ao temporal do operador

A é dada por,

e o vetor de estado é o vetor de estado inicial |«, tp).
No caso particular no qual o Hamiltoniano é independente do tempo é possivel obter

uma expressao explicita para o operador de evolugao temporal,

N _iH(t—tg)

U(t, to) =e h
desta forma a evolucao temporal de um vetor de estado é dado por,

iH (t—tg)
o, to; ) = e~ T2, to).

Entao, a evolucao temporal de um operador na formulacao de Heisenberg é,
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iH(t—tg) ~  iH(t—tg)
A

Aty =et—7 e” n

5.6.1 A equacgao de movimento de Heisenberg

Na formulagao de Heisenberg os observaveis mecanico quanticos evoluem no tempo

seguindo a equagao de movimento de Heisenberg. Pose-se estudar a evolugao de um

operador de Heisenberg diferenciando em relacao ao tempo,

Cig(ﬂ::dP7Wutoyﬁﬁ(ttoﬂ

dt dt
d . out .. OA. . LOU
— A = — A | il tAZZ
dt() y U+U tU+U T
como,
U(t,to) _ e—iﬁ(t—to)/h
Ut (¢, to) = e+z’f1(t—t0)/h
entao,
0 ~ PN
—Ul(t,tg) = —=-HU(t,t
at (7 0) h (7 0)
0 ~ 1 =
U (t, ty) = —HU(t, ).
(9tU ( ) 0) B U ( 3 0)
Assim,

A

) g
LA = —%UTHUUTAU + %UTAUUTHU + (;)

dt
d - i T~ — 0A
@ __* (H) oA
ﬁAw h(P’ﬂ) +(&)'
H H
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Esta é a Equacao de movimento de Heisenberg, onde,

AW = UTAD.

H=U'HU.
O Teorema de Ehrenfest ¢ a Representacao de Heisenberg da mecanica quantica,

0 teorema também é altamente relacionado com o Teorema de Liouville da mecanica

hamiltoniana, que envolve os Parénteses de Poisson ao invés do comutador.

d T~ = 0A
SAW) =~ |Aw, H| + 57,
Projetando nos estados (| e |a),
d i - OA
(al 5 ABla) = ~1 0l | A1), F|la) + (ol 57,

Teorema de Liouville

E um resultado da mecanica hamiltoniana sobre a evolucdo temporal de um sistema
mecanico. Considera-se um conjunto de particulas com condigoes iniciais proximas que
podem ser representadas no espaco de fases por uma regiao conexa, a qual, apesar de se
expandir e contrair a medida que cada particula evolua, mantera invariante seu volume.
O teorema de Liouville pode ser reescrito em termos do colchete de Poisson. Essa forma
alternativa, conhecida como equagao de Liouville, vem a ser dada por:

dp

E = _{p7 H}

Em termos do operador de Liouville

b-y

=1

oOH 0O B OH 0O
Op; 9¢°  0q* Op;

—_ 1
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dp
L irLp=o.
8t+p 0

O andlogo deste teorema em mecanica quantica é o teorema de Ehrenfest

0 l

5P = 3 I Hl

onde p ¢ a matriz densidade. Quando se aplica o resultado ao valor esperado de um

observavel, a correspondente equacao dada pelo teorema de Ehrenfest toma a forma:

| @

(A) = - [HA].

Q
>~

t

5.6.2 Quadro quantico e classico

Quando comparamos a equacao de movimento de Heisenberg quéntica com a equagao
classica de movimento na forma de parénteses de Poisson para A(q,p) que ndo depende

explicitamente do tempo observamos que a regra de quantizacao de Dirac

[ ]

[ ’ ]Cléssico -

ih
conduz a correta equagao em mecanica quantica.
0A
— ={H,A
ot {H, A},
0, ~ 7 -~
—(A) = —-[H,A]
(A) = 1 [

A mecanica classica pode ser derivada da mecanica quantica, mas o oposto nao é verdade.

5.6.3 Relagoes de comutagao candénica

Sao relagoes fundamentais entre as quantidades conjugadas candnicas (quantidades que
sao relacionadas, por definicao, de modo que uma seja a transformada de Fourier de

outra).
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[fi’ jj] =0,

[ﬁi?ﬁj] = O?

[f}i,ﬁj] = Z]'_L(SZ]
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Consideracoes finais

Foi realizada uma revisao bibliografica do formalismo matematico da Mecanica Quén-
tica usando como base livros didaticos de nivel de graduacao e pés-graduagao.

Esta revisao bibliografica serviu para que eu pudesse aprimorar os conhecimentos de
mecanica quantica, pois no curso de licenciatura em Ensino de Fisica tive contato apenas
com a introdugao a mecanica quantica.

A mecéanica Quantica estd fundamentada em poucos principios axioméaticos que nao
podem ser demonstrados mas se justificam pelo sucesso da sua aplicagao a situagoes do
mundo real. Os conceitos matematicos fundamentais sao os espacos vetoriais de Hilbert, os
vetores que pertencem a esses espagos e as transformacoes lineares que atuam sobre esses
vetores. Os operadores sao transformagcoes lineares que atuam sobre os estados quanticos.
No formalismo de Heisenberg os operadores dependem do tempo e os estados quanticos
sao estacionarios. Na formulacao de Schrodinger os operadores nao dependem do tempo
ao contrario dos estados que evoluem no tempo. Com essas informagoes basicas, é possivel
compreender as formulagoes de Heisenberg e Schrodinger no contexto do formalismo de
Dirac.

A mecénica quantica estuda o movimento das particulas na escala de dimensoes de
tamanho da ordem de 107! m ou menores (inclui aglomerados de matéria, moléculas,
clusters, a&tomos e particulas subatémicas).

Através do presente trabalho foi possivel ter uma melhor compreensao dos fundamentos
fisicos e matematicos do principio de incerteza. A revisao bibliografica descrita acima
propos um aprofundamento no formalismo da mecanica quantica. Os conceitos do espago
de Hilbert que demonstram que o estado do sistema é definido em cada instante por um
vetor norma, o espago dos kets, espaco dual, o espago dos bra as operacoes entre brackets,

expansao de um ket, as transformagoes e operadores lineares, representacao matricial
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de estados e operadores, medicoes e observaveis e a dinamica quantica, sao de grande
importancia para a aprendizagem do formalismo apresentado pela Fisica quantica. Sem
a compreensao desses conceitos os estudos relacionados a mecénica quantica se tornam

muito dificil.
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