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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo analisar a convergéncia do método K-means, um algoritmo de
aprendizado ndo supervisionado que agrupa n dados em k-clusters. Neste sentido, apresenta-
mos algumas das vantagens e desvantagens do método K-means, comparando o agrupamento
original e a clusterizacao feita pelo algoritmo. Também, apresentamos a aplicacdo do algo-
ritmo em dois conjuntos de dados: o cancer de mama e diabetes, analisando a clusterizagdao
feita pelo K-means assim como os padrdes e regularidades presentes nos clusters. Dessa
forma, buscamos apresentar um estudo introdutdrio da teoria do Aprendizado de Maquina,
que busca fazer com que as maquinas realizem tarefas sem que sejam instruidas o tempo todo,
partindo apenas de algumas instrucdes iniciais. Especificamente, procuramos compreender
algumas de suas defini¢Oes e caracteristicas que permitirdo identificar o tipo de aprendizado
estudado.

Palavras-chave: Otimizagdo. K-means. Clustering. Aprendizado de Maquina.



ABSTRACT

This work aims to analyze the convergence of the K-means method, an unsupervised learning
algorithm that groups n data into k-clusters. In this sense, we presented some of the advan-
tages and disadvantages of the K-means method, comparing the original clustering and the
clustering done by the algorithm. Also, we presented the application of the algorithm in two
data sets: breast cancer and diabetes, analyzing the clustering done by K-means as well as the
patterns and regularities present in the clusters. In this way, we seek to present an introduc-
tory study of Machine Learning theory, which seeks to make machines perform tasks without
being instructed all the time, starting only from some initial instructions. Specifically, we seek
to understand some of its definitions and characteristics that will allow identifying the type of
learning studied.

Keywords: Optimization. K-means. Clustering. Machine Learning.
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Capitulo 1

Introducao

Os grandes avangos tecnoldgicos e também no que diz respeito a aplicativos de busca,
deteccdo e armazenamento de informacgdes, videos e imagens, produzem enormes quantida-
des de dados diariamente.A predominancia no uso de dispositivos de identificagdo por radio
frequéncia ou transponders tem duas facetas, por um lado sdo mecanismos baratos e de pequeno
porte, mas por outro necessita de milhdes de sensores e estes transmitem dados regularmente,
cameras de vigilancia, e-mails, paginas da Web geram novos dados a cada segundo. Por estes e
outros meios, acredita-se que o universo digital tenha consumido mais de 280 exabytes(EB) no
ano de 2007, dez vezes este tamanho em 2011, e projeta-se que cheguemos a 40 zettabytes(ZB)
em 2020, o que equivale a 4 - 10?? bytes.

Devido ao grande volume e diversidade de dados, sdo necessdrias cada vez mais “fer-
ramentas” e meios para se analisar, compreender, processar e resumir estes dados. Existem
duas técnicas de andlise de dados, a saber, exploratéria ou descritiva e inferencial ou predi-
tiva, na primeira significa que nao temos hipoteses sobre nossos dados, o objetivo € entender
as caracteristicas deles, ja no segundo, queremos confirmar as hipdteses e suposicdes do nosso
conjunto de dados, e fazer previsdes a partir disso. Em uma forma de analisar ou outra, o que
buscamos mesmo € reconhecimento de padrdes para construirmos modelos e fazer previsoes de
comportamento dos dados. Essas tarefas sdo chamadas de aprendizagem, e sdo distinguidas
em supervisionada, que trabalha com problemas de classificacio em que os dados sdo rotula-
dos com categorias conhecidas e nao supervisionada que envolve problemas de agrupamento.
Neste trabalho, consideramos apenas dados diversos e que nao conhecemos suas caracteristicas
comuns.

Na aprendizagem nao supervisionada, o objetivo € descobrir o padrao do agrupamento
natural de um conjunto de pontos, objetos, populacido ou de qualquer outro conjunto de dados;
esta andlise chama-se clusterizacdo ou andlise de cluster. Assim como em outras anélises, no
agrupamento de dados também se faz necessario o desenvolvimento de algoritmos que descu-

bra natureza dos dados, que realize a seguinte tarefa: dado n objetos, encontre k£ grupos com

13
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determinada medida de semelhanca, entre os objetos do mesmo grupo que seja alto grau de
semelhancga, e baixo grau de semelhanca entre os objetos de grupos diferentes, ou seja, os pon-
tos que estiverem proximos sao semelhantes entre si, e sdo diferentes de outros pontos contidos
em outro grupo. Dizemos que quanto mais compactados os pontos de um grupo estiverem e
mais isolados os grupos forem, mais ideal serd nosso cluster. Diante da producdo de tantos
dados, ndo se tem divida da importancia e utilizacdo dos agrupamentos, desde a segmentacao
de imagem em problemas da visdo computacional, passando por agrupamento de clientes para
um marketing eficiente, até o estudo de dados do genoma na biologia. Sdo trés os propdsitos
de se agrupar para se: obter informacdes e caracteristicas importantes sobre os dados, iden-
tificar semelhangas, ou como método de organizar e resumir os dados, os quais chamamos
de estrutura subjacente, classificacdo natural e compactagdo, respectivamente. A metodologia
de agrupamento ou clusterizac@o tem sido usada e desenvolvida por taxinomistas, psic6logos,
engenheiros, bidlogos, cientistas sociais e outros, mas ha registros de que o agrupamento de
dados tenha sido comentado pela primeira vez em um artigo de 1954 que tratava de dados an-
tropoldgicos.

Dentre os algoritmos de clustering um dos pioneiros e mais conhecido € o K-means, que
embora tenha mais de 50 anos de surgimento ainda € um dos algoritmos mais procurados dada
a sua simplicidade na implementacdo com certo grau de sucesso em suas aplicagdes.

Estruturamos essa monografia em 6 capitulos, dispostos da seguinte maneira:

No Capitulo 2, apresentamos algumas noc¢des basicas, defini¢des e proposigdes de
andlise convexa, otimizacdo e norma, tais como, conjuntos, poliedros e fun¢des convexas,
solugcdes bdsicas e bésicas admissiveis, métrica euclidiana, quadrado da distancia euclidiana,
entre outros, que servird de base para compreensao deste trabalho.

No Capitulo 3, abordamos algumas defini¢des, aplicagdes, caracteristicas e classificacoes
que serdo importantes para introduzir a teoria do Aprendizado de Méquinas, que serd aplicada
ao método do qual dissertaremos, K-means, um algoritmo de aprendizagem nao supervisionada
de clustering.

No Capitulo 4, explanamos os principais lemas, proposi¢des, propriedades e teoremas
que garantem a convergéncia do algoritmo K-means para uma solucdo 6tima. Apresentamos
também alguns exemplos com o funcionamento do algoritmo, destacando algumas vantagens e
desvantagens do método e para quais tipos de dados o algoritmo se torna mais eficiente.

No Capitulo 5, apresentamos duas aplicacdes do método K-means nas quais analisamos
os dados do cancer de mama e diabetes que foram clusterizados a partir da implementacao do
algoritmo no programa MATLAB.

Recomenda-se para maior compreensao deste trabalho, que o leitor tenha algum conhe-

cimento prévio de Algebra Linear, Andlise Convexa e Otimizagao.



Capitulo 2
Nocoes Basicas

Neste capitulo, abordamos algumas defini¢des e resultados de Andlise Convexa, de
Otimizagdo e Norma, tais como, conjuntos convexos, poliedros convexos, solu¢do 6tima, solu¢ao
basica e bdsica admissivel, métrica euclidiana, entre outros, que servirdo de base para
compreensdao da andlise de convergéncia do algoritmo K-means. O desenvolvimento tedrico

deste capitulo esta baseado nas referéncias [10, 12].

2.1 Analise Convexa

Nesta secdo, apresentamos os conceitos e resultados elementares da Anélise Convexa,

necessarios para compreensao deste trabalho.

Definicao 2.1 (Combinagao Afim). Sejam x; € R"ea; € Rcom¢ = 1,2,...,n. Uma

combinacdo afim de x, zo, ..., x, € R"™ é uma combinacdo linear dos pontos z;,

n
E 0T = 0T + QeXo + ... + Ty,
i=1

n
em que E a; = 1.
i=1

Exemplo 2.2. Sejam z1, x5 e x3 quaisquer elementos de R". Entdo
0.95171 — 021‘2 —+ 03273

¢ uma combinacdo afim de x1, zo, x3.

Definicao 2.3 (Combinagdo Convexa). Dados x; € R" e ; € [0,1] comi = 1,2,... n. Tais
que Z a; = 1, o ponto Z a;x; € denominado combinacdo convexa dos pontos x; € R com

i=1 i=1
parametros «;.

15
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Exemplo 2.4. Sejam z1, x5 € x3 quaisquer elementos de R". Entao
0.7x1 + 0.229 + 0.123,

¢ uma combinacao convexa de =1, Ta, T3.

Definicao 2.5 (Conjunto Convexo). Consideremos o espacgo vetorial euclidiano R”. Um con-
junto C' C R™ é convexo se o segmento de reta entre dois pontos quaisquer do conjunto
estiver contido em C, isto é, para quaisquer x;,x2 € C, a combinagdo convexa dada por

ar;+ (1 —a)zy € Cocom 0 < o < 1.

Figura 2.1: Conjunto Convexo e ndo Convexo

Convexo Convexo Nzo
convexo

Fonte: Arquivo Pessoal

Teorema 2.6. Um conjunto C' C R"™ é convexo se, e somente se, para quaisquer m € N pontos
m

x1 € C e coeficientes oy € [0,1], j = 1,2,...,m, tais que Z a; = 1, a combinagdo convexa
j=1
m
Z a2’ pertenga a C.
j=1

Demonstra¢ao: Vamos supor que C' C R" seja um conJunto convexo, entao temos que provar
que para quaisquer m € N, 27 € C'e o € [0, 1] tais que Z a; =1, vale que x = Z oz’ €

Jj=1 Jj=1

C.

Por inducao,
(1) Sem=1l,entioa; =lex=1-2' € C.
(¢7) Suponhamos que vale para m = n, e mostremos que vale param = n + 1.

Temos
n+1

E Q; = ]_,
j=1
entao

n
1— E Q; = Qpiq.
=1

Analisando, temos
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® Se a1 = lentdo a; = 0, paratodo j=1,2,... m.
Logo,
:c:ZO-:cj+1~x”H = " e C.
j=1
Agora,

e Se ay,y1 € [0,1), temos (1 — avpqq) > 0.

Logo,
n+1 n
x = Z a;x) = Z ;@) + g 2"
=1 =t " 2.1)
= (1—Oén 1) J x.—i—ozn 137n+1
- ; (1 - an+1) "

Entdo, basta que tomemos

n+1
z=) Balonde, B;i=—"1— <1, 5j=12,....m
; ’ ’ (1 — any1)
n+1 n
Como Zaj =1,segueque 1 — a1 = Zaj,
j=1 j=1

entao

n

1
Zﬁj — 1_—Oén+1.jZ:OZj

i=1

= 1.

Logo, por hipétese de indugdo z € C.

Substituindo z em (2.1), obtemos

1
r=(1— 1)z + apqz",
n+1
que garante pela convexidade de C, que = = E a;2? € C, como querfamos.
=1
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m
Na implicacdo contraria, suponhamos que = = Z ajxj € C, paratodo m € N com
j=1

m
2/ € Cea; €0, 1]taisqueZaj = 1.

j=1
Entdo, particularizando para m = 2, temos
2

Zozjxj = ozt +apr? € O, comzt, 2?2 € Ceay,ay € [0,1], tais que

j=1

a1+ oy = 1.
Assim, oy = 1 — ay, entdo,

(1—ag)axt + apa? = oot + axz? € C.

Portanto, pela Defini¢@o 2.5, C' € um conjunto convexo. ]

Propriedade 1. A intersecdo finita de conjuntos convexos é convexa.

n

Demonstracao: Consideremos S;, j = 1,2,...,n, conjuntos convexos. Seja S = ﬂ S;e
j=1
considere x,z2 € S, pela defini¢do de S, temos 1,29 € S;, paratodo j = 1,2,...,n. Como

cada S; € convexo, vale que
axry+ (1 — )z € S;, paratodoa € [0,1].
Portanto, azy + (1 — a)xe € S, paratodo o € [0, 1], que significa que S é convexo. O

Definicao 2.7 (Funcdo Convexa). Considere um conjunto convexo C'. Uma fun¢do f : C' — R

¢ denominada convexa, se para todo x1, 25 € C' e todo « € [0, 1]

flaxy + (1 —a)zs) < af(zr) + (1 —a)f(za),

ou seja, o segmento de reta que une os pontos (z1, f(x1)) e (2, f(x2)) estd sempre acima ou

sobre o grafico da funcdo.
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Figura 2.2: Fun¢do Convexa

R

R?’L

X1 T2

Fonte: Arquivo Pessoal

Exemplo 2.8. Seja f : R — R, f(z) = 2% e a € [0, 1]. Mostraremos que f(z) = x? é convexa.
Resolucao:

Consideremos z,y € R quaisquer. Segue que,

0 < (y—a)?
0 < y?—2ay+a?
20y —2® < y°

2za(l —a)y — a(l —a)z? < (1 - a)y’a
2za(l — )y + (a? —a)r? < (1 - a)y’a
2za(l —a)y+ (@ —a)z? < (1—a)y?[1— (1 —a)]
2ra(l —a)y + (a® —a)z? < (1—a)y® — (1 —a)*y?
(1—a)?y? +2za(l —a)y + (o —a)z? < (1 —a)y?
(1—a)*y* +2za(l —a)y+a?z? < (1 —a)y?+ ax?
222 + 2za(l — )y + (1 — a)’y? < ax?+ (1 —a)y?
(az+ (1 - oz)y)2 < ar?+ (1 —a)y?
flaz+(1—a)y)® < af(@)+(1-a)f@)

Logo, f(z) = x? é convexa.

Definicao 2.9. Considere um conjunto convexo C'. Uma fungdo f : C' — R € estritamente

convexa, se V1,2 € C'eVa € [0, 1]

flaxzy + (1 —a)xe) < af(xr) + (1 — ) f(x2).
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Figura 2.3: Fungdo f(z) = 2?

X9 1 T

Fonte: Arquivo Pessoal

1
Exemplo 2.10. Seja f : (0,00) — R, f(z) = — e «a € [0,1]. Vamos mostrar que f(x) é
x
estritamente convexa.

Resolucao:

Sabemosque 0 <a<1 = 0<a—a? Sejamuz,y € RT\ {0} quaisquer.
Supondo z <y = (z—y)®>>0 ,temos

vy < (a—a’)(x—y)?+uy
vy < o*(y—x)(x—y)+oar(e—y) —axr(@—y) +ry
vy < [a(y—z)+ 2] [a(r —y) +y]

1 aly—z)+=x

—_— <
ol —y)+y Ty

flat=)+) < ol =5) 40

fla(x —y)+y) < <1_1)+1

r Yy )

flatz—y)+y) < off(x)— f)+ fy)
flaz+(1—a)y) < af(z)+(1—a)f(y).

1
Como « € [0, 1] é qualquer, logo, f(x) = — € estritamente convexa.
x

Definicao 2.11 (Fung¢do Concava). Considere um conjunto convexo C. Uma fungdo f : C' = R

¢ concava, se para todo x1, 22 € C' etodo a € [0, 1]

flaxy+ (1 = a)zz) 2 af (1) + (1 — a) f(22),
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ou vale simplesmente que, f é concava se — f for convexa.

Definicao 2.12. Uma fungdo f : R® — R € linear se, para todo ay,as € R e para xq, zo

pertencentes ao dominio da funcdo, vale que
flanwy + agw) = oy f(21) + o f(22).

Definicao 2.13. Dada uma fungdo f : R" — R. O ponto x é um minimo local de f, se

f(z) < f(x;) para todo z; em alguma vizinhanga de x.

Figura 2.4: Minimo Local

4 R™

Fonte: Arquivo Pessoal



CAPITULO 2. NOCOES BASICAS 22

Definicao 2.14. Seja f : R — R. O ponto = é o minimo global de f se f(x) < f(z;) para
todo x; € R".

Figura 2.5: Minimo Global
R

7 R"

Fonte: Arquivo Pessoal

Definicao 2.15. Um poliedro S C R"™ € o conjunto solucdo de um niimero finito de igualdades

Ax > b
xz 20,

emque, A € R™*", beR™ e x € R", com cada coordenada x; > 0,71 =1,2,... n.

e desigualdades lineares,

Proposicao 1. Todo poliedro é um conjunto convexo.

Demonstracao:  Consideramos dois elementos zi,x, de um poliedro descrito na forma
Az > b, com x € R", A uma matriz de ordem (m X n) e b um vetor em R". Entao Ax; > be

Axy > b. Assim, para todo « € [0, 1], temos

Aoz + (1 — @)zy) = aAry+ (1 — a)Azy
> ab+ (1—a)b
= b

Portanto, axy + (1 — a)zy também pertence ao poliedro, que implica que todo poliedro

é convexo. O

Definicao 2.16 (Ponto Extremo). Seja S um poliedro. Um vetor x € S € um ponto extremo de
S se podemos encontrar dois vetores z1,xo € S, diferentes de z, e um escalar a € [0, 1] tais

que v = azy + (1 — a)z,.

Exemplo 2.17. Tlustramos alguns dos pontos extremos nos conjuntos a seguir:
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Figura 2.6: Pontos Extremos

Fonte: Arquivo Pessoal

2.2 Otimizacao

Nesta secao, apresentamos alguns conceitos sobre problemas de otimizacao e existéncia
de solugdes. Também apresentamos algumas definicdes importantes para compreensdo do
trabalho. Todas as defini¢des e exemplos aqui abordadas, servem tanto para problemas de
minimizacao quanto para problemas de maximizacdo, uma vez que minimizar uma fungdo €
equivalente a maximizar sua simétrica, ou seja, min f = —max g, em que f = —g.

Um problema de otimizagdo apresenta-se da seguinte forma
min flz1, 20, . .., 2,) = 11 + o2 + ... + Cpy,

s.a

apry + apxs + ... +apr, {<; =5 =} b
<5 2

a1 + Q%o + ...+ asr, {<; =5 =} b
2.2)

Am1T1 + Am2T2 +...+ Amn Ty {< ; > ; :} bm

T1, T, ..., Ty {<;>2} O

E admite-se que um problema de otimizacdo possa ter restricdes de varidveis ndo negativas
(x; = 0), ndo positivas (z; < 0) ou ainda variaveis livres (z; € R) e consiste em determinar
uma solucao ou um conjunto de solu¢des para uma determinada fun¢@o ou conjunto de funcoes.
S3do do tipo maximiza¢ao e/ou minimizagao.

De (2.2), a func¢@o linear de minimizagdo
flxy,zo,. .. xn) = 1y + Coxa + ... + Cup,

¢ chamada de fung¢do objetivo, da qual se pretende encontrar a solucao 6tima, definimos a seguir:

Definicao 2.18 (Fungdo Objetivo). Diz respeito a funcdo da qual se deseja minimizar ou maxi-

mizar, que estd sujeita a uma série de restri¢oes que poderdo ser de trés tipos {< ; > ; =}.

Isujeito a
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Definicdo 2.19 (Solucdo Otima). A solugdo que satisfaz as restricdes do problema e que dd o
maior valor possivel a fun¢ao objetivo, quando o problema € de maximizagao, ou aquela que da

o menor valor, se o problema € de minimizacao.

Observacao 2.20. O conceito de solugao 6tima € especifico do problema que se deseja otimizar.
Um problema de otimizagdo pode ter uma unica solu¢cao ou um conjunto de solugdes ou ainda
ndo haver solucdo que satisfaca todas as restricdes. A solug@o 6tima da fungdo objetivo de f

relaciona-se facilmente com ¢ (simétrica da funcio f).

Para facilitar a resolucdo e encontrar a solugdo 6tima, € necessério que o problema esteja
apresentado na sua forma mais simples, ou seja, quando todas as suas restricdes sao de igualdade
e suas varidveis sao nao negativas. Para tal processo, usamos novas varidveis para normalizar as

restri¢oes nas desigualdades do tipo “<”’e do tipo “>", respectivamente, e as definimos a seguir.

Definicao 2.21 (Varidvel de Folga). Consiste em uma nova variavel z, > 0, que se adiciona em
restricdes com desigualdades ndo positivas, esta nova varidvel aparece com coeficiente zero na

func¢do objetivo e, somando na equacdo correspondente, ou seja,

a;1x1 + axe + ...+ a1, < bl — a11T1 + Q1222 + ...+ a1p,Ty + T = b1
zs, = 0.

Definicao 2.22 (Varidvel de Excesso). No caso de restricdes com desigualdades nio negativas,
deve-se acrescentar também uma nova variavel chamada de variavel de excesso =, > 0. Esta
nova varidvel também aparece com coeficiente zero na funcao objetivo e, subtraindo na equagao

correspondente, ou seja, se tivermos

2171 + A20T2 + ...+ QopTp = by — a1 T + AT + ...+ ATy — T = by

rs = 0.

Este processo € importante para encontrarmos as solu¢des bdsicas e as bdsicas
admissiveis de um problema de otimizag¢do, uma vez que encontrar uma solu¢do 6tima para

o problema ndo € tao simples. Isto motiva o estudo da seguinte subsecao.

2.2.1 Solucao Basica: Solucao Admissivel

Consideremos a seguir, um problema de minimizagdo qualquer, cujo as varidveis sao
nao negativas,
min f
s.a Ar=1b
xz =0,
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em que Axr = b € o conjunto de restricdes de um problema, onde A tem m equagdes e n
varidveis, com m < n. Separamos a matriz A em submatrizes B e N. Se a matriz B do sistema
for inversivel, a solu¢do é bem determinada, caso contrario, B sera formada pelas m-colunas
linearmente independentes da matriz A, logo possui inversa, e N estard formada pelas colunas

restantes. Destacamos que as varidveis associadas a essas submatrizes serdo fixas, ou seja,
Ar=b & Bxp+ Nxy =0. (2.3)

Logo,

B

Ar=b < [B|N]- =0

TN
& Bxgp+ Nxy =b.

Apenas aplicando a inversa e isolando x g, temos
rp = B~ 'h — B_INI’N,

nessa expressdo de xp € conhecida como solucgdo geral do sistema.

Através dessa andlise, conseguimos introduzir os seguintes termos:

e Uma parti¢do bdsica de A, ou seja, A = [B | N], em que a matriz B,,,, ¢ uma matriz
basica de A e possui inversa, € N, (n—m) € a matriz ndo bdsica composta pelas colunas

restantes de A.

e As varidveis xpg sdo chamadas de varidveis bdsicas, ou seja, sdo as m varidveis que

compdem a solugdo basica do problema.

e E também xy, chamadas devaridveis ndo bdsicas, que sao as varidveis que nao compdem

a solucdo basica do problema, e valem, obrigatoriamente, zero.

Considerando a parti¢do basica A = [B | N] da matriz A, uma solugdo ¢ dita basica quando:

rp = B~'b

JZNZO

(2.4)

Observacao 2.23. Solucgao basica existe se, € somente se, as colunas das restri¢des de igualdade
correspondentes as m varidveis bésicas sdo linearmente independentes, isto €, formam uma

base.

Nesse sentido, se o problema de otimizagdo possui uma solucdo bésica, definida por

(2.4), entdo, € possivel estudar um tipo especial de solucao basica, que definimos a seguir.
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Definicdo 2.24 (Solucdo Bdsica Admissivel). E uma solugdo basica em que todas as varidveis

bésicas sdo também nao-negativas, ou seja, xg = B~'b > 0.

Se alguma varidvel da solugdo bésica for ndo positiva, entdo a solucdo € dita Solucdo

Bdsica ndo Admissivel.

Exemplo 2.25. Dadas as restri¢cdes de um problema de otimizacao qualquer,

131+ZE2

1 — T2
(2.5)
9r1 — Ty

A\VARR\VAR/ANR/AN
o B w ©

L1, T2

vamos encontrar as solugdes bésica e basica admissivel desse problema.
Resolucao:
Primeiramente, fazemos o processo de padronizagao das varidveis, usando varidveis de

folga e de excesso como nas Defini¢oes 2.21 e 2.22,

X1+ To + I3

T —Tog+2x4 = (26)

51‘1—ZE2—J]5 =

S bk W ©

L1,X2,T3,Ty,Ts 2

Agora, as restricdes do problema, se tornam em um sistema do tipo Az = b, ou seja, podemos

escrevé-lo

~ . -
1 110 0 To
1 -1 01 0} -|ax3|=
5 —1 0 0 -1 T4
L L5 .
onde, ) )
T1
1 110 0 T 9
A=1]11 -1 01 0]|,xz=|x23 |[eb=]3
5 =1 0 0 —1 Xy 4
[ T5

Agora podemos obter uma parti¢do basica de A, e as restricdes basicas e nao bdsicas



CAPITULO 2. NOCOES BASICAS 27

associadas a ela,

T3
1—1O-x2+01-[]=3,
Ty
5 —1 -1 Ty 0 0 4
em que,
1 1 0 T 1 0

9
T3
B=|1 -1 O|,zp=| a2 |, N=]0 1 ,xN:[ ]eb: 3
5 —1 -1 T 0 0

Daqui, para encontrarmos as solucdes bdésicas de (2.6), basta que encontremos a matriz

B~1, que fazendo as devidas substitui¢des e operagdes

11
2 2
B1l=1|1 _1
2 2
2 3 -1
De (2.4),
T 110 9 6
tp= |2 |=|3 -3 O 31 =131,
s 2 3 -1 4 23

=20

Logo, x5 € solugdo basica, e como cada uma de suas componentes € ndo negativa, ela se
torna uma solugao béasica admissivel do Problema de Otimizagdo, dado em (2.5). Considerando

que a solugdo de (2.6) permite encontrar a solugcdo de (2.5).

2.3 Distancia

Nesta secdo, apresentamos algumas nogdes basicas de distancias e propriedades deter-

minadas por uma métrica. Especificamente, vamos estudar a métrica induzida por uma norma.

2.3.1 Norma

Dado = = (x1, 3, ..., x,) € R, definimos a Norma Euclidiana da seguinte forma:

Definicao 2.26. A norma euclidiana associa um ndmero real a cada vetor x € R", e podemos



CAPITULO 2. NOCOES BASICAS 28

interpretar geometricamente ||z ||, como o comprimento do vetor z.

Teorema 2.27 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para cada x,y € R", temos

|z -yl < Jaf - Jyl,
com igualdade se, e somente se v = oy, em que o € R ( ou trivialmente x =0 ouy =0 ).
Demonstracao: A demonstracdo desse Teorema pode ser encontrada em [12], p. 6. O

A norma euclidiana satisfaz as seguintes propriedades, paratodo z,y € R" e a € R,

(1) Positiva: ||z||2 = 0, ||z| =0 < x = 0.

Por definic¢ao,

[z]2 = Vo -z >20eza=0 & 0=|zf=2-2
< =0.

(i) Homogénea: ||ax||s = |a - |||z
Uma vez que,
lazlly = oz -az = Volz-x
o - V- x

= laf-[lzl2-

(7i1) Desigualdade Triangular: ||z + y||2 < ||z|]2 + ||y]|2-

Analisemos que
lz+yli=(@+y) - (@+y) = [zl +22-y+[yl3
Pelo Teorema 2.27,

5 + 2lleyllz + iz < Nlzll3 + 2llzllllyll2 + [1y1l3
= (ll=ll2 +llyID3,

logo, ||z +ylla < [lzl2 + l[y]l2-

Exemplo 2.28. Seja o vetor y = (9,3,5,5,1,7,—1,4) € RS, vamos calcular a norma

euclidiana ||y||o.
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Resolucao:

lylls = VP +32+52+52+ 12472+ (—1)2 442
= V81 +9+25+25+1+49+1+16
= V196 + 11
< V196 4+ V11

14 + /11,

A Norma Euclidiana ndo € a tnica norma possivel em R", também temos a Norma da

Soma e Norma do Méaximo, que definimos a seguir.

Definicao 2.29 (Norma da Soma). Dado um vetor x = (x1, 23, ..., x,) € R" anorma da soma

do vetor x € dada por:
n
lzlls = D lal-
j=1

Exemplo 2.30. Considere o vetor z = (—8,3,—5,5,1, -3, —1,2, —4) € R, devemos calcular

a distdncia da soma ||z|[.

Resolucao:
Izls = [=8[+B[+[=5[+ [+ 1]+ | =3[+ =1 +[2|+ ] -4
8+3+5+5+1+3+1+2+4
= 32.
Definicao 2.31 (Norma do Mdximo). Dado um vetor © = (x1,,...,2,) € R" a norma do

maximo do vetor x € dada por:

2l = max{fa;[}

Exemplo 2.32. Dado o vetor w = (3,7,—2,6,-9,12,3,1,—1) € R?, calcular a norma do
maximo [|w/||;,.

Resolucao:

— max{3,7,2,6,9,12,3,1,1}
= 12.

Observacao 2.33. As Normas da Soma e do Méximo, satisfazem as mesmas propriedades da

Norma Euclidiana, isto é, as propriedades positivas, homogénea e a desigualdade triangular.

Definicao 2.34. Um espago vetorial que tenha uma norma chama-se espago vetorial

normado, ou simplesmente espaco normado.
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2.3.2 Meétrica

Uma métrica é uma fungdo que permite medir distancias. Se (W, || ||) é um espaco
normado, entdo a norma || || induz uma métrica em W.
Para todo u,v € W,
dj (u,v) = ||Ju —v].

A norma euclidiana, induz em R" a métrica euclidiana.

Definiciio 2.35 (Métrica Euclidiana). E uma funcio d, : R” x R” — R, em que para todo
r=(x1,T2,...,2,),y = (Y1,Y2, - -, Yn) € R", temos

do(m,y) = |z = yl2 = V(@1 — y1)> + (22 — 12)> + ... + (20 — ya)*-

Esta métrica satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Positiva: x,y € R", dy(x,y) =2 0edy(xz,y) =0z =y.

Pois,
||| =0 < 2 =0.

(17) Simétrica: x,y € R™, ds(z,y) = da(y, x)

Jaque, se a € R, temos ||ax||s = |o - ||z||2, assim || — z||2 = ||z]|2.
Logo,
do(z,y) = |z —yl2
I = (@ =yl
= dy(y,x).

(1ii) Desigualdade Triangular: z,y € R", dy(z, 2) < do(z,y) + da(y, 2).
Uma vez que
dy(z,2) = |z — 2|2
= llz—y+y—=2l,
< lz =yl + lly = 2l
da(z,y) + da(y, 2)

Dessa forma, qualquer métrica induzida por uma norma satisfaz as propriedades acima,

e isso € facil de mostrar, para tal definimos as métricas da soma e do maximo.

Definicao 2.36 (Métrica da Soma). Sejam os vetores © = (21, T, ..., Tp), Y = (Y1,Y2,- -, Yn) €

R", vale que

do(,y) = v = ylls = [o1 = wa] + |w2 = gof + .+ |20 — .
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Definicao 2.37 (Métrica do Mdximo). Consideremos z = (1, To, ..., Tn), Y = (Y1, Y2, - -, Yn) €

R"™, temos

din(2,y) = ||& = yllm = max{lor —wa], |22 = yal, - |20 = yul}-

Percebemos que se mudarmos a métrica mudam-se as distancias, vejamos o préximo

exemplo.

Exemplo 2.38. Consideremos a distancia da origem até o ponto z € R, onde z = (3,5,4,1,2,-3) €
RS, calcular ds, d € d,,.

Resolucao:

e Na métrica euclidiana:
do(w,0) = [|zlls = /32 +52+ 42+ 12+ 22 + (-3)?

= &
e Na métrica da soma:
ds(z,0) = |[zlls = [3] +[5]+ |4 + [1] + [2] + | = 3]
= 18.

e Na métrica do maximo:
dpn(2,0) = [[2||lm = m?X{I3|, 15[, [4], [1],12], | — 3[}

= 5.

Teorema 2.39 ( Teorema da Equivaléncia ). Sejam ds, d; e d,,, respectivamente, as métricas

euclidiana, da soma e do mdximo em R". Entdo, para cada vetor x,y € R", temos

dm(2,y) < do(2,y) < do(z,y) < 1 - dp(z,9).

Demonstracao: Dados dois vetores © = (z1,Z2,...,%), ¥ = (Y1,Y2,---,Yn) € R”, temos
que
dn(z,y) = m;tx{!wl —t1ls lra = wols - o |20 — ynl}
< V(@ —y)? + (22 —92)? + o (20— ya)?
= dy(x,y).
Daqui,

do(,y) = V(10— 90)? + (22 = 12)2 + o 4 (20— yn)?,
Pela desigualdade triangular, resulta

do(w,y) < |1 — | + |22 — ol + ..+ |20 — Yl
== ds($7y)7
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elevando os dois membros da desigualdade ao quadrado, temos
(@1 =)+ (@2 =)’ + . 4 (@ —wa)® < (s =l +lz2 =l + .+ |2 — wal)?

ou seja, todo 0 membro também € positivo.

Da ultima desigualdade, segue que

ds(z,y) = |1 — | +]z2 —y2| + ..+ |20 — ynl
< n-m]aX{|331—?/1|,|372—y2|,--->|$n—yn|}
= n-dy(z,y).

Exemplo 2.40. Considerando ainda o Exemplo 2.38, percebemos que o vetor

r=(3,5,4,1,2,—-3) € RS verifica o teorema anterior, pois
do(x,0) =8 ds(z,0) =18 d,,(x,0) =5

dp(z,0) < da(x,0) < ds(z,0) <n-dpy(z,0)
5 < 8 < 18 <6-5=30.

No desenvolvimento deste trabalho, para simplificacdo de célculos e operagdes,

usaremos o quadrado da distancia euclidiana, que também verifica as propriedades de métrica.

Definicao 2.41. (Quadrado da Distincia Euclidiana):

n

d(z,y) = e =yl =D _(z; —y;)".
j=1
Exemplo 2.42. Dados os vetores x = (1,5,10, -3, —1),y = (0,5,7, —5, —6) € R, caculamos
o quadrado da distancia euclidiana entre os vetores x € .

Resolucao:

—0)>+(5—5)2+ (10 — 7)*

—0)>+(5—5)2+ (10 — 7)*
)2+ (0)° 4+ (3)2 +(2)* + (5)°

= 14+04+9+4+25

= 39.

(=3 (=5))* + (~1 = (~6))’
(=3+5)*+ (-1+6)?

dlz,y) = (1 +
(1 +
(1



Capitulo 3
Introducao ao Aprendizado de Maquinas

Neste capitulo, iremos apresentar uma nocao basica de Aprendizado de Maquinas(AM)
e alguns conceitos e definicdes importantes. O objetivo desse ndo € abordar um estudo tedrico
da drea, com andlise de processos de aprendizagens, discussdes dos anseios da sociedade para
com ela, e os significativos avancos nas pesquisas, € sim de apenas contextualizar o leitor e
responder algumas perguntas das quais fazemos ao nos depararmos com tal conceito, como por
exemplo: O que seria mesmo o (AM)? Quais suas caracteristicas? Onde sdo aplicados? O
que podemos concluir de alguns de seus algoritmos? Entre outras. Tentaremos responder essas
perguntas no decorrer deste capitulo. A elaboragdo deste capitulo foi baseado nas referéncias
[1, 13]

3.1 Algumas Definicoes

Definicao 3.1 (Algoritmo). Uma sequéncia com nimeros finitos de instrugdes que permitem

chegar a solu¢do de um determinado problema € denominada algoritmo.

Definicao 3.2 (Banco de Dados). Sao conjuntos organizados de dados que se relacionam e
formam uma informagdo, que estdo relacionados entre si, por exemplo, registros sobre pessoas,

lugares ou coisas.

Definicao 3.3 (Cluster). Faz referéncia a um agrupamento de dados, aglomeracdo, também

denominado instancias.

Definicao 3.4 (Mineiracdo). Consiste na procura de um modelo simples e de grande importancia
a partir do processamento de uma enorme quantidade de dados, tornando-os em um modelo

simples de grande utilidade.

Definicao 3.5 (Clustering). Técnica de mineracdo de dados multivariados, que os agrupa em

clusters.

33
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Definicao 3.6 (Reconhecimento de Padroes). Visa analisar agrupamentos de dados baseados

em informagdes anteriores, buscando padrdes e regularidades nos dados clusterizados.

Definicao 3.7 (Extracdo de Conhecimento). Processo que a mdquina faz ao aprender uma regra

a partir de um conjunto de dados, sendo regra um modelo simples que caracteriza os dados.

Definicéo 3.8 (Modelo Preditivo). E uma funcio que, aplicada a um conjunto de dados, conse-

gue identificar padrdes ocultos e fazer previsdes do que podera ocorrer com dados futuros.

Definicao 3.9 (Modelo Descritivo). Consiste encontrar grupos de dados que compartilhem a

mesma caracteristica.

Definicao 3.10 (Algoritmos hierdrquicos). Consistem em iniciar o problema com todos os da-
dos em um unico cluster, e divide repetidamente cada cluster em grupos menores, impondo

uma hierarquia de dados.

Definicao 3.11 (Algoritmos Particionais). Nos algoritmos particionais todos os clusters sao

encontrados ao mesmo tempo com os dados j4 particionados.

3.2 Uma ideia sobre Aprendizado de Maquinas

Figura 3.1: Aprendizado de Maquinas

Fonte: Depositphots(2019) !

Disponivel em: https:/br.depositphotos.com/186535438/stock-illustration-neural-network-deep-learning-
artificial.html;. Acesso em dez. 2019.
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A crescente utilizacdo de meios eletronicos em nossas vidas tem gerado um crescimento
exponencial na producao de dados, além de Websites que rastreiam tudo que seus usudrios pes-
quisam, registros de localizacdo e velocidades sdo feitas pelos celulares o tempo todo. Empresas
de grande e pequeno porte, sejam publicas ou privadas, trabalham também com sistema de ge-
renciamento de banco de dados, ou seja, diariamente sdo produzidos uma enorme quantidade
de dados, desde o cédigo de barras dos seus produtos até os sensores colocados no estabeleci-
mento, sobre seus clientes, empregados, produtos, e assim muitos dados sao produzidos, ficando
invidvel que estes dados sejam analisados por seres humanos, de modo que, tais atividades estao
ficando cada vez mais automatizadas e, por isso, necessitam de ferramentas eficientes que au-
xiliem na andlise dessa grande quantidade de dados produzidos e que os tornem em algo util.

Por tais motivos, vemos progressivamente o avango da ciéncia de dados e da computacao
em nossas vidas, que se preocupa em armazenar e processar enormes quantidades de dados, e
ainda na inferéncia e em ter algoritmos eficientes para resolver problemas de otimizacdo. No
entanto, para realizar algumas tarefas ndo existe um algoritmo que as descreva, apesar de ter
muitos dados que as exemplifique. Para isso, almejava-se que um computador/maquina ao rodar
varios dados, conseguisse extrair automaticamente um algoritmo para tais tarefas, acreditando
que embora ndo pudesse descrever o processo, daria para identificar certas regularidades, cons-
truir uma aproximacao util e usa-las para fazer previsoes.

Pesquisadores de Inteligéncia Artificial, cientistas de dados e da computagdo, e outros,
trabalharam por muito tempo para o desenvolvimento de uma édrea hoje denominada Aprendi-
zado de Mdaquinas, que fosse um sistema capaz de identificar e-mails de spam, de prever quem
sdo os possiveis compradores para determinado produto, de resolver problemas de visdo e re-
conhecimento de fala. Por exemplo, para nds, seres humanos, reconhecer o rosto das pessoas
pessoalmente ou em fotos, de perfil ou de frente, perto ou um pouco mais distante, € uma ta-
refa facil e que ndo precisa de muitos esforgos, fazemos de maneira inconsciente, de modo que
nao conseguimos explicar, por isso € impossivel que um programa saiba fazer tal atividade por
meio de um algoritmo, uma vez que o rosto de uma pessoa € particular dela, tem uma estrutura,
possui olhos, boca, nariz com formas e localizag¢des especificas do rosto de cada um.

Mas, analisando amostras de imagens do rosto de uma pessoa, um sistema de Apren-
dizado de Mdaquinas, consegue capturar um padrdo para essa pessoa, e reconhecé-la em outras
imagens. Além disso, o sistema consegue, mesmo quando exposto a um grande volume de
dados, processa-los e construir um modelo simples, é 0 que chamamos de mineracao de dados.
O (AM) € uma ramificacdo da Inteligéncia Artificial, que vinha sendo almejada a alguns anos,
nasceu da curiosidade de pesquisadores da drea de que seria possivel as maquinas aprenderem
a partir de reconhecimento de padroes de dados, porque até entdo as maquinas s6 faziam ativi-
dades das quais elas eram instruidas constantemente. Além de resolver problemas de banco de

dados, é capaz de se adaptar ao ambiente, pois o sistema aprende com processamentos anteri-
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ores e se adaptam livremente quando expostos a novos dados, capazes de produzir resultados
confidveis e sem repeti¢cdes. O objetivo principal ao se desenvolver um sistema do tipo é fazer
com que a miquina seja capaz de adquirir conhecimento, aprenda com dados anteriores com o
minimo de interven¢do humana, quase de forma automatica.

Nos seres humanos estamos em constante construcao e evolugdo do conhecimento que
sdo adquiridos. Por exemplo, quando aprendemos a melhor estratégia em uma situag¢ao, nos
guardamos isso na memoria e a utilizamos quando nos deparamos com esta mesma situagao.
No Aprendizado de Méquinas o processo de aprendizagem se da de forma parecida, pois o
programa precisa apenas de algumas instrucdes iniciais, a partir disso geram seu proprio conhe-
cimento conforme os resultados que for obtendo. Porém, diferente do que a ci€ncia cognitiva e a
neurociéncia em nos seres humanos explica, segundo Ethem(2004, p. 4): “ o objetivo do Apren-
dizado de Méquinas ndo é entender os processos subjacentes a aprendizagem em humanos e
animais, mas construir sistemas tteis, como em qualquer dominio da engenharia”.

O uso aprendizagem de maquina ja abrange varios campos do nosso cotidiano e sao uti-
lizadas para solucionar os mais diversos problemas, € utilizada também para construir sistemas
de streaming como os da Netflix e Spotify que recomendam filmes e misicas aos seus usuarios
com base no seu histdrico de acesso e seus favoritos, ou quando o Google Maps sugere rotas al-
ternativas para um mesmo local, com ela é possivel fazer identificacdo de mudancgas climéticas,
categorizar paginas da Web conforme o género, marcar mensagens de e-mail como spam ou até
mesmo fazer dedugdes sobre a bolsa de valores, reconhecimento de voz, predi¢do de taxa de
curas de pacientes com diferentes doencas, detec¢dao de uso fraudulento de cartdes de crédito,
condu¢do de automoéveis de forma autonoma em rodovias, diagndstico de cancer por meio da
andlise de dados de expressdo gé€nica. Sao diversos os métodos de (AM), que sdo utilizados
em multiplas tarefas, cada um com suas especificidades, organizadas de acordo com diferentes

critérios, um deles € quanto a sua categoria de aprendizado, como mostra a se¢do seguinte.
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3.3 Tipos de Aprendizagem

Figura 3.2: Tipos de Aprendizagem

Aprendizagem de Maquinas

Supervisionada Nao Supervisionada

Fonte: Arquivo Pessoal

3.3.1 Aprendizagem Supervisionada

No Aprendizado Supervisionado temos problemas onde hd uma entrada e uma saida
bem definida, tendo ideia que existe uma relacdo entre eles. Ou seja, temos os dados com quais
queremos analisar e temos o que procurar, a tarefa € aprender o mapeamento desse percurso.
Para tal, ha uma fase denominada treinamento, em que alguns dados sdo inseridos no sistema, e
o objetivo dele € encontrar parametros que se ajuste a dados desconhecidos do conjunto de teste,
ou seja, esse tipo de aprendizado tem como finalidade prever o resultado dado um conjunto de
amostras de treinamento, junto com seus rétulos de treinamento. Se subdivide em método de

classificacdo e regressao.

Classificacao

Os problemas de classificacdo sdo problemas em que os dados da entrada ja sdo pre-
viamente constituidos, e a tarefa de um algoritmo classificador € atribuir esses dados em de-
terminadas classes. Por exemplo, importante que um banco seja capaz de prever o risco em
empréstimos, se tem grande probabilidade de ter um default por parte do cliente, mas também
nao pode incomodar seu cliente, ou até mesmo deixa-lo constrangido com perguntas sobre sua
situacdo financeira. Em situacOes como essa, o banco retine um conjunto de dados de cada cli-

ente, usando seu histérico de empréstimos anteriores e outros atributos que definem um cliente
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e seu risco. Um sistema de (AM) ajusta um modelo baseado nos dados, que o banco usara
para classificar seus clientes automaticamente, em clientes de alto e baixo risco. Este seria um
exemplo de problema de classificagdo, que define clientes de alto e baixo risco para um sistema

bancario.

Figura 3.3: Classificagcdo
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Ap6s o treinamento do sistema com um determinado conjunto de dados € possivel que
ele aprenda uma regra de classificacdo, tendo essa regra, o principal objetivo € fazer previsoes

corretas sobre dados novos, via uma funcao discreta.

Regressao

Temos uma situagdo em que queremos comprar um carro usado, o que fazemos na
maioria das vezes € entrar em um site ou aplicativo para pesquisar a tabela de preco para aquele
modelo de carro em que estou procurando. O que ndo sabemos € que esses aplicativos em que
inserimos dados para pesquisar o preco do carro sdo programados a partir de um sistema de
(AM), em que a entrada do programa sdo os atributos do carro, e a saida é exatamente o preco
tabelado para aquele modelo, que pode variar entre um prego x € um prego y. Esses problemas
em que a saida é um nimero e os dados de saida e entrada que se relacionam via uma func¢do

continua, sdo chamados de problemas de regressao.
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Figura 3.4: Regressao
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Fonte: Arquivo Pessoal

3.3.2 Aprendizagem nao Supervisionada

Diferentemente da Aprendizagem Supervisionada em que temos entradas e saidas
definidas por um supervisor, aqui na Aprendizagem nao Supervisionada como o nome sugere,
ndo teremos um supervisor para definir a saida do nosso modelo, conheceremos apenas os
dados de entrada. O objetivo principal aqui € justamente encontrar os padroes, regularidades ou
estruturas existentes no nosso conjunto inicial de dados , ou seja na entrada, e assim analisar a
partir do funcionamento do programa, o que aconteceu e nao aconteceu com os nossos dados.
Nesse tipo de aprendizado ndo se tem ideia (ou pouca) do resultado, ndo ha correcdes, pois toda

a tarefa € realizada segundo semelhangas que a méquina entende.

Clustering

Na aprendizagem nao supervisionada existem certos padroes nos dados de entrada,
alguns mais frequentes que outros. O que a mdaquina faz é agrupar esses dados que apa-
rentemente tém algo em comum, essa tarefa consiste em reunir em um cluster, dados que
sdo semelhantes entre si, mas que cada cluster seja diferente um do outro. Os seus algo-
ritmos sdo usados para explorar padroes ou criar grupos. A clusterizagdo ou clustering € a
andlise dos clusters (dados agrupados), analisando o grau de semelhancas ou diferencas en-
tre eles e seus elementos, que seria uma funcao distancia, em que quanto menor a distancia
mais semelhantes sdo os dados analisados. Por exemplo, se nosso objetivo é agrupar relatorios
de noticias, entdo teremos clusters de noticias relacionadas a esporte, politica, artes, etc, e
dentro deles teremos noticias que se aproximem mais de cada eixo. O conceito de clusterizagao

muda de acordo com a drea em que estd inserido, pode ser chamado de andlise (), tipologia,
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agrupamento e taxonomia. Segundo Anil(2009, p. 3) a clusterizagdo e seus algoritmos foram
bastante estudados por vérios autores, tais como, Han e Kamber(2000) e Bishop(2006), que

classificam esses algoritmos em hierarquicos e particionais.

Figura 3.5: Clustering

Fonte: Arquivo Pessoal

Dos algoritmos hierdrquicos os mais conhecidos s@o o link tinico e o link completo, ja os
de particao, o mais popular € o K-means, este tem uma historia rica e diversa, e embora ja tenha
mais de 50 anos de surgimento ainda é um dos algoritmos mais usados para clustering, por sua
facilidade de implementacdo, simplicidade, eficiéncia e sucesso nas suas aplicacdes, por isto,

nos proximos capitulos serdo abordados o algoritmo K-means e algumas de suas aplicagdes.



Capitulo 4

Método de K-means

O K-means € um algoritmo de aprendizagem ndo supervisionado e de clusterizacao, uti-
lizado para particionar dados em k agrupamentos distintos. Ele agrupa dados que compartilham
caracteristicas importantes e parecidas. De modo empirico, uma boa solu¢@o para o processo
de clusterizacdo € aquela em que os dados do grupo sejam mais semelhantes entre si, do que
comparados com outro grupo.

Neste capitulo, abordamos as principais defini¢cdes, propriedades, teoremas, lemas e
proposi¢des para compreendermos matematicamente como funciona, e como realmente o algo-
ritmo K-means converge para uma solu¢do 6tima. Também apresentaremos o funcionamento
do algoritmo, mostrando alguns exemplos e destacaremos algumas vantagens e desvantagens.
A implementacdo do algoritmo € possivel em vérios softwares, tais como, C++-, Python, en-
tre outros. Mas neste trabalho, usamos o software MATLAB versao R2019b, este que € um
software voltado para cdlculo numérico e destinado a fazer cédlculos com matrizes, onde seus
problemas e solucdo sdo escritos na forma matematica, e nos permitem ver como diferentes
algoritmos funcionam, executando iteragdes até que os resultados desejados sejam obtidos. Os

conteddos deste capitulo se encontram baseados nas referéncias [1, 8].

4.1 Definicoes Iniciais

Pela enorme quantidade e diversidade de dados produzidos diariamente, se faz
necessario cada vez mais a criagdo de ferramentas que facilitem e permitam a mineracao desses
dados. Um dos métodos que nos auxiliam na mineracdo de dados multivariados € o agrupa-
mento ou clustering, que consiste em minimizar ou maximizar a fun¢do objetivo definida em
partes, homogenizando os dados dentro do cluster e heterogeneizando os clusters uns dos ou-
tros. Os algoritmos de clusterizacao se dividem em hierarquicos ou particionais. Neste trabalho,
tratamos somete do algoritmo K-means, classificado como algoritmo particional. Apresentamos

uma andlise de sua convergéncia.

41
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Analisemos agora alguns conceitos e notagdes. Consideremos um conjunto de dados
com n pontos, definido:
_ n
P = {xz i=1 >

um agrupamento, particiona esse conjunto P em k subconjuntos
C={Cy,Cs,...,CL},

cada C; é denominado um cluster do conjunto. E ainda para cada C; associaremos um y;
nomeado centroide, que além de representar o cluster, serd comparado com todos os outros
elementos do mesmo. Existem outras formas de obté-lo, mas neste trabalho, o determinaremos

através da média de todos os pontos pertencentes ao cluster,

1
i=— > 4.1
Yi=— 7 (4.1)

v T eC;

onde n; sera o nimero de elementos de C;.

Para medir a dispersd@o dos elementos de um cluster, e verificar quao préximos eles
estdo, compararando a distancia dos pontos ao centroide correspondente, usaremos a funcio de
semelhancga,

k
F(P)=>_>" D(x;,u)
i=1 z;€C;
em que D € a distancia euclidiana. Em outras palavras, F define a soma de todas as distancia
entre cada elemento e o centroide do seu cluster, isto é, medird quao bem o centroide representa

seu grupo.

4.2 O Algoritmo K-means

O K-means € caracterizado como um algoritmo guloso, que em suas iteracdes escolhe
o objeto que lhe parece mais “apetitoso”, que chama mais sua atengdo, torna o objeto parte
da solu¢do do problema, entretanto nao analisa as consequéncias de suas escolhas. Em termos
mais especificos o algoritmo procura minimizar Fj, convergindo para a solucdo local, a mais
vidvel, ndo se preocupando se esta € a solucdo 6tima do problema. O algoritmo consiste nos

seguintes passos, ao “encarar”’ um conjunto de dados.
e Distribui todos os pontos do conjunto P de forma aleatéria em k clusters.
e Calcula através de (4.1), o centroide de cada cluster C;.

e Associa cada ponto x; € P aum cluster Cj-, do centroide ;- mais proximo ao ponto, ou
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seja,
i = argmin ||z; — y,|3 ,
i=12,...k
significa que um ponto x; qualquer serd agrupado a C;, quando este ponto possuir a menor
distancia ao centroide desse cluster, comparado com a distancia aos outros centroides do

resto de clusters.

e ApOs o passo anterior, muitos pontos terao mudado de grupo, por isso faz-se necessario a
atualizag@o dos centroides de cada cluster, assim, repete-se o 2° passo, onde encontrare-

mos um novo centroide y; para o cluster C;.

e Os dois ultimos passos serdo repetidos de forma iterativa, até que os respectivos centroi-
des ndo mudem mais ou satisfacam a precisao estabelecida, entdo esta iteracdo serd o

minimo local do nosso problema.

e E assim como em outros processos iterativos, neste também tem o teste de parada, que é

analisado através da soma das diferencas dos centroides da iterac@o atual pela anterior,

k
ollyi =y <,
i=1

y! representa o centroide da itera¢do atual, € > 0 é a precisdo determinada e o limite da

convergéncia. Abaixo representa-se o pseudo-codigo do algoritmo K-means.

Algoritmo 1: K-means

Dados: P conjunto dos pontos, k& niimero de clusters, € erro

1 inicio
2 iteracdo <— 0
3 Inicializar os y;,7 = {1, 2, ..., k} (Com pontos aleatdrios de P)
4 repita
5 Ci«0, Vi=1,2,...k
6 para z; € P faca
1 i* + argmin{||z; — 57| *}
8 Ci* = Ci* U {l'j}
9 fim
10 para: =1 até k faca
1 y;’teragdo _ ’611’ Z x;
t xz;€C;
12 fim
k

3 até Z Hy;teragao o y;teragaoflu <e

i=1

14 fim




CAPITULO 4. METODO DE K-MEANS 44
4.3 Condicoes de Convergéncia do Algoritmo

O K-means pode ser visto também como um algoritmo que resolve problemas de
otimizac¢@o, em que usamos a F(P) para medir a representatividade dos centroides de cada
grupo, e desta forma, deduziremos nosso problema a partir dela, que serd a nossa funcao obje-

tivo. Para tal, consideramos Y uma matriz linha dos centroides do conjunto P,

Y = [?/1,927 "'7yk’]d><k7

onde y; € o centroide do cluster C;, e também W uma matriz real, cujo seu elemento w;;
representa o cluster i e o ponto j. Em que se w;; = 1 significa que o ponto x; pertence ao
cluster C;, ou seja,

wij:1:>xj60i,

por outro lado se,
wl-j:0:>xj ch

Denotaremos a matriz das entradas w;; por:

W = [wy]

kxn *

Assim, consideremos o problema de otimizagdo para o algoritmo K-means,

k n
(0) :min  f(W,Y) =Y "> wiD(x;,y;)

i=1 j=1
4.2)
k

s.a Zwij =175=12..,n

i=1

parai =1,2,....,kej = 1,2,...n, teremos a variacdo do elemento w;;.
No problema (4.2) D mede a distancia euclidiana do elemento x; ao centroide y;, € a

definimos por:
D(xj,y:) = llxj — yill2-

Fixando a linha 7 da matriz W, temos

W; = [wﬂ,wm coey Win )
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e sobre influéncia do cluster v, a fung¢do f, assume a seguinte notagao:
F(W3,Y:) = wiD(x, y:)- (4.3)
j=1

Ou seja, o centroide y; também sera denotado por Y;. Por consequéncia de (4.3), escrevemos a

funcio objetivo do problema (O) de (4.2) como sendo,

k

FVY) =" [(W;,Y)),

i=1

Por questdes de simplificacdes usaremos a notagdo f;(Y) para a fungdo f (W, Y),
quando a matriz W for fixada. Para continuar a andlise de convergéncia do algoritmo

cluster a partir do problema (O), a seguir, apresentamos alguns resultados importantes.

Propriedade 2. Se a funcdo D(x,Y;) que mede a distdncia de qualquer elemento aos centroides
Y; for estritamente convexa, variando no conjunto Y, entdo f;,(Y) também é uma fungdo

estritamente convexa.

Demonstracdo: Consideremos duas matrizes de centroides Y! e Y2 de ordem d x k e um
escalar « € [0, 1]. Por hipétese temos que a fungdo D(x,Y;), que mede a distincia dos pontos

x; aos centroides ;' e Y;2, é estritamente convexa. O que implica
D(xj, a¥; + (1 - a)Y?) < aD(x;,Y}') + (1 — ) D(z;,Y7). (4.4)

Usando a definicdo da funcdo objetivo, sabemos que,

k n
fW(O(Yl + (1 — O{)Y2) = Z ZwijD(xj, OéY;l + (1 - OK>Y;2)a (45)

i=1 j=1
desse modo, por (4.4)

k n

D2 wiyD(aj oY + (1= a)Y?) < )} wy[aD(w;,Y}) + (1 - a)D(z;,Y})] (4.6)

i=1 j=1 i=1 j=1
pela propriedade de somatorio,

k n

SO wy [aD(e,, V) + (1 - a)D(x;, Y2)] =

i=1 j=1
k n

DO wig [aD(a, Y] 4+ 0wy [(1— ) D(x, V7))

i=1 j=1 i=1 j=1
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Agora, pela propriedade de multiplicagdo por um escalar,

aZZwU (z;, V) + (1 —a) ZZwl] (z,Y7),

=1 j=1 =1 j=1

mas,
k n
ZZWUD 75, Y}) = fw (Y1)
i=1 j=1
Portanto, por (4.5) e (4.6) concluimos que
fi (@Y + (1 —)Y?) < afy (Y + (1 —a)fiy (Y?),
garantindo que a fungdo f;,(Y), seja estritamente convexa. ]

Precisamos agora provar que de fato a fungdo D(z,Y;) = ||z — Y;||3 é estritamente

convexa, para continuarmos com a andlise da convergéncia do algoritmo.

Lema 4.1. A fungdo D(z,Y;) = ||z — Yi||5 € estritamente convexa.

Demonstracao: Sejam Y; e Y; dois elementos quaisquer e o € [0, 1], entdo pela definicdo da

funcdo D, temos:
Dz, (a1 + (1 - )Ys)] = [z~ (¥ — (1 —a)Y2)|3.
Daqui,

lo - (@i — (1—)¥p)§ = llaz—az+z - (a(Yi — (1 - )Y
= Jlaz + (1 - @)z - a¥; — (1 - a)Ya3

colocando «v e (1 — «v) em evidéncia, resulta
|z = (Y1 = (1 - a)Yalf = [la(z =Y1)+ (1 - a)(x—Y2)|3
Pela desigualdade triangular, temos
la(z =Y1) + (1 - )@ =Y2)[3 < [ —=Y)[3+ (1 - a)(z - Ya)]l5,
e como

la(z =YDIE+ [I(1 = )@ = Yo)|lF = aD(z,Y1)+ (1-a)D(z,Y)
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obtemos,
la(z =Yi)+(1-a)(z-Ys)[lf < aD(z,Y1)+(1—a)D(z,Y2),
concluindo que D(z,Y;) é estritamente convexa, com 0 < o < 1. O

Observacao 4.2. Do Lema 4.1 concluimos que a fun¢do semelhanga £ do K-means € estrita-

mente convexa.
Propriedade 3. Dados Y € R¥>* ¢ a fun¢do fo (W) = f(W,Y). Entdo fy (W) é linear.
Demonstracio: Sejam W' e W2 matrizes de ordem k X n, e oy, as € R. Por hipétese e do
problema (4.2) sabemos que
k n
FolaaW! + aoW?) =Y > “(onw}; + aow;) D(x;,5;),
i=1 j=1
aplicando a propriedade distributiva, resulta
k n
fY(Oqu + ayW?) Z Z QW D (zj,9:) + 042wi2jD(1’j>Qi)] )
=1 j=1
agora, pela propriedade de somatdrio,
k n k n
fo (W + auW?) = Z Z arwi; D(x;,9;) + Z Z aywy; D(x;, ;)
i=1 j=1 i=1 j=1

Logo, por (4.2)

n

k
D> anwD(wy, Vi) = anfy (W),
i=1

=1 j=1

Consequentemente,
fy (W + aaW?) = f (W) + fy(aaW?).

Portanto, f; (1) € linear. O

Definiremos a partir do problema (O), uma fun¢do reduzida F', e provaremos que esta é concava.

Definicao 4.3. No problema (O), tinhamos a func¢do objetivo completa, com suas restri¢des, a

forma reduzida da mesma funcgdo f (W) sera dada por:

F(W) =min{fy(W):Y € R™*}
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em que W continua sendo uma matriz real de dimensdo £ x n.

Lema 1. A funcdo objetivo F' reduzida é concava.

Demonstragio: Dadas as matrizes W, W2 € R**" e um escalar o € [0, 1]. Mostraremos que

a desigualdade a seguir acontece,
FlaW'+ (1 —a)W?) = aF (W) + (1 — a)F(W?),Va € [0,1].
De fato, se
FlaW'+ (1= a)W?) =min {fy(aW"'+ (1 —a)W?:Y € R”*}
pela Propriedade 3, temos a linearidade de fy,
min { fy (@W' + (1 —a)W?:Y € R**} = min {afy (W) + (1 — a)fy(W?) : Y € R}
retirando os escalares,
FlaW'+(1—a)W?) > a min {fy(W") : Y € R**} +(1—a) min {fy(W?) : Y € R"*}

desta forma, como
a min{fy (W"): Y € R**} = aF(W")

obtemos,
FlaW!'+ (1 —a)W?) = aF (W + (1 — a)F(W?).

Portanto, F' € cOncava. |

Definimos em seguida o conjunto solu¢do do nosso problema como um produto cartesiano de

poliedros (S = S7 X Sy x ... X .S},), e iremos demonstrar que esse € um poliedro convexo.

Teorema 4.4. O conjunto S é um poliedro convexo.

Demonstra¢ao: Se W; é uma matriz qualquer pertencente ao poliedro \S;, entdo podemos

escrever equivalentemente o seguinte sistema:

AW, = b,
S; =
W; =20,

em que A = [1...1] uma matriz linha composta por k entradas, ; € um vetor coluna de /' em

que a j-ésima coluna estd fixada, e b; = [1].
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1) Primeiramente, devemos analisar se S = S; x 55 ...S, € realmente um poliedro. De

fato, pois W € S < Az =b,e W; > Oparaj =1,2,...,n, ouseja

AW, 0 0 = b ,com W;>0
0 AWQ 0 = b2 , COm WQEO
0 0 e AW, = b, ,com W, >0.

Sendo, equivalente a

(A0 - 0 [ | [ b, |
) N .
|00 - A-nx(nk) _W”-(nk)x1 [ 00 ]
onde,
(1.1 0---0 ] [ w1 | [ b, |
A= 00 , T = M_/Q . b= b
[ 0-:0 0-0 +ov Teee1 | W [ by |

Dessa forma, W verifica

logo, W € S. Portanto, S' € um poliedro.

1) Agora, devemos mostrar que S é convexo, para tal fim, provamos que cada S; € S com

j = {1,2,...,n} é convexo. De fato, dados le e VVj2 dois elementos de S, entdo

k
E wz-lj =1le w}j 2 0, 0 mesmo vale para UJZZJ Queremos provar que o segmento de reta
=1

que liga TV} e W7 pertence a S;, ou seja,

aW! +(1—a)W? € S;.



CAPITULO 4. METODO DE K-MEANS 50

Realizando os calculos, obtemos

k

k k
Zawb%—(l—a)wfj = aZw}j—i-(l—a)Zw?j
i=1 =1

i=1
= a+l—-a«
= L

1 2 . . . .
Como aw,; + (1 — a)w;j; > 0 verifica-se que o segmento estd contida em S}, logo é
convexo. Dado que S é produto cartesiano de poliedros convexos, portanto é convexo

também.

|

Teorema 4.5. Um ponto W é um ponto extremo de S se, e somente se, W é uma solucdo

admissivel de (O).
k

Demonstracao: Consideremos I um ponto extremo de S, e como W € S entdo Z wi; =1
i=1
e w;; > 0, queremos entdo provar que w;; € {0,1}. Como W € ponto extremo de S temos

que satisfaz o sistema da forma Az = b, sendo que podemos decompor A = [B | N| em que
B € uma matriz formada pelas colunas linearmente independentes da matriz A, portanto possui
inversa e estd associada as k varidveis basicas de W, e N contém todas as outras colunas de A,

que estao associadas as varidveis nao basicas(z ), que assumem o valor 0. Assim, obtemos:

Av=b o A=[B|N]-| " |=b
TN
< Brgp+ Nxy =0

S rxp=b=1.

Notemos que, todas as varidveis bdsicas assumem o valor 1, o que prova que
w;; € {0,1} . Portanto, W' é uma solugdo admissivel de (O).

Na implicacdo contrdria, consideramos W uma solu¢do admissivel de (O), entdo
k
w;; € {0,1} e Zwij = 1 paratodo j = {1,2,...,n}, logo W € S. Com isso, precisa-
i=1
mos provar apenas que W € um ponto estremo de .S. Para isso vamos considerar uma submatriz
B inversivel de W formada pelas colunas onde os elementos w;; valem 1. A matriz B s6 pode

ser a matriz identidade, pois as varidveis w;; com j = {1,2,...,n} tem apenas uma entrada
k

igual a 1 e as restantes valem 0, porque Z w;; = 1ew; € {0,1}. Daqui, temos que B serd

=1
uma base, portanto serd também solugdo basica de (O), que implica em W ser um ponto ex-
tremo de S. O
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Observacao 4.6. Como o problema (O) é um problema discreto em que necessita-se andlise
de cada ponto, os algoritmos tornam-se mais rigorosos. Logo € interessante reduzir o problema

substituindo as restri¢cdes w;; € {0, 1} por simplesmente w;; > 0.

Definicao 4.7. O problema reduzido (RQO) de (O) € definido da seguinte forma:

(RO) : min  f(W),
s.a W elbS.

Propriedade 4. Se I é uma fungdo concava num poliedro convexo S, entdo F atinge o minimo

num extremo de S.

Demonstracao: Seja x um minimizador de F' e suponha que x nao é um ponto extremo de S.

Ou seja, podemos escrever z como uma combinagao linear de pontos extremos de 5,
n n

isto é, x = g o,z tal que E a; = 1, com x; ponto extremo de S e «; = 0.
=1 =1
Como F' é cOncava, entao temos:

F(éam) > ZZ::%’F(%)
F(z) > ZZ:;O@F(%)

F(x)—ZaiF(xi) > 0.

Sendo Z «; = 1, obtemos,

i=1

i a; F(x) — i a;F(z;)) > 0
i=1 i=1

Y ai(F(z) = F(z:) > 0. 4.7)
i=1
Sendo F'(x) um minimo, significa que,
F(z) < F(x;), paratodo i = 1,2, ..., n.

ou seja,
F(z) — F(z;) <0, paratodoi = 1,2, ..., n. (4.8)

Assim, por (4.7) e (4.8) resulta,
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F(z)=F(x;), paratodoi = 1,2, ...,n.
Portanto, F' também atinge 0 minimo nos pontos extremos ;. ]
Daqui, obtemos o seguinte lema:

Lema 4.8. O problema (RO) e (O) sdo equivalentes.

Demonstracao: De fato,

(1) Se W é uma solucdo admissivel de (RO), temos que F' atinge o minimo em 1. Pela
Propriedade 4, temos que W € um ponto extremos de S. Assim, pelo Teorema 4.5, W é

uma solugdo admissivel de (O).

(#7) Se W é uma soluc@o admissivel de (O), temos que F' também atinge o minimo em W. Por
k

outro lado, como W € uma solugdo admissivel de (O), entdo w;; € {0,1} e Z wij =1
i=1
Vj=1,2,...,n. Daqui, W € S, e pelo Teorema 4.5 W € um ponto extremo de S.

Portanto, 1/ € uma solug¢do admissivel de (RO).

O

Observacao 4.9. A solucio direta do problema (RQO) ndo € facil de encontrar, por esta razio,

introduzindo o conceito de solucdo otima parcial.

Definicao 4.10. Uma solugdo 6tima parcial do problema (O) é uma solugdo (W* Y™*) que

satisfaz as seguintes condicoes:

(i) fr-(W*) < fy«(W), paratodo W € S.
(ii) fu-(Y*) < fu-(Y), paratodoy € RI*F,

Para encontrar uma soluc¢do 6tima parcial, (W*,Y*) do problema (O), minimizamos

alternadamente a funcdo f em W e Y, por meio de dois tipos de problemas de minimizagao:

e O problema Py pretende minimizar fy (W) tal que
W e S, dadoumY € R¥¥,

Este € responsdvel por atribuir os pontos aos clusters.

e O problema P}, pretende minimizar fi;,(Y’) em que
Y € S, dadoum W € R¥*,

Em Py;, atualizam-se os centroides.
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Observagio 4.11. A solugdo para o Py € simples, pois D(z;,y;) = ||x; —y;||3 como se verifica

no Lema a seguir.

Lema 4.12. Seja Y € Rixk fixo, define-se W e Rk dg seguinte maneira:
para cada j € {1,2,...,n}, temos

Lose  fay—ddB < lle; — @l paratodol € {1.2,....k}
U~)ij —
0, se caso contrdrio.
Entdo W é uma solugdo 6tima do problema Py,
Demonstracio: Inicialmente provamos que W € S. Da definico de wW;;, temos w;; € {0, 1},
logo w;; > 0.

Notemos que para cada j € {1,2,...,n}, existe apenas um * € {1,2,....k}, em que

w;+; = 1, ou seja, existe um indice i* onde a distancia ||x; — ;« |3 € minima. Para os restantes
R .
indices ¢ # i* em {1, 2, ..., k}, temos que w;; = 0.

Daqui,
k
=1

Portanto, Wes.
Agora, provaremos que fy (W) < fy (W), para todo W € R¥*™, Para isso, considere-

mos arbitrariamente um indice j € {1,2,...,n} e, sejai* € {1,2, ..., k} tal que,

Wi =1, sellx; —9|l3 < |lo; —9ill3, paratodol € {1,2,....k}.

Para todo (w;;) = W € S, temos

% < wlj”‘rj - ng%? paratodo [ € {1727 .-.,k'},

wij||v; — -

obteremos aqui k desigualdades. Somando elas membro a membro, resulta em:

k
3 < D wylla —all3,
=1

K
Z wjl|z; — G-
=1

k
e ainda como E wy; = 1, temos que
=1

k
oy = G l13 < > wigllay — Gl (4.9)
=1
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Vamos analisar agora somente o termo ||x; — §;-||3 da equagdo (4.9)

2
2

ij — Ui % = Wi ’xj — Y

devido a w;-; = 1, e como w;; = 0 para todo [ # i*, obtemos

2~
2 = Wixj

3+ iglle; — a3
15

H:Uj — Ui Tj — Ui

k
3= dyllz; — all3 - (4.10)

=1

||$j — Y

Substituindo (4.10) em (4.9), resulta

k k
> dlley—alls < Y wglle— a3,
=1 =1

aplicamos o somatdério em j em ambos os lados dessa desigualdade, e encontramos
n k n k
wiglle; — gz < wijllz; — Gl
GIT; — Yills X Gy — Yille -
j=1 I1=1 j=1 I=1

Permutando os somatorios, temos
k n k n
~ ~ 112 ~ 112
DD gl =gl < D0 wille — a3,
i=1 j=1 =1 j=1
daqui, pela defini¢do de f,
W) < fp(W).
Portanto, T é uma solugio 6tima de P, . O
Observacao 4.13. A solugdo para o problema Py ndo € tao simples de se obter. Mas, no

método K-means através da fungio de semelhanga, D(z,y) = ||z — y||3, é possivel deduzir uma

expressao direta para a solug¢do 6tima de Fj;,. Como vemos no proximo lema.

Lema 4.14. Para um W € R™** fixo, definiremos Y € R™* da seguinte forma:
n
j=1
n Y
>,
j=1

Y:[y17y27"'7yk]70ndeyi: Z:1,2,7I{Z

Entdo Y é uma solugdo otima de Py, .
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Demonstracao: Consideremos um W € R¥" fixo. Notemos que, pela Propriedade 2, a
func¢ao objetivo definida por

k n

Far (V) =D sl — will3

i=1 j=1

¢ uma funcio estritamente convexa. Logo, se encontrarmos um Y € R%** em que fyi, atinge o
minimo, ele € Unico.

Segue que, para encontrar a solucdo de Fj;,, precisamos achar o zero da derivada da
funcdo fi;,, emrelacioay;, i € {1,2,...,k}.

Derivando fi;,, temos

k
Vifw(Y) = Yy Y > abillas — i3

Igualando a zero para encontrar 0s pontos criticos, resulta

thﬂ@(Yj = 0
—2) dylz;—y) = 0
=1

n n
E wijxj_g Wiy = 0
j=1 j=1
n n
ij (i = E:’wz’j%‘
j=1 j=1
n
E Wi 5
j=1

y, = = i=1,2,... .k

n Y
E wz-j
J=1

Portanto, Y = [y1, s ..., yx] € solugdo de P, O

As solucdes de W e R¥F dos problemas P e Pj;,, respectivamente, satisfazem as
condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para o problema (RQO), que sdo as condigdes
necessarias de otimalidade de primeira ordem. Por esse motivo sao candidatos a uma solugao
6tima parcial de (O), como estabelece o seguinte Teorema 4.15.

Para ndo fugir do escopo deste trabalho, a andlise de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) pode
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ser encontrada em [8] p. 13.

Teorema 4.15. (W* Y™*) é um ponto KKT do problema reduzido (RO) se, e somente se,
(W*,Y™*) for uma solugdo étima parcial do problema (O).

A seguir apresentamos dois lemas importantes que ajudardo a provar a convergéncia do

algoritmo K-means.

Observacao 4.16. Consideremos a seguinte notacao:
e W' sdo as atribui¢des dos pontos em rela¢do a iteragdo t.
e Y sd0 os centroides na iteragdo t.

Lema 4.17. Para quaisquer iteragées t se Y'=1 #£ W', entdo f(W!™1 YY) < f(Wi=2 Y1)

Demonstracao: Considerando a iteracdo ¢ temos:
(i) Para o problema Py :

W1 ¢ solucdo do problema Py«-1, isto é

fye-r (WY < fyer (W), paratodo W e S.

Logo,
fyt—l (Wt_l) < fyt—l (Wt—Q)’

equivalentemente,
f(Wt_l,Yt_l) < f(Wt_2,Yt_l) (411)

(ii) Para o problema Py :
Y'* é solugdo do problema Py -1, ou seja,
w1 (YY) < fur(Y), paratodo Y € R*F,
Em particular, vale que
fwer (YY) < fwea (Y1),

logo,
f(W’H, YH < f(Wtfl, thl). 4.12)

Assim, de (4.11) e (4.12), segue que

fVELYY) < fveR Y.
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Se Y1 £ Y, temos:

t—1 t t—2 t—1
fWV=HYY < f(W2 Y.
Como fy+—1 € estritamente convexa, concluimos que o minimo € tnico. O

Observacao 4.18. Através do lema anterior provamos que a sequéncia (x;) de termos

x, = f(WH 1Y) é decrescente.

Lema 4.19. Suponhamos que o algoritmo K-means realizou t—iteracoes. Entao W° W1 ... W?!

sdo distintos entre si.

Demonstracao: Suponhamos por absurdo que, existem duas iteracdes ¢; e ¢, antes da iteragao
t tal que, W = W*, vamos supor sem perda de generalidade que t; < t5 < t.

Conforme as iteracdes, obteremos:
e Y1+l & solucdo do problema Py, .
e Y2t ¢ solugio do problema Py, .
Dado que W' = W', e pela unicidade da solugdo do problema, Py, = Pyys, resulta em:
yhtl = ytetl
por consequéncia,
FWh, YO+ = f(Wite, Yty |

Como a sequéncia (z;) de termos f(W'1 Y*) € decrescente, terfamos que
Yt1+1 — Yt1+2 — .. = YtQ —_ Yt2+1
7

Logo, o algoritmo K-means deveria parar na iteracdo ¢; + 1 e ndo na iteracdo ¢, lembre-
mos t; + 1 < ¢, resultando em uma contradi¢dao. Portanto, todos os W’, com J=0,1---t

sao distintos entre Si. |

Teorema 4.20. O algoritmo K-means converge para uma solugdo otima parcial do problema

(O) num niimero finito de iteragoes.

Demonstracio: Do Lema 4.19, seque que todos os W' encontrados pelo algoritmo K-means
sdo distintos, e conforme o Teorema 4.5 correspondem a pontos extremos do poliedro S, sendo
eles uma quantidade finita. Dessa forma, concluimos que o algoritmo K-means, precisa de no

maximo um numero finito de iteracdes para convergir a uma solucao. O
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4.4 Vantagens e Desvantagens do Método K-means

O algoritmo K-means tem como vantagens [5], por exemplo, ser relativamente escaldvel
e eficiente para grandes conjuntos de dados. O método frequentemente termina num local
otimo. Entretanto, este método s6 pode ser aplicado quando a média (centroide) de um cluster
pode ser definido (ver a Figura 4.1, e mais detalhes da base de dados no Apéndice A). Isto pode
ndo ser o caso em algumas aplicagdes, que utilizam dados com atributos categdéricos (nomi-
nais) envolvidos. A abordagem por K-means é sensivel a particdo inicial, gerada pela escolha
aleatdria dos centroides. A técnica K-means necessita que o numero k de clusters seja infor-
mado com antecedéncia. Além disso, ele € sensivel a ruidos, visto que um pequeno nimero de
tais dados pode influenciar, substancialmente, o valor médio das coordenadas.

O algoritmo K-means também possui certas deficiéncias [S5], por exemplo, o resultado
depende muito do palpite inicial dos centroides. Somente atributos numéricos sao abordados. O
algoritmo ndo é adequado para descobrir clusters com formas ndo convexas (ver a Figura 4.2, e
mais detalhes da base de dados no Apéndice B). Pelo fato deste método gerar clusters com figu-
ras circulares, este problema € conhecido como problema da superposicao de classes. Também,
o algoritmo tem problemas quando os clusters sdo de formas ndo globulares (ver a Figura 4.3 e
Figura 4.4 e mais detalhes nos Apéndices C e D, respectivamente), ou quando os clusters t€m

densidades diferentes (ver a Figura 4.5 e mais detalhes no Apéndice E).

Figura 4.1: Conjunto de Dados: Dados Sintéticos.
Agrupamento usando o K-means (3 clusters)

X Iteration 1 0 Iteration 2
. ® cluster 1 ® cluster 1
6r . . ® cluster2 |4 6r . ® cluster 2
o 0°° ® cluster 3 o oo 0°° ® cluster 3
4 '::.'a,".‘, =+ centroids | | 4t - '::-",".\, . =+ centroids
o .-. @ . ol, oo _oe® @ o .
27 o0 o R 27 oo .
> o o, > o 8 &
0 ..0 ""." ®e 0 '.. AR
LS ® oo 0:0 F o ® oo 030“:
2 W0 o0 oo 2+ Vo0 o0 o
3 O e
4k [ o 4 [ °
° b o°® ° B o
L J L
6 ' ' 6 '
5 0 5 10 5 0 10
X X

Fonte: Arquivo pessoal
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Figura 4.2: Conjunto de Dados: Bananas.
A esquerda, pontos originais; a direita, o agrupamento usando o K-means (2 clusters)

10 ; ! ! T 10
5t ST
0f or
- >
5t St
L]
10 & i -10 ® cluster 1
@ cluster 2
® cluster 2 =+ centroids
-15 : ; ‘ ‘ -15 ‘ ‘ ‘ :
-15 -10 -5 0 5 10 -15 -10 -5 0 5 10
X X

Fonte: Arquivo pessoal

Figura 4.3: Conjunto de Dados: Iris, usando a projecio sobre suas componentes principais.
A esquerda, pontos originais; a direita, o agrupamento usando o K-means (3 clusters)

1.5 " i T " 1.5 T
° .
L[] L J
1+t d ° ° 7] 1r ® ]
[ .: o ° L] ** L] .: “. ‘ [ ] T
05 LN} z .. e o0 0 5 L] *: .. e o0
« ° :.“:. ° .=. :.:. ° I coe o o %es %e0e o
=W O [ e 000 e o0 000 o 00 o0 L ] i =¥ 0 I e ° & o 00 000 ° L _J (1]
S oo “Coee’ o % o o ° 225 020" % o
L] o006 o0 L] LJ *. e
_0 5 L 2 :“.' ° [ ] L] ° _0 5 (X ] ... [ ] [ ] »
b+ o ° ® Setosa
) o o o O ° ietos-a 1 ' L N I ® Versicolor
-1 F ° ® Versicolor 1 -1 ° ® Virginica
® Virginica 4+ centroids
15 : : : ‘ -1.5 : : ‘ :
-2 -1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2 3
CP1 CP1

Fonte: Arquivo pessoal

Figura 4.4: Conjunto de Dados: Letra X.
A esquerda, pontos originais; a direita, o agrupamento usando o K-means (2 clusters)

10 T . . . 10 ! ! !
® e ® cluster 1
® cluster 2
+ centroids
5 B 5 L
® cluster 1
> 0 ® cluster 2 > 0
ST S
4 L4
-10 ' -10 X
-2 0 2 4 6 8 -2 0 2 4 6 8
X X

Fonte: Arquivo pessoal
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Figura 4.5: Conjunto de Dados: Esferas.
A esquerda, pontos originais usando projecao; a direita, o agrupamento usando o K-means (3

clusters)

® Esfera |

4 - ® Esfera2
® Esfera 3

2

4
4

Esfera 1

Esfera 3

-2 0 2 4

Fonte: Arquivo pessoal
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Capitulo 5
Aplicacoes do K-means

Neste capitulo, apresentamos a descri¢do e os resultados obtidos em dois conjuntos de
dados que pertencem ao banco de dados da Universidade da Califérnia Irvine (UCI), publica-

mente disponiveis no repositério de Aprendizado de Maquinas da UCI [7].

5.1 Conjunto de Dados: Cancer de Mama

Este conjunto de dados corresponde a um diagndstico de cancer de mama de pacien-
tes mulheres do estado de Winconsin (EUA). Assim, o objetivo do conjunto de dados € prever
se uma paciente tem ou ndo cancer de mama com base em algumas medidas de diagndstico
(atributos) incluidas no conjunto de dados. Esses atributos foram calculados a partir de uma
imagem digitalizada de um aspirado por agulha fina (PAAF) de uma massa mamaria, e descre-
vem as caracteristicas dos nucleos celulares presentes na imagem. Trata-se de um conjunto de
dados constituido de 569 amostras (instancias) organizadas em 2 classes de tecido mamaério: a
classe “tecido benigno” composta de 357 amostras; e a classe “tecido maligno” constituida de
212 amostras. Vale observar que cada amostra apresenta 30 atributos (varidveis independentes);

e algumas das informacdes desses atributos, para cada nucleo celular, sdo:

e Radius_mean : a média das distancias do centro aos pontos no perimetro;

Texture_mean : desvio padrao dos valores da escala de cinza;

Perimeter_mean : tamanho médio do tumor central;

Smoothness_mean : média da variacdo local nos comprimentos do raio;

Concave points_mean : média do nimero de por¢des concavas do contorno;

Radius _se : o erro padrao para a média das distancias do centro até os pontos no perimetro;

Texture_se : o erro padrdo para o desvio padrdo dos valores em escala de cinza.

61
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Na Figura 5.1, apresentamos a proje¢do em R? do conjunto de dados sobre suas com-
ponentes principais (CP 1 e CP 2). A classe tecido benigno é representado por as bolas da cor
vermelho; e a classe tecido maligno, por as bolas da cor verde. Também, podemos observar que
existe uma boa separacdo dos clusters, e também que existem alguns pontos conhecidos como

outliers '

Figura 5.1: Dados originais usando a projecao sobre suas componentes
principais do conjunto de dados Cancer de Mama

20 T T
® Tecido benigno
® Tecido maligno

CP1
Fonte: Arquivo pessoal

Na Figura 5.2, apresentamos o funcionamento do K-means em 4 iteracdes, € a
movimentacao dos centroides de cada cluster. O melhor resultado € apresentado na figura
da iteracdo 4. Vale observar que existe uma 6tima separacao dos clusters, € o resultado € muito

semelhante a os dados originais apresentados na Figura 5.1.

!Outliers sdo pontos de dados muito distantes de outros pontos de dados
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Figura 5.2: Agrupamento usando o K-means (2 clusters) e a projecao sobre suas
componentes principais do conjunto de dados Cancer de Mama
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Fonte: Arquivo pessoal

5.2 Conjunto de Dados: Diabetes

Este conjunto de dados € originalmente do Instituto Nacional de Diabetes e Doencas
Digestivas e Renais. O objetivo do conjunto de dados € prever se um paciente (somente pa-
cientes do sexo feminino) apresenta, de acordo com a Organizagdo Mundial de Satde, sinais
de diabetes, com base em algumas medidas de diagndstico (atributos) incluidas no conjunto de
dados. Vdrias restricoes foram colocadas na sele¢do dessas amostras em um banco de dados
maior. Em particular, todos os pacientes aqui sdo mulheres com pelo menos 21 anos de idade
da heranca indigena Pima.

O conjunto de dados € constituida de 768 amostras (instancias). Cada amostra pertence a
uma das seguintes classes: ““ ndo tem diabetes” (interpretado como teste negativo para diabetes)
formada por 500 amostras; e “tem diabetes” (interpretado como teste positivo para diabetes)
formada por 268 amostras. A andlise envolve 8 atributos numéricos (varidveis independentes)

a saber:
e Pregnancies: nimero de vezes gravida;

e Glucose : concentracdo de glucose no plasma a 2 horas num teste de tolerancia oral a

glicose;
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e BloodPressure : pressao arterial diast6lica (mmHg);

Skin Thickness : dobras cutaneas triciptal (mm);

Insulin : nivel de insulina no soro (MUU/ ml );;

BMI : indice de massa corporal;

DiabetesPedigreeFunction : funcdo pedigree do diabetes;

Age : idade.

Agora, na Figura 5.3 apresentamos a proje¢do em R? do conjunto de dados sobre suas
componentes principais (CP 1 e CP 2). A classe ndo tem diabetes é representado por bolas
da cor vermelho; e a classe tem diabetes, por bolas da cor verde. E importante saber que os
atributos desse conjunto de dados sdo complexos; porem, logo de usar o algoritmo K-means
podemos observar que existe uma boa separacao dos clusters, assim como também apresenta

alguns outliers.

Figura 5.3: Dados originais usando a projecao sobre suas componentes
principais do conjunto de dados Diabetes

100

50

CP2

-50

-100
. oo ® Nio tem diabetes
® Tem diabetes

-150 ‘
5 0 5 10 15

CP1
Fonte: Arquivo pessoal
Na Figura 5.4, observamos o funcionamento do K-means em 3 iteracdes, € a movimentacao
dos centroides de cada cluster. O melhor resultado é apresentado na figura da iteragdo 3. E facil
observar que existe uma boa identificacdo dos clusters, e o resultado € semelhante a os dados

originais apresentados na Figura 5.3.
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Figura 5.4: Agrupamento usando o K-means (2 clusters) e a projecao sobre suas
componentes principais do conjunto de dados Diabetes
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Capitulo 6
Consideracoes Finais

Neste trabalho estudou-se matematicamente a andlise de convergéncia do algoritmo
K-means, que se caracteriza por ndo necessitar de um supervisor que defina os padrdes a se-
rem gerados no processo iterativo, e principalmente por usar a distancia euclidiana entre os
elementos e os centroides para agrupar os dados em clusters, segundo um grau de similaridade
que a maquina entende.

Vimos o funcionamento do algoritmo nas aplica¢des em dois conjuntos de dados volta-
dos para Medicina, foram os do cancer de mama e diabetes. Escolhemos os dados do cancer
de mama, por ser, segundo o Instituto Nacional do Cancer (INCA), a segunda doenca mais
comum entre as mulheres de todo o mundo, ficando atrds somente do cancer de pele. No ano
de 2018 foram esperados mais de cinquenta e nove mil novos casos, mais de dezesseis mil
mortes de mulheres e duzentos de homens acometidos pela doenca. Escolhemos também os
dados da diabetes, por segundo a Sociedade Brasileira de Diabetes (SBD), existir hoje no Brasil
mais de treze milhdes de pessoas diagnosticadas com essa doenga, isso representa quase 7%
da populagdo brasileira. A clusterizacdo do conjunto de dados de diagndstico do cancer de
mama e diabetes no algoritmo K-means, se mostrou bastante eficaz, ou seja, conseguiu resul-
tados satisfatorios a nivel de qualidade dos clusters, quando comparados com dados originais.
Percebemos pouca ou quase nenhuma diferenca entre elas, assim como a ndo superposicao dos
dados.

Dessa forma, as vantagens apresentadas podem ser facilmente percebidas quando com-
paramos dados originais com os dados clusterizados pelo algoritmo. Porém o método possui
algumas desvantagens, como dificuldades em definir a quantidade & de clusters, limitado a atri-
butos numéricos, cada item deve permanecer a Unico cluster, ou seja, ndo deve haver suposi¢coes
de dados.

Isso nos permite ter uma vis@o introdutéria do Aprendizado de Maquina, um tema de
estudo que atualmente estd sendo desenvolvido e possui avangos interessantes. Estd se inves-

tindo muito em pesquisa direcionada a isso, uma vez que este € uma ramificacdo da inteligéncia
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artificial, que busca compreender como as miquinas aprendem, como célculos prévios interfe-
rem na producao de decisdes da maquina e dos seus resultados. Suas aplicac¢des estao presentes
em inumeras dreas, tais como: andlise de redes sociais, sintese de proteinas, mecanismos de
pesquisas, segmentacao de clientes no setor comercial e bancério, etc.

Os estudos desenvolvidos nessa monografia servirdo de base para estudos futuros.



Referencias

[1] ALPAYDIN, Ethem. Introduction to Machine Learning. 2. ed. Cambridge: Massachu-
setts Institute of Technology, 2010.

[2] AMORIM, Ronan Gomes de. Introducao a Analise Convexa. 2013. 82 f. Dissertacdo
(Mestrado Profissional em Matematica) - Instituto de Matematica e Estatistica - Universi-
dade Federal de Goias. Goiania, 2013.

[3] ANDRADE, Jodo Santos. Algoritmo do Ponto Proximal Generalizado para o Pro-
blema de Desigualdade Variacional em R". 2010. 67 f. Dissertacdo (Mestrado em
Matematica) - Centro de Ciéncias da Natureza - Universidade Federal de Piaui. Teresina
2010.

[4] ANIL K, Jain. Data clustering: 50 years beyond K-means. Pattern Recognition Letters.
1 jun. 2010. Disponivel em: < https://www.journals.elsevier.com/pattern-recognition-

letters >. Acesso em: 27 nov. 2019.

[5] BERKHIN, Pavel. Survey of clustering data mining techniques. Technical report. In:

Accrue software. 2002.

[6] CAVAMURA ENDO, Daniela Hiromi. Espacos Métricos: uma introducgio. 2015. 82 f.
Monografia (Matematica) - Departamento de Matemadtica - Universidade Federal de Sao
Carlos. Sao Carlos, 2015.

[7]1 DUA, Dheeru; GRAFF, Casey. UCI Machine Learning Repository. 2017. Disponivel
em : https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/. University of California, Irvine, School of

Information and Computer Science. Accesso em: 7 nov. 2019.

68



REFERENCIAS 69

[8] FREITAS NUNES, Diogo Henriques. Um breve estudo sobre o algoritmo
K-means. 2016. 60 f. Dissertacio (Mestrado em Matemdtica) - Departamento de

Matematica - Faculdade de Ciéncias e Tecnologia de Coimbra. Coimbra, 2016.

[9] GERHARDT, Tatiana Engel.; SILVEIRA, Denise Tolfo. Métodos de pesquisa. 1. ed.
Editora da UFRGS: Porto Alegre 2009.

[10] IZMAILOV, Alexey.; SOLODOV, Mikhail. Otimizacao volume 2. Métodos Computa-

cionais. 2. ed. Impa: Rio de Janeiro, 2012.

[11] JAMES, Gareth.; WITTEN, Daniela.; HASTIE, Trevor.; TIBSHIRANI, Robert. An
Introduction to Statistical Learning. 1. ed. Springer: Nova York 2013.

[12] LIMA, Elon. Espacos Métricos. 3. ed. Projeto Euclides: Rio de Janeiro 1993.

[13] MEDIUM. Medium: Machine Learning, 2014 - 2018. P4gina inicial. Disponivel em: <

https://medium.com >. Acesso em: 30 nov. 2019.



Apéndice A
Dados Sintéticos

Trata-se de um conjunto composto por 150 amostras (instancias) originados aleatoria-
mente. Cada amostra pertence a um dos trés tipos de classes: cluster 1, cluster 2 e cluster 3.

669

Cada uma das classes € composta por 50 amostras, e cada amostra possui dois atributos (“z” e
4‘y”).

Figura A.1: Conjunto de Dados: Dados Sintéticos
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Fonte: Arquivo pessoal
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Apéndice B

Bananas

Trata-se de um conjunto composto por 5000 amostras extraidas do Machine Learning

Reposittory [7]. Cada amostra pertence a um dos 2 tipos de classes: cluster 1 e cluster 2. Cada

uma das classes € composta por 2500 amostras, e cada amostra possui dois atributos (“x” e

“y7’).

Figura B.1: Conjunto de Dados: Bananas
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Apéndice C
Iris

Trata-se de conjunto composto de 150 amostras de plantas Iris, extraida do Machine
Learning Reposittory [7]. Cada amostra pertence a um dos trés tipos de classes: Iris Setosa, Iris
Versicolor e Iris Virginica. Cada uma das classes é composta por 50 amostras, e cada individuo
(planta) € descrito por quatro caracteristicas quantitativas: comprimento da sépala, largura da

sépala, comprimento da pétala e largura da pétala.

Figura C.1: Conjunto de Dados: Iris
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Fonte: Arquivo pessoal
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Apéndice D

Letra X

Trata-se de um conjunto composto por 969 amostras extraidas do Machine Learning

Reposittory [7]. Cada amostra pertence a um dos 2 tipos de classes: cluster 1 composta por 470

(IS

amostras e o cluster 2 composta por 499 amostras, e cada amostra possui dois atributos (“z” e

64y7’).

Figura D.1: Conjunto de Dados: Letra X
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Fonte: Arquivo pessoal
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Apéndice E
Esferas

Trata-se de um conjunto composto por 5580 amostras extraidas do Machine Learning
Reposittory [7]. Cada amostra pertence a um dos trés tipos de classes: Esfera 1, Esfera 2 e
Esfera 3. Cada uma das classes € composta por 1860 amostras, e cada amostra possui trés

atributos (“x”, “y”, e “2”).

Figura E.1: Conjunto de Dados: Esferas
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Fonte: Arquivo pessoal
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