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RESUMO

Neste trabalho, estudamos a existéncia, unicidade e estabilidade orbital do problema de Cauchy
associado 2 equagdo KdV. E um estudo exploratério, embasado principalmente nas teorias de
Tenenbaum e Pollard (1963) e Grillax, Shatah e Strauss (1987). A Equacgdo de Korteweg-de
Vries (KdV) se caracteriza como uma das mais importantes equacdes diferenciais dispersivas
nao lineares, sendo esta uma equacdo da onda que gerou outras tantas e tantas teorias, foi foco
dos nossos estudos com a intecio de revisitar respostas a questdes como: O que esta equagdo
modela? O Problema de Cauchy associado a ela estd bem colocado? Suas solucdes sdo orbi-
talmente estdveis? Nesta busca, entendemos que todos estes resultados estao estabelecidos e os
métodos utilizados vem sendo aplicados em outras importantes equacdes. A nivel de um curso
de graduaciao, destacamos a presenca de Leis de Conservagdao como Energia e Massa, e também
do uso da Teoria do Célculo Variacional, num problema de minimizacdo para a obtencdo de

estabilidade orbital de suas solugdes.

Palavras chave: Korteweg-de Vries. Boa colocagdo. Estabilidade orbital. Problema de Cau-

chy. Equacao diferencial parcial.



ABSTRACT

In this work, we study the existence, uniqueness and orbital stability of the Cauchy problem
associated with the KdV equation. It is an exploratory study, based mainly on the theories of
Tenenbaum and Pollard (1963) and Grillax, Shatah and Strauss (1987). The Korteweg-de Vries
Equation (KdV) stands out as one of the most important nonlinear dispersive differential equa-
tions, being this a wave equation that generated so many other theories, it was the focus of our
studies with the intention of revisiting answers to the questions like: What does this equation
models? Is the Cauchy Problem associated with it well posedness? Are your solutions orbitally
stable? In this search, we understand that all these results are included and the methods used
relate to other important equations. At the level of an undergraduate course, we highlight the
presence of Conservation Laws such as energy and mass, and also the use of the Variational

Calculus Theory, in a minimization problem to obtain orbital stability for their solutions.

Keywords: Korteweg-de Vries. Good placement. Stability. Cauchy’s problem. Partial dif-

ferential equation.
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1 INTRODUCAO

John Scott Russel (1808-1882), engenheiro naval britanico, passou parte da sua vida
estudando as particularidades dos sélitons, fendmeno do qual ele mesmo observou e documen-
tou. Ele estava observando o movimento de sua balsa, sendo puxada por dois cavalos, um em
cada lado do estreito Canal Union, préximo a Edimburgo, na Escécia, quando a sentiu parar

bruscamente.

Russel vislumbrou a onda solitdria passar para a frente de sua embarcacdo e continuar
seu caminho pelo canal, sem notar mudanca alguma de velocidade ou forma. Ele, entdo, a
seguiu por mais de trés quilometros a cavalo, em uma velocidade de aproximadamente 15 km/h.

Diante disto, ele se fascinou. Russel descreve,

Este € um fendmeno belissimo e extraordindrio: quando o vi pela pri-
meira vez foi o dia mais feliz de minha vida. Nunca ninguém tinha tido
a sorte de observa-lo antes, ou, pelo menos, entender seu significado.
Hoje em dia é conhecido como onda solitdria de translagdo. Ninguém
até entdo tinha imaginado uma onda solitdria como algo possivel. (...)
E isso que uma elevacio de dgua faz: ela ndo permanece onde estd,
mas viaja a grande distancia. (RUSSEL (1844) apud CHALUB e
ZUBELLLI, 2005, p. 41)

As ondas solitérias, hoje conhecidas por sdlitons, sdo meias-ondas, isto €, ondas que s
se propagam acima da linha de repouso do canal, que vagam em canais rasos sem deformacao
por um espaco razoavel. A partir de diversos experimentos laboratoriais, Russel (1844) desen-
volveu uma série de experimentos que o levaram a produzir estas ondas “em série” e conseguiu

estabelecer a seguinte relacao sobre a velocidade de propagacdo c destes solitons:

> =g(h+a), (1.1

onde a € a altura da onda em relacao a linha de repouso da dgua (amplitude), 4 € a profundidade
do canal e g € a aceleracdo da gravidade. Esse forte resultado gerou, por sua vez, muitas discus-

soes e controvérsias. A equagdo (1.1) contradizia outra equagdo j4 existente, de George B. Airy,
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um conhecido dinamista de fluidos, que se ateve a estudos puramente tedricos (SANTANA,

2019).

Russel faleceu em 1882 e ndo vivenciou a concretizagdao dos seus estudos e solu¢do do
problema, que s6 aconteceu 13 anos depois, com o trabalho de Diederik Johannes Korteweg

(1848-1941) e Gustav de Vries (1866-1934).

Segundo Araujo (2018), a equacdo Korteweg-de Vries foi batizada em homenagem ao
par de matemadticos que modelaram-na e foi descrita pela primeira vez em 1895, com base nas

observacdes de John Scott Russel sobre os solitons.

Essa monografia, portanto, objetiva estudar resultados e propriedades importantes da
equacao Korteweg-de Vries, ou simplesmente KdV, daqui em diante. Estas propriedades in-
cluem a existéncia e unicidade do Problema de Cauchy associado, isto €, apresentaremos resul-
tados que verificam que o problema é bem posto em um determinado dominio. Abordaremos,

ainda, estudos sobre a estabilidade da solucao.
A equacdo KdV ¢é dada por
Up + tyyx + uuy = 0, (1.2)

onde u = u(x,t) é uma fungdo suave que representa a superficie da onda, x é a varidvel espacial

e t > 0 diz respeito ao tempo.

Em 1965, Kruskal e Zabusky, os mesmos que denominaram as ondas solitarias por séli-
tons, observaram uma importante propriedade das ondas do tipo KdV. Esta propriedade permite
mostrar que a energia pode se propagar em pacotes localizados sem se dispersar. Por isso,
Aratjo (2018) recorda que a KdV é uma equacdo matemdtica que se tornou muito ttil aos

estudos de equacdes com nao linearidade simples e efeitos dispersivos.

O interesse em estudar a equacdo KdV surge associado aos primeiros contatos com as
equacgdes diferenciais, em particular, com as equagdes diferenciais parciais. A equacdo KdV
modela o movimento de ondas em dguas rasas (canais), e a partir desta surgem outras equacoes
tipo KdV, as quais modelam importantes fendmenos fisicos, por exemplo, as ondas em linhas

de transmissao.

Considerando que a equacao € origindria de uma situagdo fisica associada ao tempo e ao

espaco, faz sentido questionar sobre certas condi¢des iniciais, se € possivel garantir a existéncia
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de solugdo para o problema e, ainda, se tal solucdo € tnica. Caso isso aconteca diremos que o

problema é bem posto, ou bem colocado, no dominio considerado.

Uma vez provada a boa colocagdo do problema de Cauchy, um questionamento natural é
se a solucdo encontrada € estdvel, isto €, se os resultados permanecem préoximos mesmo diante

de pequenas pertubacdes na onda em questao.

Além do acima descrito, o estudo de equagdes diferenciais parciais dispersivas, onde a
KdV € um dos principais exemplos, € foco de muitos estudos por pesquisadores no mundo todo,

nos dando base para continuar nossos trabalhos em um curso de pés-graduagao.

Tendo isso em vista, essa pesquisa visa explorar todo contexto que envolve o problema
de Cauchy associado a equacao diferencial parcial Korteweg-de Vries (KdV), incluindo a rele-

vancia fisica do problema, bem como a existéncia, unicidade e estabilidade de solucao.

Portanto, serdo abordados aqui, os eventos histéricos que permeiam o estudo da equacao
KdV para entdo apresentarmos a modelagem de propagacao de uma onda longa em dguas rasas.
Somente apods isso, serdo determinadas a existéncia e unicidade de solu¢do para o problema
de Cauchy associado a KdV e posteriormente, serd brevemente analisada a estabilidade dessa

solugdo.

No que diz respeito a metodologia, este projeto se trata de uma pesquisa exploratdria que
se atém a produzir certa familiaridade com o problema e contribuir para o avanco da ciéncia a

partir da reunido e andlise dos resultados existentes.

No préximo capitulo, serdo abordados de forma detalhada objetos matematicos impor-

tantes para a construcio do problema que iremos explorar.

No terceiro capitulo, serd apresentada a prova da boa colocagdo do problema de Cauchy
para a equagdo KdV, isto é, serdo demonstradas a existéncia e a unicidade da solug¢do obtida

nessas condicdes. Além disso, serdo expostas aplicacdes notdveis da equacao.

No quarto capitulo, hd um breve estudo histdrico sobre a estabilidade e a prova da esta-

bilidade orbital da solucao.



2 RESULTADOS PRELIMINARES

O capitulo que se inicia tem por objetivo apresentar os principais conceitos, defini-
coes e teoremas que sao essenciais ao estudo da equacdao KdV. E importante salientar que nao é
de nosso interesse demonstrar os resultados aqui apresentados, mas indicaremos onde encontrar

as provas.

2.1 EquagoOes Diferenciais

A partir dos esclarecimentos feitos por Tenenbaum e Pollard (1963), € possivel
compreender que a vida natural € feita de processos, os quais dependem de entidades que estao
sempre sujeitas a mudancas. A drea de um circulo muda com o comprimento do raio, a posi¢ao
da Terra muda com o tempo, as cheias e vazantes de um rio mudam com a quantidade de chuvas
ou derretimento de geleiras, o peso de um objeto muda com a aceleragdo da gravidade presente

no local. Diversos fendmenos podem ser descritos seguindo essa mesma linha de pensamento.

Essa relacdo de dependéncia entre diferentes elementos é um conhecimento primitivo.
Em sintese, pode-se afirmar que qualquer resultado cientifico e avanco tecnoldgico j4 alcanca-
dos hoje sé foram possiveis gragas a capacidade do homem de considerarem todas as mudancgas

que podem vir a ocorrer.

Na matemdtica, essas entidades mutdveis sdo chamadas de varidveis. Algumas dessas,
por sua vez, mudam constantemente e em grande escala, entdo € mais que necessario considerar
também a taxa de variacdo de uma varidvel com respeito a outra. Essa taxa é chamada de deri-
vada. Para realizar ou prever certas situacdes praticas, surge o interesse dos homens em modelar
processos que envolvem taxas de variagdo. As equacdes que eles escrevem, combinando essas

variaveis e suas derivadas sao chamadas de equagdes diferenciais (FLEMMING, 2010).

Estas, por sua vez, sdo classificadas considerando dois aspectos importantes. Se, na
equacao diferencial, as derivadas da fun¢@o desconhecida dependem de apenas uma varidvel in-
dependente, ela é chamada de equagao diferencial ordinaria (EDO). Entretanto, se as derivadas

da funcdo abrangem diversas varidveis independentes, isto €, derivadas parciais, ¢ chamada de
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equacao diferencial parcial (EDP).

Definicao 2.1
Equacao Diferencial Ordindria (EDO): Seja y uma fungdo de x = (x1,X2,...,X,) em um domi-
nio Q C R". Uma EDO é uma equagdo matemdtica envolvendo x, a fun¢do y e uma ou mais de

suas varidveis, contanto que estas envolvam apenas um elemento X €X.

De uma forma geral, € assim que definimos uma equacdo diferencial ordinéria. Alguns

exemplos de EDOs sao:

y =¢". 2.1
)
a_)yc Fy=0. 2.2)
9%y 1
prERa—— 23)

Definiremos, agora, as EDPs com base nos estudos de I6rio Jr. e I6rio (1988).

Definicao 2.2

Equacdo Diferencial Parcial (EDP): Uma EDP é uma equagcdo matemdtica que contém uma
fungdo desconhecida de duas ou mais varidveis independentes e derivadas parciais desta fun-
cdo com respeito as varidveis independentes. A forma geral de uma EDP em n varidveis inde-

l 2
F 1 '(27"'7 7“’5)61 Y 7E-xn ’ X Y 7 X1X Y Y k)( ) ?
('x ? 'xn X 1An nk

onde x = (x1,...,x,) € Q, em que Q é um subconjunto aberto de R", F é uma fungdo dada e

u=u(x) é a funcdo que queremos determinar.

A parte da equacdo que contém as derivadas de maior ordem é chamada parte principal,
ela determina a ordem da equacgdo e, em muitos casos, determina as propriedades principais da

solugdo.

Além disso, ela € dita linear se € de primeiro grau em y (ou u) e em todas as deriva-

das parciais que ocorrem na equagdo. Caso contrdrio, a equagdo diferencial € dita nao linear.
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Existem, ainda, equacdes ndo lineares que tem parte principal linear, nestes casos, a equagao €

chamada de semi-linear.

Uma EDP linear € homogénea se o termo que nao contém a varidvel dependente € iden-

ticamente nulo.

Estabelecidas as defini¢des e caracteristicas principais, vamos definir uma solu¢do para
essas equagoes, segundo Tenenbaum e Pollard (1963) e Iorio Jr. e I6rio (1988), ligeiramente

adaptadas para alcancar melhor os objetivos deste trabalho.

Definicao 2.3

Solugdo de uma equagdo diferencial ordindria: Sejay = f(x) uma fungdo de x = (x1,x2, ..., Xi, ...

em um dominio Q C R". Dizemos que f(x;) é uma solucdo explicita ou simplesmente uma solu-
¢do de uma equagdo diferencial envolvendo x;, f(x;) e suas derivadas, se ela satisfaz a equagdo
para cada x; em Q, ou seja, se substituirmos y por f(x;), ¥y por f'(x;) e y" por f"(xi), ..., y™

por f () (xi), a equagdo diferencial se reduz a uma identidade em x;.
Formalmente, nds dizemos: uma funcdo f(x) € solugcdo da equagdo diferencial
F(x,y,y, ...,y(")) =0, (2.4)
se
Flx, £(x), f (%), 0o f7 (x)] = 0 (2.5)

para todo x em Q.

Definicao 2.4
Solucgdo cldssica de uma equacdo diferencial parcial: Considerando uma EDP de ordem k em
um dominio Q C R", a solucdo cldssica é uma fungdo u € CK(Q) que satisfaz a equacdo em

todos os pontos de Q.
Vamos utilizar, como exemplo, a equagdo de onda homogénea a uma dimensdo espacial,

azu 2 azu
—— =" —
or? ox2’

A solugdo geral de (2.6) é da forma

(x,1) € R%. (2.6)

u(x,t) = f(x+ct)+g(x—ct), (2.7)
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onde f, g € C*(R) sdo arbitrdrias.

A prova de que todas as solucdes de EDPs sdo da forma descrita acima pode ser encon-

trada em (IORIO Jr., IORIO, 1988, p. 5-6).

2.2 Problema de Cauchy

Ao estudar a teoria de integracdo em Célculo, aprendemos a resolver equagdes dife-
renciais simples da forma yy = f(x). Por exemplo, a solugdo da equag@o (2.1), obtida a partir

de uma simples integracdo em ambos os lados da igualdade, é
y=¢e"+c, (2.8)

onde ¢ pode assumir qualquer valor numérico. Portanto, a equacdo (2.1) ndo admite apenas uma
solucdo, mas uma familia infinita de solug¢des do tipo (2.8), curvas congruentes que se diferem

apenas pelo valor de ¢, o qual chamamos de constante de integracao.

De acordo com Lima (2013), uma maneira de selecionarmos uma solug@o u(x,?) parti-
cular de um conjunto infinito de solugdes, consiste em prescrevermos uma curva A no espago
xtz que deve estar contida na superficie integral S = {z;z = u(x,7)}. Seja A representada para-

metricamente por

para todo s. Este problema ¢ chamado de Problema de Cauchy. Estaremos satisfeitos com uma

solug@o local u# do nosso problema definida para x, ¢ préximos dos valores x, = f(5,),2, = g(So)-

Em muitas situacdes, bem como na equacdo KdV, a segunda variavel refere-se ao tempo,
por isso o problema de Cauchy € chamado de problema de valor inicial (PVI). Em geral, o PVI

¢ fornecido da seguinte forma

F(9y,0;)u(x,t) =0,
u(x,0) = up(x), Vx e R.

(2.9
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E valido ressaltar que um Problema de Cauchy é dito bem-posto em um dominio con-
veniente, se neste conjunto conseguimos provar a existéncia de solug@o para a equacdo (2.9) e,

satisfazendo a condigdo inicial u(x,0) = ug(x), essa soluc@o seja unica.

2.3 Teorema de Existéncia e Unicidade

Infelizmente, sdo poucas as equacdes diferenciais cuja solucio pode ser expressa im-
plicita ou explicitamente em termos de fun¢des elementares. Mesmo as equagdes mais simples
de primeira ordem, na maioria dos casos, ndo tém solucao elementar e, por isso, nem sempre €

facil encontra-la.

Tenembaum e Pollard (1963) mostram que, nestes casos, existem teoremas que nos
ddo, sob hipdteses apropriadas, as respostas para algumas perguntas: a equacdo em questdao
tem uma familia de solu¢des de primeiro grau? Se sim, existe uma solucdo particular que
satisfaca uma condicdo inicial dada? Caso exista, essa solugdo particular € unica? Este resultado

importantissimo € chamado de Teorema de Existéncia e Unicidade.

E importante ressaltar, contudo, que este resultado nio nos fornece qualquer informagéo
sobre a solugdo, portanto, ndo serd possivel determind-la e nem afirmar que € uma solucao
elementar. Para obter essas informagdes, os calculos deverdo ir além. Tudo que o teorema em
questdo nos assegura € que, desde que o problema de Cauchy satisfaca as hipoteses do mesmo,

entdo existe uma dnica solugdo particular para a equagado e o valor inicial fornecidos.

A seguir estardo descritos o Teorema de Existéncia e Unicidade a Condicao de Lispchitz,

necessdria para formulagdo do mesmo, segundo Tenenbaum e Pollard (1963).

Definicao 2.5
Condigdo de Lipschitz: Se f(x,y) é uma funcdo de x e y em uma regido S tal que, para quaisquer

dois pontos (x,y) e (x,y) em S,

|f(x>y) _f(x7)7)‘ SN\(y—f)l,

onde N é uma constante positiva, entdo dizemos que f(x,y) satisfaz a Condi¢cdo de Lipschitz

em S.
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Teorema 2.6
Teorema de Existéncia e Unicidade: Seja f(x,y) uma fungdo limitada e continua de x e y em
uma regido S do plano xy, e seja (xqo,yo) um ponto de S. Em S, verifique se a fungdo f satisfaz

a condigdo de Lipschitz. Entdo, existe um intervalo
Iy : |x—xo| < h,h >0,

em que hd uma unica fun¢do continua y(x), com derivada continua em Iy, que satisfaca a
equacdo diferencial

y ' = f (X,y )
e a condigdo inicial

y(x0) = yo-

A demonstracido do Teorema (3.1) pode ser encontrada em Tenenbaum e Pollard (1963,

p. 734-740). Este mesmo resultado é descrito da seguinte forma por Boyce e Di Prima (2002).

Teorema 2.7
Teorema de Existéncia e Unicidade: Suponha que a fungdo f e a derivada parcial fy, sdo
continuas em uma regido o. <t < B,y <y < & contendo o ponto (ty,yo). Entdo, em algum
intervalo ty —h <t < ty+h contido em o <t < P, existe uma tinica solu¢do y = ¢(x) do
problema de valor inicial

Y =f(,y),

¥(t0) = yo.

Vamos definir, neste momento, os conceitos de métrica e espaco métrico que serdo muito

citados posteriormente, segundo Lima (1977).

Definicao 2.8

Meétrica e Espacos Métricos: Dado um conjunto M, uma métrica deste conjunto é uma funcdo
d:MxM — R, que associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um niimero d(x,y),
que chamamos de distdncia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condigcdes para

quaisquer x,y,z7 € M :

1. d(x,x)=0;
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2. Sex #y entdo d(x,y) > 0;
3. d(x,y) =d(yx);

4. d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (desigualdade triangular).

Diante disso, um espagco métrico é um par (M,d), onde M é um conjunto e d uma mé-
trica em M. Na maioria dos casos, diz-se apenas "o espaco métrico M", deixando subentendida

qual a métrica que estd sendo considerada.

Teorema 2.9
Teorema do Ponto Fixo de Banach: Sejam M um espaco métrico completo, onde M #+ O, e
f M — M uma contracdo. Entdo, f possui um tinico ponto fixo em M, isto é, existe um tinico

x € M tal que f(x) = x.

Este € um resultado classico e sua prova pode ser encontrada em Brezis (1984).

2.4 Espacgos Funcionais

A seguir estao descritos alguns espacos de funcdes que serdo necessarios no decorrer
desse trabalho, uma vez que em muitos casos, ao impor condi¢des no dominio, deduzimos e

provamos mais facilmente alguns resultados.

Chamamos de CK(U) o conjunto que contém todas as funcdes de U C R” em R que sdo
k vezes diferencidveis e sua k-€sima derivada é continua. Do mesmo modo, o conjunto que
contém todas as funcdes de U C R" em R que s@o infinitamente diferencidveis serd denotado

por C*(U).
A seguir, vamos definir os espagos LP(R) e S(R).
Definicao 2.10

Espago LP(R): Seja 1 < p < oo. Denotaremos por LP(R) o conjunto de todas as fungdes

f R — R mensurdveis, tais que

1/p
Il =117l = [ 1700Pax) <o se 1< p <
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o niimero ||f||, é a norma de f. Se p = oo, entdo

Ifllo =inf{e: F9)] <c, xR},
Segue, portanto, que LP é um espago de Banach. LP é um espago de Hilbert se, e somente se,
p = 2. Este resultado pode ser encontrado em Bresis (1984).

Nos espacos L”(RR) temos as seguintes desigualdades:

Lema 2.11 Considere p,g>1e (l]—i—cl] =1.
(i) Desigualdade de Holder: Sejam f e LP(R) e g e L1(R). Entdo fg € L'(R) e
f8ll®) < [fller ) 18l]aw)- (2.10)

(ii) Desigualdade Integral de Minkowski:

{/R </R|f(x>}’)|dx>pd)’};S/R(/R|f(x,y)|”dy>;dx. (2.11)

(iii) Desigualdade de Young: Dados a,b > 0 tem-se que

1 1
ab < —a? + —a4. (2.12)
p q

Além disso, para todo € > 0, tem-se que existe C¢ > 0 tal que

ab < ea? + Ceb?. (2.13)

As demonstrac¢des das desigualdades descritas acima podem ser encontradas nos traba-

lhos de Adams (1975) e Bresis (1984).

Definicao 2.12
Espago de Schwartz: Denotado por S(R), é a colecdo das fungdes f : R — C infinitamente
diferencidveis em R tais que, para quaisquer que sejam o.,3 € Z, existe uma constante Co.p

coni

P ()| < Cop, VXER, (2.14)

onde f(B) é a B-ésima derivada de f.
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Por meio dessas defini¢cdes, podemos notar que se f € S(R), entdo
2P @) < o,

e, portanto,

G
TOESES

Com isso, podemos concluir que S(R) C LP(R) com p € [1,+o0].

Proposicio 2.13 Se f € S(R), entdo a funcdo g(x) = x*fB) (x) também estd em S(R), quais-

quer que sejam o, € 7.

Demonstracio: A fung¢io g € infinitamente diferencidvel e, para quaisquer que sejam o, f' €

7+, x* ) (x) é uma soma finita de termos da forma x" £ (x), logo é limitada. O

Definicao 2.14

Transformada de Fourier em S(R): Considerando f : R — C, chamamos de transformada de

-~

Fourier de f a fungdo f(§) : R — C dada por

~

fg) = (275)_1/2/Rf(x)e_’.§xdx, com & € R. (2.15)

Teorema 2.15 Se f € S(R), entdo f € S(R).

Demonstragdo: Se o, € Z*, obtemos
P () = (—i)Pre (i) (P 1))
— (i (f2 6P )
=2(8),
onde g = (—i)P+* L (xBf). Entdo, vemos que g € S(R) C L!(R), logo g é limitada, isto &,

g 7B) (&) ¢ limitada, o que prova que f € S(R). O

A defini¢do a seguir diz respeito a um dos espacos de funcdes mais amplos dos quais
vamos tratar aqui. Suas propriedades sd@o de grande importancia para alcancar os objetivos de

nosso trabalho.
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Definicao 2.16
Os espagos de Sobolev: Sejam S(R) o espago de Schwartz e S'(R) o espaco das distribuicoes
temperadas. Para s € R, os espacos Sobolev (do tipo L?) em R sdo os seguintes subconjuntos
de S'(R):

H = H'(R) = {f e S'(R): (1+82)f e L2(R)} , (2.16)

cuja norma é

1/2
Il s= k= fa+@rli@Pa)

O espaco H*(R),s € R é de Hilbert quando munido do produto interno,

<fi8>= [ (1+8)FEFEE
Em particular, podemos concluir que H*(R) = L*>(R). Para o caso de s € N, temos que
SRR SR IY
15 = X Moo
=0

onde ||-||o denota a norma em L*(R).

Agora, vamos enunciar algumas desigualdades importantes para os resultados de boa

colocacdo feitos posteriormente.

Para tanto, considere W (¢) o operador de L?(R) em L?(R) dado por
W (t)ug(x) := (S;*up)(x),
onde

Si(x) = (57)" (x) = c/o<> 51T gE,

—o0

Teorema 2.17 Se uy € L>(R) entdo

(i)
0
g < . .
HaxW(t)uo - < cllug||;2 2.17)
(ii)
1/4
HDX W , < eluolle (2.18)

T x

Estas desigualdades estdo provadas em Santos (2009).
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Lema 2.18 Seja s > 3/4. Entdo, para qualquer uy € H*(R) e qualquer p > 3/4,

W (@)uoll 225 < c(1+T)Pluolls.2- (2.19)

Esta demonstra¢do pode ser encontrada em Kenig, Ponce e Vega (1993).



3 A EQUACAO KdV: LEIS DE CONSERVA-
CAO E BOA COLOCACAO

Neste capitulo, a demonstracao de boa colocagdo local e global para a Equacao KdV.
Estes resultados s@o imprescindiveis para os estudos posteriores que envolvem a estabilidade de

solucdo da equacao.

Nas seguintes secOes serdo estabelecidas algumas leis de conservagdo, segundo Barbosa
(2009), e em seguida iremos propor uma solucdo formal para a KdV utilizando a Transformada

de Fourier para assim, no desfecho do capitulo, provarmos a boa colocacao do problema.

3.1 A Equacéao KdV

O intuito do trabalho € estudar e apresentar resultados de boa-colocacao para a equa-

cdo Korteweg-de Vries, dada por
U + Uy + ut, =0, 3.1)

onde u : R X R :— R € uma funcao suave. Assim, o Problema de Cauchy associado a KdV é
da forma
Uz + Uy + uny =0,

u(x,0) = up(x), Vx e R.

(3.2)

Tal equacdo ndo linear modela a propagacio de ondas longas em dguas rasas, cuja ve-
locidade de fase atinge um méaximo simples para ondas de comprimento infinito. A KdV esté
presente na descri¢do de inimeros fendmenos da mecénica dos fluidos e fisica de particulas,

entre outros (SANTANA, 2019).

Segundo Almeida (2021), a equacdo KdV e a equacdo de Schrédinger ndo linear sdo
as mais importantes equagoes nao lineares dispersivas. Entre as propriedades notdveis da KdV
estdo a presenca de simetrias, com destaque a simetria por translagdes, e a presenca de leis de
conservacao, com énfase nas leis de conservacdo de massa e energia. Estas propriedades sdo
essenciais para o desenvolvimento das teorias de estabilidades existentes, amparadas no célculo

variacional.
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3.2 Leis de Conservacéao

Ao longo dos anos, os matematicos perceberam que muitas caracteristicas da so-
lucdo da KdV podem ser obtidas apenas estudando suas propriedades algébricas da equagao.
Para comecar a estudar essas propriedades, que chamamos de quantidades conservadas, vamos
relembrar a equacao KdV:

Uy + e +uu, =0, RxR. 3.3)

Agora, conforme os resultados de Barbosa (2009), vamos reescrevé-la desta forma:
1,
Uy = 0x | —Uyy — Ju ) (3.4)

Nos interessa as solugdes que tendem a zero quando a varidvel independente tende ao
infinito juntamente com as suas derivadas. Integrando a equacgdo (3.4) sobre a reta e lembrando

que u — 0, bem como todas as suas derivadas, quando x — +oo, podemos escrever

d 1
E/Ru dx = (—uxx—iuz)

/udx:Al, (3.5)
R

X=—o0

Ou seja,

onde A; é uma constante.

Ao longo do fluxo descrito pela KdV, fR Ti dx nao se altera (com 71 = u), deste modo, a
expressdo acima € uma grandeza conservada. Sob o olhar da Fisica, isso significa que a massa

ndo se altera no percurso, portanto, temos uma expressao para conservagao da massa.

Vamos multiplicar a equacgao (3.3) por u, afim de encontrar outras grandezas conservadas

que estejam associadas a entidades fisicas.

1 1 1
ot (Euz) = —0x (uuxx — Eui + §u3) )

Integrando sobre a reta e considerando que u — 0 quando x — =-oo, assim como todas
as derivadas de u, podemos escrever

d 1 1 1
T . Euz dx = — (uuxx — Eu)zc + §u3)

X=o0

=0,

X=—o0

ou seja,

/ W2 dx = Ay, (3.6)
R
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onde A; € uma constante.

Escrevendo 7> = u?, podemos ver que Jr T> dx ndo se altera e a partir deste resultado,
obtemos uma segunda lei de conservacdo que, desta vez, estd associada a conserva¢gdo do mo-

mento.

Agora, vamos multiplicar a equagio (3.3) por 3u?,
3uluy + 3Pty + 31y = 0. (3.7)

Agora, derivando a equagdo (3.3) em relacdo a x e, em seguida, multiplicando-a por 6u,, temos

6uxu,x—|—6uxuxxxx+6ui + 6uuuy, = 0. (3.8)

Subtraindo (3.7) de (3.8), obtemos

3
0; <(ux)2 — U ) = —0, <—Zu4 + Oyl — Oty + 6uu)26 — 3u2uxx) ) (3.9

3

A partir disto, obtemos T3 = (u,)? — %u e a ultima equacdo € uma nova lei de conservacao para

a KdV, deste vez associada a energia.
A titulo de curiosidade, sempre que tivermos uma equagao do tipo

a_T_|_a_X—0
o  OJx

e condi¢des de contorno apropriadas para o caso de X — 0 quando x — =oo, conseguimos

encontrar uma lei de conservagdo, que pode ser escrita na forma [ T dx = A, onde A é uma

constante.

Somando a estas que acabamos de deduzir, foram encontradas onze leis de conservacao
para a equacdo KdV, sendo que as outras oito foram provadas em Miura, Gardner e Kruskal

(1968). Hoje, ja foi provado que a KdV possui infinitas leis de conservagao.

3.3 Boa Colocacgao Local para o Problema de Cauchy associado

a equacéao KdVv

Nesta secdo iremos expor um dos mais importantes resultados deste trabalho, a boa

colocagdo local para o problema de Cauchy associado a equacdo KdV (3.2) em espacos de
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Sobolev H*(R) com s > 3/4. Mais precisamente, iremos expor a prova do seguinte teorema,

segundo Santos (2009):

Teorema 3.1 Consideremos o problema (3.2) e s > 3 /4. Entdo para cada uy € H*(R) existe

T =T(||uol|s2) >0 (comT(p) — oo para p — 0) e uma tinica solugdo u(t) de (3.2) que satisfaca

uc C([-T,T]: H*(R)), (3.10)
o € L*([~T,T] : L*(R)), (3.11)
‘D;a” < oo, (3.12)
ox LoL2
e
el 2z < . (3.13)

Além disso, para qualquer T' € (0,T), existe uma vizinhanga V de ug em H*(R) tal que a
fungdo it — i(t) de V sobre a classe definida pelas equagdes (3.10)-(3.13) com T' no lugar de
T é Lipschitz.

Antes de iniciarmos a demonstragdo, faremos uma motivacao para o funcional. Vamos

considerar a Transformada de Fourier com respeito a varidvel x no sistema (3.2):

Q&) + (i)3(E, 1) + udsu(&,1) =
i(8,0) = i (&).

Multiplicando a primeira equacdo de (3.14) pelo fator de integracao eli8)’r , obtemos

(3.14)

u,e(’g + (i&)3 e ()1 4 (i)’ "Ft) =
onde f(x,7) = u(x,1)du(x,t) é uma constante.

Dessa equagdo, obtemos a relagdo

d

~ en\3
dt(ue(lé) )= —f(t)el ™"

Ao integrar em relacdo a varidvel ¢, obtemos a igualdade

u(t) = upe” ()t _ o=(i&)° /f dr'.
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Entdo, aplicando a transformacdo inversa, temos

u(t) = (e~ / t (=0 Fw)) var'

0

Observe que W (1)up = (L?()eia3’)ve (e’@(t_t,)f(t’)) =W(t—1t)f(t') = (udyu), logo temos
! / u\ o
u(t) = W (0o —/0 W(t—1) (ua) (') . (3.15)

Isto significa que se u € uma solucdo do problema de Cauchy associado a equagdao KdV
(3.2), entdo u satisfaz a equacgao integral (3.15). Neste instante, portanto, vamos demostrar o

Teorema (3.1), segundo Santos (2009).

Demonstragdo: Consideremos um intervalo [—7, 7| e uma fungao
w:Rx[-T,T] = R.

Para simplificar as notag¢des, considere as seguintes normas

A (w) = 52 3.16
t(w)i= max w2 (3.16)
1/4
T low 4
T(io) — 9w
2T (w) = (/_T () wdt) , (3.17)
3 r 3 ) 1/2
T o S — S
A (w) = ‘ Dxaxw . sgp (/T Dxaxw(x,t) dt) : (3.18)
x =T
e
M (w) = (14 T)Plwll2pz, parap >3/4, (3.19)
AT(w):= max Af(w), (3.20)
J=1, 4

e também o espaco métrico completo

X7 :={w e C([-T,T] : H*(R) /AT (w) < oo}, (3.21)

com a métrica

d(wi,wy) = AT(W1 —wy).
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Primeiramente, observe que X7 # &. Portanto, se ug € H°(R), entdo, utilizando as

propriedades de grupo e as desigualdades (2.18), (2.17) e (2.19), temos que

A (W (t)uo) = [[uolls.2, (3.22)

A (W (£)uo) < c|luolls.2, (3.23)

M (W (t)uo) < cl|uolls.2, (3.24)
c

AL (W (t)uo) = clluo|s.2- (3.25)

Os resultados acima estdo esmiugados em Santos (2009). Assim, se uy € H*(R), entdo para
qualquer T > 0,W (t)ug € XT com AT (W (t)ug) = .rrllax47»JT~(W(t)uo) dependendo de |[Ju||s.2,
j=l.

mas nio de T e, portanto, X7 # @.

Agora, o objetivo principal ¢ mostrar que existe 7 = T (||ugl|s2) > 0 e a = a(||ug||s2)
tais que se v € X§ entdo u = ¢(v) € Xf e ¢ : X — X§ é uma contragdo. Uma vez provado isto,
do Teorema do Ponto Fixo de Banach (2.9) segue-se, portanto, que existe um tnico u € X7 tal

que ¢(u)y, = u, isto é,
u(t) = W (t)uo /0 "Wit—1) (ug—D (¢")dr'.

Para isto, denotemos por u = ¢(v) = ¢,,(v) a solu¢do do PVI linear ndo-homogéneo

O+ u+vd,v =0

(3.26)
u(x,0) = uo(x),
onde ug € H*(R) e X¢ := {w € X7 /AT (w) < a}.
Agora, vamos considerar a seguinte equacao integral do PVI (3.26):
! ' dv NS,
u(t) = W (1)uo / Wie—t) (vS) ()t (3.27)
0 X

Neste momento, vamos estabelecer alguns Lemas que serdo uteis mais adiante, ainda
considerando u e v como definidos no PVI (3.26). As demonstra¢gdes de cada um destes resul-

tados podem ser encontradas em Santos (2009).
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Lema 3.2
0 0
‘ D <V§C) vi <c(1+T)P (AT (v))2 (3.28)
L1213 L2132
Lema 3.3
T T v N
AT () < lluols2 + / OS] @ar (3.29)
- 5,2
Lema 3.4 ) )
T T v / /
A (u) < | luolls 2+ / AO5)| @ (3.30)
- 5,2 ]
Lema 3.5 } ;
T r ov IN 3,0
() < c ||u0|\s72—|—/T )| @ar | (331)
- 5,2 ]
Lema 3.6 ) )
T T v / /
AT (u) < | luolls2+ / A05)| @ (332)
- 5,2 ]

Agora, tomando o maximo de todos os Al (1) (3.20) e utilizando a desigualdade de
Minkowski (2.11) e as desigualdades (3.29) — (3.32) descritas nos Lemas anteriores, segue-se
que

AT (u) < cllug|ls2 + T 2(14+T)P (AT (v))2. (3.33)
Neste instante, escolhemos a e T > 0 tais que
a = 2cl|uo||s,2, (3.34)

com 7 satistazendo

4¢TV2(1+T)Pa < 1. (3.35)
Desta escolha acima, temos que
AT (0(v) = AT (u)

< clluolls2 +eT 2 (1+T)P(AT (v))?

Deste modo, 0(v) = ¢,,(v) € X! desde que v € X! . Portanto, comcluimos que ¢ : X! — X7

Prosseguindo com a demonstragdo, vamos considerar mais alguns lemas que estao de-

monstrados em Santos (2009).
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Lema 3.7
T/ v\,
Moo -0um < [ (715 @)
Lema 3.8 _
T/ v,
w0 - twm <c| [ (555 ) @)
Lema 3.9 _
T/ v,
w0 - twm <c| [ (555 @)
Lema 3.10

T

o dv
L (Vgx —Va> (t )

M (1) = 0wy (7)) < [ /

dr'.

5,2

5,2

5,2

dr'| .

dr'| .

dr'| .
5,2
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(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

Tomando, neste momento, o méaximo (3.20) de todos os kiTl (duy (V) — 0y (V)), obtemos

A (uy (V) = 0wy () < T (14 T)PAT (v = ){AT (v) + AT () }.

Mostraremos, agora, que ¢ : X7 — X7 € uma contragdo. Para isto, tomemos v,V € X7,

com a e T satisfazendo (3.34) e (3.35). Observe que

AT (Oug(v) — 0ug(7) < ZAT (5.

Logo, para valores de v que satisfagcam (3.34) e (3.35), a funcdo ¢ : X7 — X7 € uma contracdo

e, dessa forma, existe um tnico u € X¢ tal que ¢, (1) = u.

Analogamente, para T; € (0,T), obtemos

AT (Qu (v) = 0 (7) < lluto — T2+ T (1 4+ T )PAT (v = H){AT (v) + AT (7)}.

Para mostrar que a aplica¢ao dado inicial - fluxo € Lipschitz, considere 77 € (0,7T) e

v,V € X7, com a e T satisfazendo (3.34) e (3.35). Deste modo,

AT (@ (v) = 0 (%) < cl[to — |2+ 2acT > (1 4+ T1)PAT (v — 7).

Portanto,

AT (0w (v) — 0y (%) < NlJuo — o[ 2,
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onde N > 0. Assim, para 71 € (0,7T), a aplicacdo iy — i de V em X7, satisfaz a condi¢do de

Lipschitz (2.5).

Se considerarmos, agora, w € X7, para T} € (0,7T) uma solugdo do PVI (3.2), o mesmo
argumento usado em (3.33) mostra que para 7> € (0,7}), temos w € X7,- Em outros termos, isso

mostra que w = u em R x [—T, T2].

Ao reaplicarmos este processo um nimero finito de vezes, expandimos a unicidade da

solugdo ao intervalo (0,7) inteiro. Portanto, estd provado o Teorema (3.1).



4 ESTABILIDADE ORBITAL DE SOLU-
COES

Entre tantos aspectos interessantes e possiveis de serem abordados sobre as equacdes
diferenciais, destacamos aqui a Estabilidade Orbital de suas solu¢des. Mais uma vez, nosso foco
estd voltado para a Equacdo KdV, mas reiteramos sua importancia no estudo da estabilidade

orbital de tantas outras equagdes diferenciais parciais dispersivas ndo-lineares, como:

i) a Equacao Benjamin-Bona-Mahony (BBM), dada por
U+ ty + utty — Uy =0,

que € a equacdo regularizada da KdV, e modela ondas de gravidade de superficie longas de

pequena amplitude propagando-se unidirecionalmente em 1+1 dimensdes;

ii) a Equacdo de Kawahara, dada por
Uy + Uty — (”xxx - uxxxxx) = 07 4.1)

onde u = u(x,t) é continua em ambas varidveis reais;
iii) a Equac@o de Kawahara Regularizada, dada por
Uy + Uy + Uty — Uy + Upre = 0,
que assim como a Equac¢do de Kawahara, modela a propagacdo de ondas com baixa amplitude
em uma dimensao, para mais detalhes ver Almeida (2021);

iv) a Equacdo Benjamin-Ono (BO) e Benjamin-Ono Regularizada (rBO), dadas, respec-
tivamente, por

u +uuy+ (Hu) =0,

up + uy + uny + (Hu), =0,

onde # é a transformada de Hilbert. A equagido BO descreve a Picnoclina no oceano profundo,
e o sistema de duas camadas criado pelo influxo de 4gua doce de um rio para o mar, segundo

Kalish (2005) e referéncias nele.
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Considerando que as equagdes BBM e de Kawahara, foram obtidas a partir de estudos
da equacao KdV, é natural que resultados obtidos para ela influenciem nas outras duas. Porém,
o papel da KdV vai muito além. Tendo como referéncia o trabalho feito em 1987 por Grillakis,
Shatah e Strauss (GSS, daqui para frente), sobre a Estabilidade Orbital de solu¢des de ondas
solitdrias (Solitons) da Equacdes KdV e da Equacdo de Schrodinger, outra importante equacao
dispersiva, este resultado foi base para desenvolvimento de uma ampla teoria sobre estabilidade

para esta e outras importantes equagdes.

Brevemente, definimos aqui o conceito de estabilidade orbital de uma solu¢do do Pro-

blema 3.2.

Definicao 4.1 Sejam u e v fungoes em X := R, consideraremos p a distancia entre u e a orbita

de v, por

p(u,v) = inf [lu—v(-+y)[Ix -
yeR

Observe que, a grosso modo, a distancia entre u € v € medida através da distancia entre u € a

orbita de v, gerada por translacoes.

Defini¢ao 4.2 Diz-se que uma solucdo u(x,t) de (3.1) é orbitalmente estdvel em X, se para
qualquer € > 0 existe & > 0 tal que para qualquer ug € X satisfazendo || uo — u(x,t) ||x < §, a
solugdo u(t) de (3.1) com dado inicial ug existe globalmente e satisfaz p(u(t),u(x,t)) <€, para

todot > Q.

E evidente que esta definicio pode ser aplicada a problemas relacionados a outras equa-

coes, como por exemplo as que foram citadas acima.

O estudo sobre estabilidade orbital de equacdes dispersivas, tem sido objeto de muitos
trabalhos, € com isso o proprio resultado apresentado em GSS (1987), foi melhorado, onde

certas condi¢cdes impostas, puderam ser revistas.

Podemos enunciar aqui o resultado de estabilidade obtido em GSS.

Teorema 4.3 As solugoes do Problema de Cauchy 3.2 sdo orbitalmente estdveis.

Demonstracao: Ver GSS (1987, p. 160-197). O
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Poderiamos citar outros autores como referéncias para o Teorema 4.3, alguns foram
mencionados em Almeida (2021), mas nosso interesse € importancia historica deste estudo
relacionado inicialmente a KdV e, por outro lado, todos os outros resultados sdo baseados no

trabalho jé citado.

A obtencdo da estabilidade orbital se baseia na Teoria de Lyapunov, ou simplesmente
no célculo variacional, pois este € trabalhado como um problema de minimiza¢do. No caso,
um problema de minimizacio da quantidade conservada de Energia associada a equacao KdV.
Outro importante aspecto considerado sdo as simetrias presentes nas solugdes das equagdes em
questao, isto justifica GSS (1987) terem abordado a KdV e a Schrodinger, visto que a primeira
possui uma simetria e a segunda duas. Nao nos aprofundaremos sobre isso pois, devido ao

tempo, ndo fizemos um estudo detalhado sobre tais simetrias.

De maneira, bastante simplista e o fazemos para ilustrar, o que buscou-se a0 minimizar
a Energia é: se em uma superficie com formato de U, soltdssemos uma bolinha de um certo
ponto inicial #y com a inten¢do de que ela parasse, isso ocorreria caso a energia dentro daquele
espaco se tornasse nula e, é bastante claro assim, a importancia de tal curva e do ponto inicial

de onde soltdssemos o objeto.

Sem entrar em tantos detalhes, o que foi feito € criar um funcional G, como combinacdo
linear das quantidades conservadas associadas a KdV, e fazer o estudo da segunda derivada (no
sentido de Frechet, ver Brezis (1984)), como nas ideias mais simples do Célculo Variacional.
No entanto, como se tratam de fungdes, algumas condi¢des devem ser impostas para o cdlculo
do Jacobiano, bem como da matriz Hessiana de G, o que nem sempre € simples e possivel.
Simplificar tais condi¢cdes tem gerado resultados muito interessantes e possibilitado a prova
de de Estabilidade Orbital de solugdes do tipo ondas solitdrias e do tipo ondas viajantes de
equagdes que ndo seria possivel, sob as condi¢des impostas em GSS (1987), como exemplo

temos a Equacdo de Kawahara.

Muitos outros aspectos da Equacdo KdV poderiam ser explorados, entre eles a Estabi-
lidade Espectral, Decaimento, e principalmente suas aplica¢des, o que nao foi possivel fazer e

nem era nosso proposito.



5 CONSIDERACOES FINAIS

Os objetivos de revisitar resultados importantes da solu¢do de uma EDP e organiza-
los de forma a dar base aqueles alunos da graduacdo que querem iniciar nessa drea de pesquisa
foram contemplados. Conforme a ampla literatura estudada sobre a equagdo KdV, as conclusdes
obtidas neste trabalho e muitas outras que nao puderam ser abordadas sao de grande importancia

na Analise Matematica e na Fisica.

Compreender o comportamento e as peculiaridades das EDPs desperta o interesse em
prosseguir nesta area de pesquisa em programas de pds-graduagao, principalmente entendendo

a aplicabilidade e a relevancia fisica que estas equacdes possuem.

Existem, ainda, inimeras outras possibilidades e assuntos a serem abordados no mesmo
ambito dos estudos concluidos aqui. O estudo da equacao KdV da base a uma série de equagdes
de onda que foram descritas depois e t€ém despertado a curiosidade de muitos pesquisadores

ainda nas ultimas décadas, o que permite a continuidade em estudos futuros.

O interesse que surgiu a partir das disicplinas de EDO e EDP oferecidas pelo curso de
Licenciatura em Matematica gerou frutos e culminou nesta pesquisa. H4 a expectativa, ainda,
de outros estudantes da graduagdo se dedicarem ao estudo de outros aspectos da KdV e darem
sequéncia a esta pesquisa ou, até mesmo, estudarem outras equagdes do tipo KdV importantes,
como a equagao Korteweg-de Vries modificada (mKdV), equacdo KdV linearizada, equacao de

Kawahara, e outras.
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