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RESUMO

Este trabalho consiste em propor uma abordagem que propicie um melhor desempenho
comparado com técnicas ja existentes na literatura sobre a resolugao de problemas de
Otimizacao Combinatéria, mais precisamente para o Problema da Arvore de Steiner Eu-
clideano no R", fazendo uso de Programacao Linear Inteira, com resolucao através da
ferramenta GLPK e do algoritmo de Colonia de Abelhas Artificial somado com algoritimo

de geragao de coordenadas quasi-random de baixa discrepancia.

Palavra-chave: EIEX. UFTEX. Arvore de Steiner.  Arvore Minima Geradora.

Otimizagao Combinatéria. Colonia de Abelhas Artificial.



ABSTRACT

This work consists in proposing an approach that provides a better performance compared
to existing techniques in the scientific literature on the problem solving of Combinatorial
Optimization, more precisely to the Euclidean Steiner Tree Problem in R", making use
of integer linear programming, with resolution through the GLPK tool and the Artificial
Bees Colony algorithm added with algorithm of generation of quasi-random coordinates

of low discrepancy.

Keywords: KIEX. UFTEX. Steiner Tree. Minimum Spanning Tree. Combinatorial

optimization. Artificial Bee Colony.
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1 INTRODUCAO

Muitos problemas praticos do mundo real podem ser representados como um grafo
como, por exemplo, ligacoes em circuitos elétricos, caminhos entre cidades, tuneis de
minas conexoes de dutos de ar, conexoes de redes de computadores, dentre outros. Muitos
deles sao problemas bastante conhecidos e explorados na literatura que envolvem grafos e
suas aplicacoes como Problema da Coloragao de Grafos, Problema do Caminho Minimo,
Problema do Caixeiro Viajante, Problema da Arvore Geradora Minima, Problema do
Caminho Hamiltoniano, dentre varios outros. Bose et al. (2001) West et al. (2001) Narula
e Ho (1980)

Diversas heuristicas e meta-heuristicas foram aplicadas nesses problemas, levando
a abordagens diferentes com resultados 6timos, porém nem sempre com bons tempos
computacionais. Buscou-se nesse trabalho uma otimizagao de abordagens ja existentes e
desenvolvimento de uma estratégia para a resolucao do Problema da Arvore de Steiner
Fuclideano esperando uma melhora no tempo computacional comparado com trabalhos
ja executados, essa comparacao foi obtida através de medicao de tempo computacional
(CPU) executando-se os algoritimos futuramente descritos, também foi esperado uma
melhora em relacao ao custo da solucao final para cada problema levando em consideracao
o numero de Pontos Flxos e a dimensao do espaco euclidiano. comparagoes foram feitas
com os trabalhos que serviram como referéncia paro desenvolvimento desse estudo, além
de outros.

Utilizando a ferramenta GLPK que facilita em encontrar a solucao para problemas
de Programacao Linear, Programacao inteira, dentre outros, a qual nesse trabalho foi
usada para resolver o Problema de Programacao Linear Inteira formulado e detalhado em
outros capitulos.

Consta ainda nesse trabalho a descricao do método bio-inspirado chamado Colonia
de Abelhas Artificial. Método baseado no comportamento de individuos de uma colonia de
abelhas na busca de melhores espacos para exploragao de alimento com base em diversos
fatores, também de forma adicional foi utilizada um algoritimo de geracao de sequéncia
de SOBOL juntamente com uma forma de normalizacao de seus resultados para dimi-
nuir a discrepancia entre as coordenadas geradas inicialmente e manter dentro do limite

nescessario para o algoritimo da Colonia de Abelhas Artificial.
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2 PROBLEMA DA ARVORE DE STEINER EUCLIDIANO

Neste capitulo é feita uma abordagem acerca de diversos aspectos a respeito do Pro-
blema da Arvore de Steiner Euclidiano (PASE) onde esta incluso a descrigao do problema,
formulacao matematica, solugoes possiveis e algumas aplicagoes praticas encontradas na
literatura cientifica.

O Problema da Arvore de Steiner Euclideano consiste em encontrar uma arvore
com o custo minimo para conexdes entre seus pontos, dados P pontos (pl, p2 p3, ...,
p-1, p) no R" com métrica Euclidiana, utilizando ou nao pontos adicionais que auxiliam
na minimizacao do caminho, chamados Pontos de Steiner, os quais devem haver em nu-
mero igual a P-2 como citado por (ROCHA, 2008), se mostra na Figura 3.1 e que serao

abordados com mais detalhes no decorrer deste trabalho.

Figura 2.1 — Arvore Steiner no R? com 4 pontos fixos (1, 2, 3 e 4) e 2 pontos
de Steiner (5 e 6).
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2.1 Grafo

Um grafo G é uma tripla ordenada (V(G), E(G), ¥ (G) que consiste basicamente de
um conjunto nao-vazio V(G) de vértices, um conjunto F(G), disjunto de V(G), de arestas,
e uma funcgao de incidéncia ¢ que associa cada aresta de G a um par nao ordenado de
vértices (nao necessariamente distintos) de G. Se e é uma aresta e u e t sdo vértices tais
que Yg(e) — uv, entdo é dito que u e v estdo unidos pela aresta e. Os vértices u e v sdo
chamados de extremidades de e. Bondy, Murty et al. (1976)

A seguir temos um exemplo de grafo para servir de esclarecimento acerca da defi-
nigao.

Exemplo 1:
G = (V(G), E(G),¢a)
Onde:

V(G) = {vl,v2,v3,v4,v5}
E(G) = {el,e2,e3,e4,e5,¢6,e7,e8}

E ¢ é definido por:

Ya(el) = v1v2,Yg(e2) = v2v3, Y (e3) = v3v3,Yg(ed) = v3vd
Ya(ed) = v2v4, Y (e6) = v4v5, Y (e7) = V205, Pg(e8) = v2u5

2.2 Arvore Geradora Minima

A Arvore Geradora Minima (AGM) é uma arvore de extensio de um grafo nio
direcionado e ponderado, um subgrafo, de modo que o seu custo total é minimizado com
a escolha das arestas de menor custo possiveis de forma que todos os vértices possam ser
alcancados entre si. Entenda-se por custo total a soma dos custos de cada aresta utilizada
na AGM. Essa Arvore deve ter custo total menor ou igual a qualquer outra Arvore possivel
no grafo.

Arvore Geradora Minima com Restricao de Graus pode ser definida formalmente
obtendo como entrada um grafo completo G=(V,E) com arestas nao negativas e uma
restricio de d > 2 e como saida uma Arvore Geradora de G com um custo minimo de
modo que o grau de cada aresta seja na arvore seja < d. Bui e Zrncic (2006), Amarir,
Zegrari e Idrissi (2016)

Uma solucao do PASE com custo minimo chamada de Arvore de Steiner Minima
(ASM) deve obedecer as seguintes regras que sao essenciais para o entendimento do pro-

blema e cria uma base para a solucao abordada nesse trabalho:
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e Um Ponto Fixo em uma Arvore Minima de Steiner deve ter grau (valéncia) igual a
L

e Um Ponto de Steiner em uma Arvore Minima de Steiner deve ter grau (valéncia)

igual a 3;

e O grau formado pelas arestas de um ponto de Steiner e seus pontos adjacentes deve

ser de 120° exatamente;

e Uma Arvore Minima de Steiner para um problema com P pontos, deve conter P-2

Pontos de Steiner;

e Todos os Pontos de Steiner devem ter no minimo 1 ligagdo com pontos fixos;

A figura 3.2 representa AGMs e ASMs, havendo dois exemplos de cada, com P=3 e
P=4 que é o nimero de pontos fixos onde Z(AGM) e Z(ASM) representam respectivamente
o custo total da Arvore Geradora Minima e da Arvore de Steiner Minima. As coordenadas
dos pontos utilizados foram: Na AGM e ASM de 3 pontos, Pontos Fixos P1={5,10},
P2={0,0} e P3={10,0}, Pontos de Steiner P1={5.5}; Na AGM e ASM de 4 pontos, Pontos
Fixos P1={10,10}, P2={0,10}, P3={0,0} e P4={10,0}, Pontos de Steiner P1={3.3,5} e
P2={6.6,5}.

Para o problema das Arvores Geradoras Minimas se encontra facilmente solugoes
em tempo polinomial, mas no caso das Arvores de Steiner Minimas devido a possibili-
dade de adicao de pontos intermedidrios e com a restricao de graus este é um problema
NP-Dificil, portanto boas heuristicas de tempo polinomial sao desejaveis e mais dificeis de
alcancar. E ja que o Problema da Arvore Geradora Minima com essa restricao de graus
descrita anteriormente é um problema NP-Dificil e tao complicado quanto o préprio pro-
blema do PASE nao nos é interessante utiliza-la como ferramenta para a resolugao, ja que
o0 objetivo é encontrar uma solugao étima, ou seja, a melhor solucao possivel. (DREYER,;
OVERTON, 2002), (BUIL; ZRNCIC, 2006), Santuari (2003)
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Figura 2.2 - Exemplo de AGMs e ASMs com 3 e 4 pontos fixos (em preto)
com célculo de custo (Z) em que as ASMs contam respectivamente com 1 e 2
Pontos de Steiner (em vermelho).

-Pontos Fixos (1,2,3e4)@
-Pontos de Steiner (1e 2)@®

Z(AGM)=21.18034 Z(ASM)=19.14214

o 0
Z(AGM)=30 Z(ASM)=27.37464

2.3 Formulacao Matematica para o PASE no R"

Nesta segao seré detalhado o modelo mateméatico para o Problema da Arvore de
Steiner Euclidiano no R™. Dado um grafo G=(V,E), onde N é o nimero de dimensoes do
espago Euclidiano onde o grafo estd sendo representado, P={1, 2, ..., p-1, p} é o conjunto
de indices os quais sao associados aos pontos Pontos Fixos x1, 2, ..., Tp—1, Tp, € sendo
S={p+1, p+2, ..., 2p-3, 2p-2} o conjunto de indices os quais sdo associados aos Pontos
de Steiner xpy1, Tpyo, ..., Top—3, Top—2, temos com a unidao dos pontos de Steiner com
os Pontos Fixos o nimero de vértices a Arvore de Steiner V = P. Uma aresta de G
nesse caso pode ser denotada por [i, j], sendo i e j dois pontos quaisquer pertencentes
a V. Devemos também denotar os conjuntos E; = [i,j]|i € P,j € S, este referente ao
conjunto de arestas que ligam um Ponto Fixo qualquer a um Pontos de Steiner qualquer
e By = [i,7]]i € S,j € S, este referente ao conjunto das arestas que ligam um Ponto de
Steiner qualquer com um outro Ponto de Steiner qualquer de forma que E = E; + Ej.

Rocha (2008) Wu e Chao (2004)
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A denotagao da distancia Euclidiana entre os pontos z; e x; é representada por
distancia;; =+/> 1, (x; — yi)?, logo podemos definir um y; ; € {0,1}V[i, j] € E, onde y; ;

recebe valor igual a 1 se a aresta pertencente a F referente aos pontos z; e x; esta contida
na solugao 6tima da Arvore de Steiner e y;; recebe valor igual a 0 no caso contrario.
A seguir teremos a formulagdo matematica do PASE o R™ com base nas denotagoes

anteriores. Maculan, Michelon e Xavier (2000)

Mind 7 D5 digmig + 30,00 D i i
x; €ERYy=p+1,...,2p—2
g:p—i-l L5 = ].,VZ epP

D im1 Tij ZZ:p,k;ﬁj Try =3,Vj €5

xiy € {0,1} e[i,j] € E

O item (1) da formulagao refere-se a funcao objetivo do problema, onde esté incluso
a minimizacao do custo das ligacoes entre todos os Pontos Fixos com Pontos de Steiner,
tato quanto as ligagoes dos Pontos de Steiner entre si. Analisando o item referente a
descrigao (2) podemos observar que z; é um Ponto de Steiner. As restrigdes do item
(3) sao utilizadas para controlar o grau (valéncia) dos Pontos Fixos modo que seja de
1 enquanto as restrigoes do item (4) sao utilizadas para controlar o grau (valéncia) dos
Pontos de Steiner de modo que seja igual a 3 e evita que hajam arestas referentes a
um ponto de Steiner ligado a si mesmo e por fim o item (5) limita os valores de xz;;
pertencentes ao conjunto {0, 1} de modo que esse valor designe se a aresta estd contida,
valor 1, ou nao, valor 0, na solugao.

A seguir temos um exemplo da formulagao matematica para o caso de 4 Pontos
Fixos com as coordenadas P=(1{0,0}, 2{0,10}, 3{10,10}, 4{10,0}) e Pontos de Steiner
S=(5{4.998855, 2.886471}, 6{4.998306, 7.112765}) exatamente da forma que ela é gerada
e gravada em arquivo de formato .Ip pelas rotinas da ferramenta GLPK:

Gera-se a funcao objetivo obtida a partir de todas as possibilidades de arestas do
problema, com seus respectivos custos e informacao dos pontos a aresta une, dados todos

os Pontos Fixos e Pontos de Steiner.

+ 5.7723708152771 x1i5 + 8.69335842132568 x1i6 + 8.69429969787598 x2i5
+ 5.77227735519409 x2i6 4 8.69561576843262 x3i5 + 5.77521181106567 x3i6
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+ 5.77435398101807 x4i5 4 8.6953067779541 x4i6 + 4.22629308700562 x5i6

Logo apds temos as restrigoes, onde os itens pl, p2, p3 e p4 correspondem a todas
as possibilidades de ligacao dos Pontos Fixos 1, 2, 3 e 4, respectivamente e assegura que
apenas uma ligacao serd feita para esses pontos. Os itens k6 e k7 representam todas as

possibilidades de ligacao dos Pontos de Steiner 5 e 6 respectivamente.

pl: 4+ x1i6 + x1i5 =1
p2: + x2i6 + x2i5 =1
p3: + x3i6 + x3i5 = 1
p4: + x4i6 + x4i5 = 1
q5: + x5i6 = 1
k6: + x5i6 + x4i15 + x3i5 + x215 + x1i5 = 3
k7: + x5i6 + x4i6 + x3i16 + x216 + x1i6 = 3

Seguindo na formulagao matematica temos os limites onde se garante os valores 0
ou 1 para as variaveis correspondentes a todas as arestas z;; possiveis na arvore. Onde

essas variaveis vao receber valor igual a 1 se forem utilizadas na solugao final ou valor 0

se nao forem utilizadas.

0 <=x1i5 <=1
0 <=x1i6 <=1
0 <=x2i5 <=1
0 <= x2i6 <=1
0 <=x3i5 <=1
0 <=x3i6 <=1
0 <=x4i5 <=1
0 <= x4i6 <=1
0 <= xb5i6 <=1

Por tltimo mostramos a lista de arestas z; j, contendo todas as arestas possiveis

do problema em questao.

x1i5
x1i6
x2i5
x2i6
x3i5
x3i6
x4i5
x4i6
x516
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A partir da formulagao matematica do PASE no R™ podemos observar que cada
possivel solucao considerando as restri¢coes anteriores esta associada a um subgrafo conexo
de G que tem como caracteristica em cada Ponto Fixo grau igual a 1 e em cada Ponto de
Steiner grau igual a 3, logo o ntimero de arestas x;; com valores iguais a 1 ¢ de 2P — 3.

Desta forma cada solucao vai definir uma Arvore Geradora do grafo G.

2.4 Aplicagoes Praticas do Problema da Arvore de Steiner Euclidiana

Diversos problemas praticos reais podem empregar o problema da arvore de Steiner
Euclidiana (PASE) no R? e no R? como estrutura tedrica em sua resolugao, logo, resolver
eficientemente o problema em questao, levarda a solucao dos problemas que podem ser
modelados como o PASE.

Algumas aplica¢oes que permitem ser modeladas como um PASE sao: configuracao
molecular (bioquimica), projeto de redes (elétrica, linhas de metro, dutos, etc.) e também
problemas gerais de mineracao de dados, como inferéncia filogenética. Montenegro, Tor-
reao e Maculan (2003) A seguir, algumas destas aplicagdes serao apresentadas em maiores
detalhes.

2.4.1 Aplicagdo do PASE na Inferéncia Filogenética

No trabalho Microcanonical optimization algorithm for the Euclidean Steiner pro-
blem in R™ with application to phylogenetic inference Montenegro, Torreao e Maculan
(2003), foi introduzida uma abordagem heuristica para o PASE, usando uma meta heu-
ristica chamada algoritmo de otimizagao microcanonica, que explora o paralelo entre sis-
temas de fisica estatistica e problemas de otimizacao de alta dimensionalidade, de forma
semelhante a do trabalho de Kirkpatrick, Gelatt e Vecchi (1983) que foi pioneiro nessa
area de pesquisa. O trabalho mostrado como exemplo utiliza uma heuristica que realiza
uma pesquisa local sobre o espago dos vetores de descricao de topologia que resultam do
esquema enumerativo descrito e referenciado em seu artigo e, como resultado, produziu
boas solugoes, para instancias de 50 pontos dados em 50 dimensoes. como o desempenho
desse algoritimo aumenta proporcionalmente de acordo com o nimero de dimensoes, foi
admitido que pode fornecer uma ferramenta adequada para problemas de agrupamento
(clustering) de alta dimensionalidade, incluindo os de inferéncia filogenética, da qual uma
instancia é tratada por eles. A seguir, na Figura 2.3, tem-se um exemplo de como a
estrutura de arvore de Steiner euclidiana bidimensional aparece em algumas arvores de

inferéncia filogenética.

2.4.2 Aplicagdo do PASE na Configuragao Molecular

Mcgregor Smith apresentou em seus trabalhos varias propriedades que foram gene-

ralizadas do espago euclidiano bidimensional para o tridimensional, e ainda metodologias
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Figura 2.3 — Arvore evolucionaria para 19 espécies.( MONTENEGRO;
TORREAO; MACULAN, 2003)
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algoritmicas que, devido a importancia do problema de Steiner demonstrada na literatura
cientifica, podem ser utilizadas em diversas areas de aplicagoes. Uma das aplicagoes mais
interessantes é aquela relacionada ao Problema de Configuracao de Energia Minima, des-
crita anteriormente em outros artigos, e enfatizada por Mcgregor Smith em Smith (1998),
que proporcionam boas ideias para o trabalho do Problema de Enovelamento de Proteinas
e DNA, sendo muito importante para varios ramos das Ciéncias na atualidade, principal-
mente aquelas que buscam a producao de drogas para curas de doencas como Cancer.
Oliveira (2005) propos em sua tese de doutorado um algoritmo denominado APOLONIO,
baseado no algoritmo de Smith (1992), como também realizou um estudo do problema
de arvore minima de Steiner euclidiana tridimensional (PASET), relacionando a fungao
razao de Steiner ao problema de configuracao de energia minima de macromoléculas de
interesse bioldgico. A seguir, na Figura 2.4, tem-se exemplo de como a estrutura de ar-
vore de Steiner euclidiana tridimensional aparece em algumas configuragoes moleculares

enquanto na Figura 2.5 mostra se a ilustragao de uma rede de dutos de ventilagao.

2.4.3 Aplicagao do PASE no Projeto de Redes

O projeto dos mais variados tipos de rede (de computadores, minas, dutos de
ventilagao, etc) com comprimento minimo é de enorme importancia e tem grande impacto
economico em diversas situacoes. No caso da necessidade de realizacao do projeto de uma
rede de tamanho minimo em uma estrutura tridimensional, pode-se criar um modelo
baseado no problema da drvore de Steiner euclidiano tridimensional (PASET), onde os
pontos fixos sdo os pontos da rede que se deseja conectar. Assim sendo, resolvendo-se o
PASET, obtém-se a rede de custo minimo que interliga estes pontos fixos, fazendo uso,

se necessario de pontos extras de conexao (pontos de Steiner). Na Figura 3.5, tem-se um
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Figura 2.4 — Hélice tripla do DNA com uma Arvore de Steiner Minima para
P=20 (SMITH, 1998)

exemplo de uma rede de dutos de ventilacao, onde os circulos pretos sao os pontos fixos,

os circulos vermelhos sao os pontos de Steiner e as arestas em roxo sao as tubulagoes.

Figura 2.5 - Rede de dutos de ventilacao
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3 METODOS

Este capitulo apresenta a estratégia em que foi tratado o PASE durante este traba-
lho, sendo Programacao Linear Inteira, bem como a abordagem e descricao da ferramenta
utilizada (GLPK), uma feramenta de geracao de sequéncia de sobol (SOBOL_DATASET)

e um algoritmo de otimizagao baseados em enxame (ABC).

3.1 Programacao Linear

A Programacao Linear, um dos recursos da Pesquisa Operacional, busca encontrar
solugoes Otimas para problemas onde os modelos podem ser representados por expressoes
lineares, o qual é um dos modelos considerados mais comuns. Marins (2011)

A forma utilizada é, principalmente, encontrar a solucao étima com base na maxi-
mizagao ou minimizacao da Fungao Objetivo, estruturando em um sistema de inequagoes e
equacoes. Como um modelo de otimizacao, o modelo de programacao linear vai apresentar

as seguintes caracteristicas: Goldbarg e Luna (2005)

e Proporcionalidade: a quantidade de recurso a ser consumido em uma determinada
atividade deve ser sempre proporcional ao nivel da mesma no final do problema e o

custo final dela deve ser proporcional ao nivel de operacao da atividade;

e Nao Negatividade: Se necessita sempre a possibilidade de desenvolver as atividades
em um nivel nao negativo qualquer e dado um recurso, obrigatoriamente, deve ser

possivel ele ser utilizado em qualquer proporcao.

e Aditividade: O custo total resulta na soma das parcelas totais de cada uma das

atividades;

e Separabilidade: Sempre sera possivel separar o custo ou o recurso das operacoes de

uma atividade.

3.1.1 Programagao Linear Inteira

Um dos tipos de modelo de Programagao Linear é a Programagao Inteira. Suas
solucoes sao limitadas a um conjunto discreto finito de nimeros, no caso o conjunto
de nimero inteiros 5 . Como a Programacao inteira, também chamada de Programacao
Linear inteira, é um tipo de Programacao Linear, ela tem sua formulagao do modelo muito

semelhante a da Programagao Linear onde a diferenca se da nas restrigoes das variaveis.
Goldbarg e Luna (2005)
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No processo de modelagem da Func¢ao de Minimizacao da Funcao Objetivo referente
ao PASE ¢é que as varidveis sao bindrias e portanto é um problema de Programagao Linear

Inteira.

3.2 GLPK

O GLPK (GNU Linear Programming Kit) uma ferramenta que consiste em um con-
junto de rotinas escritas em linguagem de programacao ANSI C e organizada de forma
que funcione como uma biblioteca que geralmente é utilizada para resolucao de problemas
de Programacao Linear, como no caso deste trabalho, Programacao Inteira, dentre outros.
Mais precisamente para para este caso de Programacao Linear Inteira que é solucionar
o problema da AGM com restri¢cao de graus para o PASE assumimos a formulagao ma-
tematica anterior, a qual pretende-se minimizar o custo da funcao ojetivo. As varidveis
auxiliares chamadas na formulagao de z; ; sao utilizadas como varidveis auxiliares, Z ¢ a
Funcao Objetivo e d; ; sao coeficientes objetivos. As varidveis auxiliares pode ser chama-
das também de linhas, pois elas correspondem as linhas da matriz de restricao, da mesma
forma as variaveis estruturais podem ser chamadas de colunas pois elas correspondem as
colunas da matriz de restrigao. (MAKHORIN, 2010)

A seguir um exemplo de matriz de restricao para PASE com P=4 e S=2 onde
mostra-se todas as possibilidades de ligacao entre Pontos Fixos e Pontos de Steiner, no
caso do exemplo x1¢5, 116, 215, 216, 315, 316, 415 e 1416, e ainda entre Pontos de
Steiner com outros Pontos de Steiner, x£5:6. Onde as linhas representadas por 1, 2, 3 e 4

referem-se aos Pontos Fixos e as linhas 5 e 6 representam os Pontos de Steiner.

Tabela 3.1 — Matriz de restricao para o PASE com P=4 e S=2

xls | x16 | 25 | £26 | ©35 | 36 | ©45 | ©46 | 56
111 1 0 0 0 0 0 0 0
210 0 1 1 0 0 0 0 0
310 0 0 0 1 1 0 0 0
410 0 0 0 0 0 1 1 0
511 0 1 0 1 0 1 0 1
60 1 0 1 0 1 0 1 1
3.3 Sequéncia de Sobol
Foi desejado gerar nesse trabalho um conjunto de pontos z1, x2,. . . , xn bem

distribuidos no espago N-dimensional visando os beneficios em questao de tempo compu-
tacional que levaria adotar essa boa distribuicao como primeira entrada da populacao de
abelhas do algoritimo ABC. Uma medida utilizada para qualificar essa distribuigao ¢ a

discrepancia, definida em Bratley e Fox (1988).
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Quanto menor a discrepancia melhor o espacamento. Acredita-se, embora nao
tenha sido provado ainda, que nenhum espaco N-dimensional infinito pode ter discrepancia
em ordem de magnitude menor que log N. Sequéncias que visam baixa discrepancia sao
chamadas de quasi-random.

SOBOL_DATASET é um programa escrito na linguagem de programacao C++ o
qual cria um conjunto de dados quasi-random. Onde utiliza-se de entrada a dimensao
espacial requerida, o nimero de pontos a ser gerado no espaco e um numero de pontos
gerados a se ignorar. Esse nuimero de pontos sao ignorados para que se faca o que foi
chamado de aquecimento. Uma estratégia comumente utilizada e também utilizada nessa
pesquisa é ignorar um ntumero de pontos equivalente a maior poténcia de 2 que ¢é igual ou
maior que o nimero de pontos requeridos.

O programa disponibilizado na pagina da FLORIDA STATE UNIVERSITY (Uni-
versidade estadual da Florida) é distribuido sob a licenga GNU LGPL e contém as rotinas

descritas no apéndice A.

3.4 Normalizacao

O programa mencionado na secao anterior tem como saida pontos entre 0 e 1 no
espago, o que nao ¢ interessante para o nosso uso, portanto é necessario que se adote uma
forma de obter desses pontos, valores que se adéquem aos requeridos pelo algoritimo ABC.

A forma adotada nesse trabalho é a normalizacao e a féormula a seguir mostra a
estratégia adotada.

_ f@)—fmin

ValN = fmaz—fmin

Onde:

ValN corresponde ao valor gerado pelo SOBOL_DATASET
fmax valor méaximo do limite desejado

fmin valor minimo do limite desejado

f(x) valor gerado pelo SOBOL_DATASET dentro do limite determinado por fmin e

fmazx

3.5 Colonia de Abelhas Artificial

Algumas técnicas de otimizacgao se fundam no uso de candidatos a solugao dos pro-
blemas, bem como métodos para atualizacao dessa populacao e isso as diferencia das téc-
nicas habituais. Devemos ressaltar que nessa forma de abordagem, as interacoes coletivas
entre os individuos dessa populacao geralmente nos leva a uma forma de comportamento
ou inteligéncia coletiva. Isso ¢ utilizado como base para a formulacao dos algoritimos

chamados bio-inspirados na busca da melhor solucao possivel. E entre as estratégias mais
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recentes na literatura de algoritmos dessa categoria um que vem se destacando muito
para a resolugao de problemas de Otimizagao Combinatéria é o Algoritmo de Colonia de
Abelhas Artificial, ABC (Artificial Bee Colony), em inglés. Silva-Neto e Becceneri (2011),
Pham et al. (2006)

Como podemos observar na natureza, uma colonia de abelhas pode se estender por
cerca de 10 km e em vérias diregoes ao mesmo tempo em busca de exploracao de varias
fontes de alimento simultaneamente. Contextualizado nesse ambiente o ABC fundamenta-
se nos comportamentos de individuos da colonia os quais trocam informacoes entre si sobre
as possiveis fontes de alimento, como qual a direcao, quantidade de alimento, qualidade,
dentre outras informacoes. Com essas informagcoes, é tomada uma decisao sobre quais as
melhores regioes par se explorar, onde sao descartadas as outras possibilidades. E, assim,
se repete esse ciclo com outras regioes sendo visitadas pelos individuos a cada iteracao.

Silva-Neto e Becceneri (2011), Karaboga e Basturk (2007)

3.5.1 Descricao do Algoritmo

Assim como a maioria das heuristicas encontradas na literatura, o ABC é baseado
em uma populacao de candidatos em potencial para a solug¢ao do problema de otimizacao.
Dentre vérias abordagens do ABC serd descrita a implementagao de Pham et al. (2006)
que é inspirada no comportamento natural de busca por alimento.

A figura a seguir, Figura 4.1, apresenta em forma de fluxograma as etapas do

algoritimo as quais serao detalhadas posteriormente.

Figura 3.1 — Fluxograma do algoritimo de Colonia de Abelhas Artificial

Selecionar
regides com Recrutar abelhas
melhor valor | ™| para busca local

Funcdo Objetivo
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Y

Finalizar
Iteragdes

Substituir piores

Selecionar
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melhor valor

Funcdo Objetivo

abelhas por
novas em
regides

aleatérias

A seguir a descrigao:

Passo 1 gerar uma populacao inicial, no caso de todos os testes realizados neste trabalho

foram em um ntmero de 50 abelhas, de forma quase randomica, onde n,. sao abelhas
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escoteiras (exploradoras, batedoras) dentro dos m locais selecionados para a busca
definidos dentro de um espaco, cada abelha é formada pelas coordenadas dos Pontos

de Steiner;
Passo 2 fazer uma avaliacao da Funcao Objetivo para todas as abelhas da populagao;

Passo 3 interromper a iteragao caso todas as condicoes de parada tenham sido satisfeitas,
as quais sao um maximo de 8000 iteracoes ou 100 iteracoes sem alteracao do custo

da Arvore de Steiner considerada até entao a melhor solucgao;

Passo 4 selecionar os m; as melhores regioes com menor valor da Fung¢ao Objetivo dentre

os m locais visitados de forma que possam ser refinados;
Passo 5 recrutar n., abelhas para fazer uma busca local em cada uma das regioes m;;
Passo 6 fazer a selegao da abelha com o menor valor da Funcao Objetivo de cada regiao;

Passo 7 substituir as abelhas com piores resultados por um ntimero n,.-m; para novas

regioes aleatérias com raio de tamanho ngh;

Passo 8 voltar a execucao do passo 2.

Esta abordagem possibilita encontrar as melhores coordenadas dos pontos de Stei-
ner ao final da execuc¢ao do algoritimo. Na Figura 3.2 se encontra um fluxograma que

ilustra todos os passos utilizados para se resolver PASE e a sua ordem de execucao.

Figura 3.2 — Fluxograma dos estagios para a resolucao do PASE utilizando a
abordagem desse trabalho
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4 RESULTADOS

A seguir dois exemplos de execucao do algoritmo desenvolvido para resolugao do
PASE no R™ utilizando como entrada dados lidos de um arquivo de texto a respeito do
nimero de Pontos Fixos, nimero de dimensoes do espaco onde se encontra o problema
descrito e as coordenadas dos respectivos Pontos Fixos. Os dados referentes as coordena-
das dos Pontos de Steiner sao gerados a partir do algoritimo ABC e melhorados a cada
iteracao.

As figuras Figura 4.1 e Figura 4.4 mostram o posicionamento dos pontos for-
necidos como entrada antes da execucao do algoritmo. Pontos Fixos em preto e Pontos
de Steiner em vermelho. Em sequéncia as figuras Figura 4.2 e Figura 4.5 ilustram
o resultado da execucao com os Pontos de Steiner, em seguida as figuras Figura 4.3 e
Figura 4.6 ilustram a saida do algoritmo ABC com seus Pontos de Steiner e as arestas
geradas com o menor custo devido ao posicionamento dos pontos tornando-se satisfatéria
a saida.

Exemplo 1 referente a Arvore de Steiner pertencente ao espaco R? para os conjun-
tos P=5 de Pontos Fixos fornecidos através de um arquivo e S=3 de Pontos de Steiner

fornecidos pelo algoritmo ABC, indicando os pontos e suas coordenadas no R?:
e P=(1{0,0}, 2{0,10}, 3{10,0}, 4{10,10}, 5{5,15})

o S=(6{3.258011, 2.616963}, 7{2.251395, 9.126785}, 8{5.504521, 11.743847})
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Figura 4.2 — Exemplo 1 de posicionamento de Pontos Fixos
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Figura 4.1 — Exemplo 1 de posicionamento de Pontos Fixos
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Resultando em custo Z = 32.704, referente a soma do custo das arestas utilizadas

na melhor solucao possivel para este caso, as quais foram: x1i6, x2i7, x3i6, x4i8, x5i8,

x617, x7i8.

Figura 4.3 - Exemplo 1 de execugao do algoritimo ABC

15

Exemplo 2 referente a Arvore de Steiner pertencente ao espaco R? para os conjun-
tos P=7 de Pontos Fixos fornecidos através de um arquivo e S=4 de Pontos de Steiner

fornecidos pelo algoritmo ABC, indicando os pontos e suas coordenadas no R%:
o P=(1{5,7}, 2{2,7}, 3{9,3}, 4{0,4}, 5{7,9}, 6{6,0}, 7{3,9})

o S=(8{3.128074,7.825262}, 9{5.000000,7.000000}, 10{2.000000,7.000000},
11{5.758924,6.978221}, 12{7.876955,3.034298)
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Figura 4.5 - Exemplo 2 de posicionamento de Pontos Fixos
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Figura 4.4 — Exemplo 2 de posicionamento de Pontos Fixos
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Resultando em custo Z = 20.530, referente a soma do custo das arestas utilizadas
na melhor solugao possivel para este caso, as quais foram: x1i9, x2i10, x3i12, x4i10, x5i11,
x6112, x7i8, x819, x8i10, x9i11, x11i12.

Figura 4.6 — Exemplo 2 de execugao do algoritimo ABC
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4.1 Comparativos

Nesta secao é feita uma breve descricao de duas abordagens diferentes da desen-
volvida nesse trabalho e feito um comparativo de resultados com o objetivo de se avaliar
o desempenho da técnica utilizada e se obter uma visao de futuros trabalhos e ajustes a
serem feitos de forma que se possa aperfeicoar o algoritimo de Colonia de Abelhas Artifi-
cial e também cogitar a inclusao ou exclusao de técnicas e ferramentas que propiciem um
avango nesta pesquisa.

Os testes foram executados numa méquina com a seguinte configuracao: Intel®)
Xeon(R) CPU E3-1240 V2 @ 3.40GHz 8 ntcleos, 12 GiB de RAM e sistema operacional
Linux Ubuntu 18.04 Bionic Beaver.

Os resultados mostrados para cada niimero de Pontos Fixos foram obtidos através
de uma média simples de 10 resultados executados em cada algoritimo para a mesma
quantidade de pontos e com as mesmas coordenadas em cada situacao. O quesito tempo
foi medido utilizando a biblioteca time.h da linguagem de programacao C. Esta biblioteca
contém as definicdes de funcoes para obter e manipular informagoes referentes a data e

tempo.
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4.1.1 Wsmith

Em Smith (1992) foi proposto um método exaustivo para encontrar a solugao exata
para o PASE em dimensao n 3, este método consistia basicamente em enumerar todas
as possiveis solucoes para o problema e minimiza-las, selecionando dentre estas a melhor
solucao. A enumeragao das solucoes é realizada através dos vetores topologia, cada um
representando uma possivel topologia cheia, que sao aplicados, em seguida, no contexto
de um algoritmo branch-and-bound, o que evita a minimizacao de algumas solugoes ruins.

Sendo P o nimero de pontos dados, a estratégia geral deste algoritmo é:

1. Encontrar todas as FST de tamanho P.

2. Otimizar as coordenadas dos pontos de Steiner de todas as FST geradas no passo

1, de forma a encontrar a arvore de menor custo.

A primeira consideracao a respeito do algoritmo de Smith é que ele s6 procura
por topologias completas (FST). A razao para esta simplificacao é que o método de oti-
mizacgao utilizado por Smith permite considerar as outras topologias como degeneracoes
da topologia completa, onde alguns pontos de Steiner se sobrepoem aos pontos normais.
Apesar disto, o nimero de FST ainda é exponencial em n. No segundo passo mencionado
acima, o de otimizar as coordenadas dos pontos de Steiner, o algoritmo de Smith procede
de maneira iterativa, sendo que a regra de parada utiliza a propriedade de nao ter nenhum
angulo entre arestas da drvore alvo (de Steiner) maior que 120 graus. Smith afirma em
seu trabalho que seu algoritmo sé é capaz de resolver problemas com doze pontos, aproxi-
madamente, mas em qualquer dimensao. Este fato inviabiliza a utilidade de seu algoritmo
em casos praticos (instancias com nimero grande de pontos). Apesar disto, o trabalho de
Smith (1992) é importante pela possibilidade de utilizacao de forma eficiente do passo de
minimizagao do método de Smith para encontrar as posi¢oes 6timas dos pontos de Steiner
para um vetor topologia dado. (ROCHA, 2008)

Na Tabela 4.1 vemos os resultados da abordagem ABC comparados com o algo-
ritimo Wsmith para o PASE com 9, 18 e 20 pontos respectivamente, onde nota-se uma
diferenca consideravel em tempo computacional na medida em que se acrescenta pontos

de Steiner ao problema, juntamente com um menor custo da solucao proposta pelo ABC.

4.1.2 GRASP

GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure — Procedimento de Busca
Gulosa Adaptativa Aleatorizada) é uma metaheuristica de multipartida, proposta em um
trabalho desenvolvido por Raidl (2006), em que cada iteracao é composta de uma fase de
construcao e de uma fase de aprimoramento. Durante o processo, a melhor solucao até o

momento é armazenada e atualizada sempre que a fase de aprimoramento resultar em uma
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Tabela 4.1 — Tabela de comparativo entre as abordagens ABC e Wsmith para

o PASE
Pontos | Tempo(s) | Tamanho
ABC |9 9.428 38.255
Wemith | 9 0,432 32.677
ABC 18 306,221 59,588
Wsmith | 18 655,346 59,933
ABC 20 485,179 66,715
Wsmith | 20 33877,502 | 68,429

solucao de melhor aproveitamento. Ao final de um ntmero pré determinado de iteragoes,
o algoritmo retorna a melhor solucao encontrada. A fase de construcao gera uma solugao
viavel para o problema através de um procedimento parcialmente guloso e parcialmente
aleatorio. A cada etapa da construcgao a selecao dos elementos que vao compor a solucao é
feita aleatoriamente em um subconjunto dos melhores elementos candidatos, denominada
Lista Restrita de Candidatos (LRC). A fase de aprimoramento é uma busca local. Feo e
Resende (1995) (ROCHA, 2008)

Na Tabela 4.2 vemos os resultados da abordagem ABC comparados com o algo-
ritimo GRASP para o PASE com 9, 18 e 20 pontos respectivamente, onde nota-se uma
diferenga consideravel em tempo computacional na medida em que se acrescenta pontos
de Steiner ao problema, dessa vez com a técnica concorrente tendo melhores resultados

que o ABC se tratando de tempo, juntamente com um menor custo da solugao proposta

pelo ABC.

Tabela 4.2 — Tabela de comparativo entre as abordagens ABC e GRASP

para o PASE
Pontos | Tempo(s) | Tamanho
ABC |9 0,428 38.255
GRASP | 9 1.3 32.677
ABC 18 306,221 59,588
GRASP | 18 2,8 90,435
ABC 20 485,179 66,715
GRASP | 20 25,95 92,307
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Foi apresentado nesse trabalho um método de resolucao para o PASE no R" o
qual gerou na maioria dos testes executados a solugao 6tima de disposicao de Pontos de
Steiner e conexao entre os pontos, obedecendo a formulacao matematica do problema
abordado. Assim tendo sido testado, exemplificado e comparado com outras solugoes no
decorrer do mesmo, fazendo com que os resultados tenham sido bastante satisfatérios em
relacao a expectativa ao inicio do trabalho e ao que foi proposto a ser feito durante o seu
desenvolvimento.

O algoritmo implementado lendo esses dados de arquivos de texto, contendo co-
ordenadas dos Pontos Fixos em grande parte das vezes geradas de forma aleatéria para
testes, em seguida aplicando o algoritimo ACB para inclusao de pontos de Steiner em uma
localizagao no espaco de forma a minimizar o custo da ASM, calculando os pesos de todas
as possiveis arestas e retornando a melhor combinacao possivel com o menor custo. O
método proposto utiliza de Programacao Linear Inteira para a formulagao matematica do
Problema da Arvore de Steiner Euclidiano no R™ e ferramenta de resolucoes de problema
com esse aspecto GLPK e do algoritmo de Colonia de Abelhas Artificial somado com

algoritimo de geracao de coordenadas quasi-random de baixa discrepancia.
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6 TRABALHOS FUTUROS

Os resultados obtidos pela abordagem utilizada para o PASE s@ao muito promis-
sores. Ainda assim, estudos maiores e novos desenvolvimentos podem ser feitos com o
objetivo de buscar uma melhor eficiéncia em casos com menos pontos e com dimensoes

maiores que 3. Como principais sugestoes, tém-se:

e Realizar testes com instancias em dimensoes maiores (n > 3) que as utilizadas neste

trabalho e analisar o comportamento das técnicas propostas para as mesmas.

e Incorporagao do algoritimo formulado por Smith (1992), de onde pretende-se incluir
a sua primeira saida, a primeira disposi¢ao de Pontos de Steiner, na primeira entrada
do ABC e realizacao de testes para comparar com a soluc¢ao atual com o intuito de

ter ganhos em tempo computacional e tempo real.

e Implementacao de um limite no espaco onde os Pontos de Steiner podem ser gerados
afim de melhorar os resultados atuais com a diminuicao da distancia de eventuais

pontos gerados em locais inapropriados.
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A ROTINAS DO PROGRAMA SOBOL_DATASET

MAIN ¢ a fungao principal do SOBOL_DATASET.

IS_BIT_HI1 retorna a posi¢cao do bit maior que 1 na base 2 em um inteiro.

I8_BIT_LOO retorna a posicao do bit menor que 0 na base 2 em um inteiro.

I8_SOBOL gera um novo vetor quasi-random de sobol a cada chamada.

I8_SOBOL_GENERATE gera um conjunto de dados de sobol.

R8MAT_WRITE escreve um arquivo RSMAT.

TIMESTAMP imprime o conjunto de dados atual.
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