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RESUMO

O presente trabalho aborda alguns métodos numéricos usados para resolver sistemas de equa-
coes lineares, sendo eles: Eliminacdao Gaussiana, Fatoragdo LU, Jacobi, Gauss Seidel, Sobre-
Relaxacgdo-Sucessiva e Gradiente Conjugado. Para uma melhor usabilidade dos métodos sera
utilizado o software MATLAB para que os mesmos possam ser implementados. O trabalho com
o software destaca-se pela facilidade que este oferece ao tipo de problema aqui abordados, com
fungdes pré-definidas que auxiliam no momento da implementacdo. No decorrer deste trabalho
serd apresentada a descricdo dos métodos, expondo seus funcionamentos seguidos de exemplos
para aplicar os conceitos. Serd feita a andlise dos dados obtidos por cada cédigo levando em

consideracdo o tempo gasto e quantidade de iteragdes(para métodos iterativos).

Palavras-chave: Sistemas de equacgdes lineares. Métodos numéricos. MATLAB.



ABSTRACT

The present work addresses some numerical methods used to solve systems of linear equations,
being them: Gaussian Elimination, LU Factorization, Jacobi, Gauss Seidel, Successive Over-
Relaxation, and Conjugate Gradient. For a better method usability the software will be used
MATLAB so that they can be implemented. The work with software stands out for the ease that it
offers to the kind of problem approached here, with predefined functions that help at the moment
of implementation. During this work will be presented the description of the methods, exposing
your working followed by examples to apply the concepts. It will be done the analysis of data
obtained by each code leading in consideration the time spent and the quantity of iterations (for

iterative methods).

Keywords: Systems of linear equations. Numerical methods. MATLAB.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho buscaremos abordar os diferentes métodos para resolug@o de sistemas de
equacdes lineares Ax = b, visto que estes sdo encontrados em problemas das mais diversas dreas,
sendo algumas delas a matematica, engenharia, biologia e economia, por exemplo. Tais sistemas
de equagdes podem ser desde os mais simples e pequenos a até sistemas de grande porte com

milhares de equagdes.

Os sistemas de equacdes lineares surgem da necessidade de modelar problemas praticos
como por exemplo, analisar a estrutura de uma aeronave por meio do método de elementos

finitos que conduzird a sistemas lineares de grandes dimensoes.

Figura 1 — Estruturas da aeronave

Fonte: Sperandio, Mendes e Silva (2003, p. 67)

As estruturas A, B, C e D da figura 1 sdo discretizadas por elementos finitos (figura 2), o
que conduz a sistemas de equacdo lineares de grande porte (SPERANDIO; MENDES; SILVA,
2003, p. 67).

Figura 2 — Discretizacdo das subestruturas por elementos finitos

=
=7 TS

Fonte: Sperandio, Mendes e Silva (2003, p. 68)
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Diante da grande variedade de sistemas lineares que surgem, foram sendo criados ao
longo dos anos diferentes métodos numéricos para que fossem alcangados resultados mais
precisos de forma mais eficiente. Atualmente os métodos numéricos podem ser classificados em
dois grupos: diretos e iterativos. Os métodos diretos podem ser classificados como aqueles que,
apods determinado nimero de operagdes, conduzem a solugdo exata do sistema desconsiderando

os erros de arredondamento que podem ser cometidos pela maquina/computador.

No grupo de métodos diretos podemos citar alguns que sdo mais conhecidos e utilizados,
dentre eles: o préprio cilculo da inversa de A, definido por x = A~!b; a Regra de Crammer;
eliminagdo de Gauss; fatoracao LU. Neste trabalho o primeiro sera desconsiderado, visto que
calcular a inversa e logo ap6s multiplicd-la por b envolve um grande niimero de operagdes
tornando o método ndo competitivo. Da mesma forma para a Regra de Crammer, que num
sistema n X n efetua o célculo de (n+ 1) determinantes, tornando a solugdo trabalhosa por exigir

um grande nimero de operagdes como no anterior(RUGGIERO; LOPES, 1996).

Assim, os métodos diretos aqui trabalhados serdo a Eliminagao de Gauss e a Fatoracao
LU. Visto que nas bibliografias estudadas hd um direcionamento positivo para a eficiéncia destes

dois métodos diretos.

Os métodos iterativos produzem uma sequéncia de vetores x) que, com uma dada
precisdo, convergem para a solugdo do sistema. Os métodos deste tipo aqui usados serdo: Gauss
Seidel, Jacobi!, SOR e Gradiente Conjugado.

Para Cunha (2000, p. 29), a escolha do método numérico

"[...] depende de cada caso. Se os métodos diretos tem a vantagem de fornecer
solucao apds um numero finito de passos e ndo dependem de condicdes de
convergéncia, eles podem ser invidveis quando o sistema € muito grande ou mal
condicionado."

Nesse sentido, Cunha (2000, p. 57) afirma que "Os métodos iterativos sdo convenientes
para sistemas grandes e esparsos que aparecem com frequéncia na discretizacdao de equagdes

diferenciais."

A recente aquisi¢do da licenca do software MATLAB pelo campus Arraias, tornou
possivel um trabalho como este, possibilitando uma melhor anélise dos dados que serdo obtidos
pelos c6digos com as rotinas de cada método numérico. Através destas rotinas poderemos testar
diversos sistemas de equagdes lineares a fim de comparar os dados obtidos e assim poder apontar

o método numérico que € mais eficiente para determinado sistema de equagdes.

Este trabalho esta organizado em trés capitulos. No capitulo 2 trataremos dos métodos
numéricos, descrevendo-os e apresentando suas defini¢Oes e teoremas. Usaremos ainda, exemplos

para aplicarmos tais conhecimentos. O capitulo 3 sera destinado a comparacdes entre os métodos,

' Este método também aparece em algumas bibliografias como Gauss Jacobi e Jacobi Richardson
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onde estaremos analisando a quantidade de iteragdes e o tempo gasto por cada método para

chegar a solugdo exata ou aproximada de determinado sistema linear.

1.1 MATLAB

O software MATLAB (abreviatura do inglés MATrix LABoratory - Laboratério de Matri-
zes) é um programa de computador otimizado para computa¢do numérica de andlise e visualiza-
cdo de dados. Surgiu como um programa para operacdes matemdaticas sobre matrizes, mas com o

passar dos anos foi sendo aperfeicoado para um sistema computacional bastante util e flexivel
(BECKER et al., 2010).

O software € do tipo interpretador, ou seja, as instru¢des definidas na linguagem sao
executadas diretamente linha por linha. Diferentemente de um compilador, que a partir de um
programa de entrada produz outro, que equivale ao original, mas em uma linguagem executivel

como por exemplo a linguagem de miquina.

O programa em sua versdo R2019a, utiliza por idioma padrdao em seu ambiente de
trabalho o inglés. Assim, um usudrio com nivel de inglés iniciante e que saiba o minimo de
programacdo, nao terd dificuldades em programar. Visto que, na internet temos a disposi¢ao varias
apostilas/tutoriais de universidades, grupos de pesquisa, etc. que podem auxiliar o programador.
Além do proprio site da MathWorks que apresenta uma vasta gama de trechos com c6digos

implementados e comentados de funcdes pré-definidas do programa.

A linguagem de programag¢do MATLAB, que o programa executa, foi desenvolvida na
década de 70 por Clever Moler, entdo presidente do departamento de Ciéncias da Computacdo

da Universidade do Novo México.

Na década de 80, através de uma parceria com Steve Bangert e o engenheiro jack Litte,
a MathWorks (detentora dos direitos autorais) foi fundada e o MATLAB foi reescrito em
linguagem C. Tornando-se um ambiente integrado de modelagem de sistemas e algoritmos, ideal
para implementacdo de projetos complexos, a ferramenta € um produto lider em computagdo
numérica e cientifica (CHAIA; DAIBERT, ).

A linguagem MATLAB € considerada uma linguagem multi-paradigma. Para Lopes,
Rangel e Martha (2019, p. 5) "Um paradigma de programacdo € a forma que se apresenta a

estrutura e execucao do cédigo.”

Assim, no MATLAB o programador pode utilizar o paradigma que julgar ser mais
eficiente, sendo eles: Programacao Estruturada, Programacao Orientada a Objetos e Programacao

Orientada a Eventos.

Comparada a outras linguagens de programacao de alto nivel como o Fortran, C, C++ e
Python, muito utilizadas na ciéncia e na engenharia, a linguagem MATLAB sai na frente quando

o problema envolve calculos matematicos dos mais triviais aos mais elaborados. Um exemplo
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simples é a multiplicacdo de duas matrizes, no MATLAB obtemos o resultado apds aplicarmos a

operacdo de multiplicacao representada por ” x”.

Cédigo 1.1 — Produto de matrizes em MATLAB

2 A=[123 ;432 ;149] % Matriz A 3x3

3 T=1[153;132;149] % Matriz T 3x3

4

5 Q = AxT % Armazena o produto das matrizes
6 % em outra matriz 3x3

Fonte: elaborado pelo autor
Ja em outras linguagens € necessario o uso de lacos de repeticdo, demandando mais

linhas de cédigo para execucao, como € o caso da linguagem C. No cédigo feito em C logo

abaixo, temos 0 mesmo exemplo de multiplicacdo entre as duas matrizes vistas no codigo 1.1.

Cédigo 1.2 — Produto de matrizes em C

#include <stdio.h>

—_

2

3 int main ()

4 |

5 int matriz_A[3][3]=({1,2,3},{4,3,2},{1,4,9}}; // Matriz A 3x3
6 int matriz_T[3][3]={{1,5,3},{1,3,2},{1,4,9}}; // Matriz T 3x3
7 int matriz_QJ[3][3];

8 int 1=0, j=0, k=0, sum=0;

9

10 // Calcula a matriz Q=AxT

11 for(i=0; i<3; i++){

12 for(j=0; j<3; j++){

13 for(k=0; k<3; k++){

14 sum += matriz_A[i][k] % matriz_T[k][]];}
15 matriz_Q[i][j]=sum;

16 sum=0;}}

17

18 // Imprime a matriz A

19 printf ("\nMatriz A\n");

20 for(i=0; i<3; i++){

21 for(j=0; j<3; j++){

22 printf("$i ", matriz_A[i][j]);}

23 printf ("\n");}
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24

25 // Imprime a matriz T

26 printf ("\nMatriz T\n");

27 for(i=0; i<3; i++){

28 for(j=0; j<3; j++){

29 printf("$i ", matriz_T[i][j]); }
30 printf ("\n"); }

31

32 // Imprime a matriz Q

33 printf ("\nMatriz Q=AxT\n");

34 for(i=0; i<3; i++){

35 for(j=0; j<3; j++){

36 printf("$1i ", matriz_Q[i][j]); }
37 printf ("\n"); }

38

39 printf ("\n");

40 return 0;

41 '}

Fonte: elaborado pelo autor

Ao observarmos os dois cddigos escritos nas duas linguagens percebemos a facilidade que
o MATLAB proporciona no momento da implementag¢do e consequentemente torna a velocidade

de execug¢do do cddigo muito maior.

Na figura 3, apresentamos a tela inicial do MATLAB:



Figura 3 — Interface inicial

A\ MATLAE R2019a - classroom use — ] s
HOME APPS PUBLISH % & B E e e ® ® ISEalch Documentation j ol
EII II:I ) Find Files = G Insert fx |> L@ . e
?j % E? |:>|I ? o L%| Run Section L"))
=| Compare ~ GoTo~ Comment S5 g )
New Open Save 7o B UY prearponts  Run  Runand [l Advance  Runand
- - - = Print = | Find = Indent ) |5 - - Advance Time
FILE NAVIGATE EDIT BREAKPOINTS RUN a
EPEHLIE ¥ CoF Users ¥ UFT » v Q2
Current Folder @ M Editor - Untitled (GRS @l \Vorkspace @
Mame | Untitled |+ | MName Value
1 ]
Command Window ®
Classroom License -- for classroom instructional use only.
fr 5>
Details ~ < >

Ready

Fonte: elaborada pelo autor

Nesta tela inicial podemos ver o quadro de titulo Editor, ¢ onde podemos usar a maior
parte dos recursos presentes no software. Aqui podemos desenvolver as rotinas programaveis
que desejarmos e salva-las em arquivo padrao do MATLAB, na extensdao ".m". O quadro com
titulo Workspace nos mostra as varidveis que estio salvas na memoria a medida em que vao

sendo criadas pelo programador.

No quadro com titulo Command Window é mostrado o resultado do cédigo executado
no Editor. Uma outra op¢ao deste € usa-lo como uma calculadora, ou seja, podemos executar
célculos rapidos onde ndo sdo necessdrias longas rotinas programadas, nao havendo necessidade

de salvar o cédigo para executar.

Um outro ponto forte da linguagem € o trabalho com gréficos. A titulo de exemplo da

utilizacdo de um grafico bidimensional, faremos a representacdo gréifica do seguinte sistema de
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equacgoes:

2x; + x = 3
X1 — 3x = -2

(1.1

Abaixo apresentamos as linhas de c6digo que s@o necessdrias para exibir o grafico através

do comando plot:

Cédigo 1.3 — Representacdo grafica do sistema 1.1

1 clear all

2 clc

3

4 x = 0:0.5:3 % Intervalo em que o grafico aparece
5 x_1 = 3-2%x % Primeira equacao

6 x_2 = (2+x)/3 % Segunda equacao

7 plot(x,x_1,x,x_2) % Comando que cria o grafico

8 legend('2X1 + X2 = 3','X1 - 3X2 = -2') % Legenda indicando os graficos
9 % de cada equacao

10 grid on % Adiciona malhas ao grafico

11 xlabel('Eixo x'") % Indica o eixo X

12 ylabel ('Eixo y"') % Indica o eixo y

Fonte: elaborado pelo autor

Na figura 4 temos o gréfico gerado apds a execucao do cédigo.

Figura 4 — Representagdo Gréfica do Sistema 1.1

2X1+X2:3
X1-3X2:-2 1

Eixo y
o

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Eixo x

Fonte: elaborada pelo autor
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2 METODOS NUMERICOS

Neste capitulo iremos descrever os métodos numéricos utilizados e resolver exemplos
para que os conhecimentos possam ser aplicados. Serdo usados como base alguns referenciais
tedricos como (CUNHA, 2000), (BURDEN; FAIRES, 2003), (CAMPOS, 2007), (RUGGIERO;
LOPES, 1996)

Os Sistemas de Equagdes Lineares os quais iremos resolver com os métodos citados,

serdo do tipo

ailxy + apxy + -+ apxn = b
anxy + apxy + -+ amXn = b
2.1
amxy + apxy + 0+ auxp = by
mais precisamente em sua forma matricial
Ax = b,
sendo A matriz de coeficientes, x o vetor solugdo e b o vetor de termos independentes
ai aip - dain X1 by
a axp - ap x2 by
. =1 |. (2.2)
anl Aap2 - dpp Xn by,

2.1 Meétodos Diretos

Como dito na introdu¢do deste trabalho, os métodos diretos aqui tratados serdo a Elimina-
cdo Gaussiana e a Fatoragdo LU. A seguir iremos descrever cada um dos métodos, apresentando

suas defini¢cOes e exemplos para que possamos aplicar a teoria.

2.1.1 Elimina¢ao Gaussiana

Iniciaremos apresentando o método de Eliminagdo Gaussiana, que leva esse nome devido
a seu criador Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Este método consiste em transformar a matriz
dos coeficientes A, numa outra que seja equivalente, na forma triangularizada. Tal processo é

desenvolvido com base no seguinte teorema:

Teorema 2.1. Dado um sistema de equacoes lineares, podemos submeté-lo a uma sequéncia de

operagoes elementares:
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i. Multiplicagcdo de uma equagdo por uma constante m # 0:
l; < ml;;
ii. Soma do multiplo de uma equacdo a outra equacdo:
li L +myly.

iii. Permutagdo das linhas do sistema:
li = I

Para descrever o processo de triangulariza¢io usaremos a notagcao de matriz expandida Alb,
de tamanho n x (n+ 1). Assim, ao efetuarmos uma operagio numa linha de A, automaticamente

estaremos alterando a linha correspondente em b.

ayly aip -+ aipp | by l
a a -ea b /

G e ? 23
apl ap2 -+ Aapn by I,

O processo sera feito em etapas, sendo que em cada uma serdo eliminados os coeficientes
a;j das incognitas que estdo abaixo da diagonal, ou seja i > j. Em cada etapa serdo definidos
multiplicadores, representados por:
a; Jj
mjj = —
Y ay
com a;; chamado de pivo de cada coluna (RUGGIERO; LOPES, 1996).
1* Etapa

Nesta etapa eliminaremos na primeira coluna os elementos que se encontram abaixo
da diagonal. Supondo que a;; # 0 vamos subtrair /1, multiplicada por m;;, de todas as n — 1
equacdes, algebricamente teremos em 2.3:

152) — l2 — milll

2).

19 1 —mal

O indice superior entre parénteses indica que a equagdo da linha correspondente receberd

um valor atualizado apds a operacdo. Assim o sistema 2.3 € atualizado para:

ajl app -+ Qg by
(2) (2) (2)
. 0 a e dy, b
Apl={ . 7 o (2.4)
0 @ o | B
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2? Etapa

Seguindo de 2.4, nesta etapa iremos eliminar da segunda coluna os elementos que estao
abaixo da diagonal. Desta vez, supondo ay; # 0, iremos subtrair /,, multiplicada por m;,, de
todas as n — 2 equagdes:

1 1P —mpl?

1 1P —mpl?

0 sistema resulta em

ayly app -+ dip b
(2) (2) (2)
0 a -ea b
[Alb] = 2 S 2.5)
0 0 - a |p¥

Os processos se repetem, seguindo a mesma ideia acima, até que todos os elementos

abaixo da diagonal sejam eliminados. Se os pivs ndo se anularem, o sistema estard na forma

triangular:
ayxy + apxy + - 4+ axn =b
(2) (2) (2)
+ ayyxo + - 4+ ay/xy =D
2242 2}’{ n .2 (2.6)
alx, =b"

Caso algum dos pivos se anularem no processo de eliminacao, € preciso que facamos a

troca das linhas de modo que os elementos nao sejam nulos na posi¢ao dos pivos.
Para resolver o sistema triangular superior, usaremos uma substitui¢do retrocedida das

varidveis em 2.6 da seguinte forma:

Xn = by /ann

(bnfl - anfl,nxn)/anfl,nfl

=
\
I

2.7
x1 = (by—apx,—---—apxz—apnx)/a

Estratégia do Pivoteamento

Voltando ao caso dos multiplicadores m;; = a;;/a;;, temos como denominador o pivo
(elemento da diagonal). Ha casos em que este pivo € zero, tornando a operacdo impossivel de

continuar.

Para os casos como este é conveniente utilizar o pivoteamento parcial que, conforme

afirma Cunha (2000, p. 37) consiste na "troca sistemaética de linhas, de modo que o pivo seja o



maior elemento, em valor absoluto, da coluna que estamos eliminando.", ou seja,
lae| = max |az.
k<i<n
Nos sistemas em que a matriz dos coeficientes €:

* diagonalmente dominante

il > Y laii

7]
ou

* simétrica e positiva definida

AT=A e xTAx>0

o processo de eliminacdo pode ser aplicado sem o pivoteamento.
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Exemplo 2.1. Resolva o sistema linear abaixo, utilizando o Método de Eliminacdo de Gauss.

Sx1i — 2% 4+ 4x3 4+ x4 = 4
2x1 3x3 + Tx4 = 9
—8x1 + x» 4+ S5x3 + 3x4 = 3
6x; + 2x0 — x3 4+ g = 2

Como o elemento da diagonal na segunda coluna do sistema € nulo, nos trard proble-

mas nas operacdes com o multiplicador m;», pois teremos denominador igual a 0. Para evitar

problemas do tipo, aplicaremos o Método de Eliminacdao de Gauss com Pivoteamento.

Usando a mesma representacdo de 2.3, teremos o sistema na forma extendida:

5 =2

[Alb] =

|
© W 9~
D W O A

6 2 -1

Aplicando o pivoteamento, faremos agora a permutacao das linhas, para evitar o pivd

nulo na linha 2, bem como organizarmos na diagonal os maiores elementos em valor absoluto.

L & I3
(1)
L |
[Alb] = ’

(e)

(8]
O 3 = W
N O B~ W

6 2 -1

Na primeira troca (/] <+ I3), a [ passa a ser a I3 e a I3 assume a posi¢do da /. O processo

é andlogo na segunda troca (I, <> lgl)).
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Tabela 1 — Eliminacdo de Gauss no sistema linear do exemplo 2.1

(k) | I | Multiplicador A b Operacgido

1 -8 1 5 3 3

1 2 -0,25 5 -2 4 1 4 12 — m2111
3 -0,625 2 0 3 7 9 13 — m31l1
4 -0,75 6 2 -1 9 2 I —ma 1y
2 0 2775 2775 11,25 4,25

2 |3 0,0909 0 025 425 7,75 975 | Bh—mxnb
4 -0,5 0 -1,375 7,125 2,875 | 5,875 | l4—mgoly

313 0 0 8,5 8,5 8
4 0,4706 0 0 4 6,7273 | 9,3636 | 14 —mg3l3
4 0 0 0 2,7273 | 5,5989

Fonte: elaborada pelo autor

O processo de eliminagao estd descrito na tabela 1.

Na primeira coluna temos as etapas (k) do processo. Na coluna / temos as linhas em que
as operacdes estao ocorrendo. A coluna do Multiplicador armazena os multiplicadores envolvidos

em cada etapa. Na ultima coluna estdo as operacdes que foram utilizadas para eliminar os termos.

E possivel observarmos na tabela 1 que a cada passo k foram efetuados novos pivotea-

mentos apds a eliminac¢do da coluna correspondente a etapa.

Concluidas as elimina¢des a matriz estendida estara triangularizada.

8 1 5 3 3
0 2,75 2,75 11,25 4,25
0 0 85 85 8
0 0 0 27273 |5,5989

Para resolver o sistema triangular usaremos a substituicado retrocedida, como mostrado

em 2.7, o resultado € apresentado no vetor linha abaixo:

t
x=|-1,0176 —5,7412 —1,1118 2,0529]

2.1.2 Fatoracao LU

Trataremos agora do método de Fatoragdo LU que, resumidamente, consiste em decompor

a matriz dos coeficientes A em dois fatores:

* matriz triangular inferior L composta pelos multiplicadores m;; da etapa de triangulariza-

¢ao do método de eliminacao;

* matriz triangular superior U, cujos elementos u;; s30 0s mesmos a;; que compde a matriz

A ao final da triangularizagdo.
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Na forma matricial L e U terdo a seguinte forma

1 0 0 l 0 e
"y 0 ij=u 1<y
L= . . . = li=1;, i=7j
' lij=mij; i>j
Mpp My -+ 1
Uiy U o Ulp
_ k., .
U 0 u.22 uzn N uij = a;; s i<j
: : : Lt,'j:o; i>j
0 0 - uy

Para encontrarmos as duas matrizes utilizaremos o préprio método de eliminagao de

Gauss. Armazenaremos os multiplicadores m;; na matriz L, triangular inferior.

Para desenvolvermos o método, utilizaremos a matriz na forma genérica A:

air app -+ A

ai axy -+ A
A=

anl Aap2 - Qpn

Do Método de Eliminacdo, os multiplicadores que atuam na anulag@o da primeira coluna
sd0 0s seguintes:

_ @
my1 = an

—_ anl
my1 = an

Armazenando o negativo desses multiplicadores numa matriz M de diagonal unitdria,
teremos

1 0 0
M(l) B —m1 1 0
_mnl 0 ... 1

Observe que ao multiplicarmos M (1) por A o resultado serd a matriz AW):

ayp apz - A

M(I)A:A(l): 0 ay -+ aAyp
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sendo A(1) a mesma matriz obtida ao final da 1* etapa da Eliminacao Gaussiana.

Os multiplicadores que atuam na anulagdo da segunda coluna abaixo da diagonal, sao:

10 0
g |01 0
0 —mp - 1

Tal processo se repete até que tenhamos M *=1) ou seja, uma matriz que contenha o

ultimo multiplicador usado na eliminacdo da pendltima coluna de A:

ann—1
Mypn—1=
ap—1.n—1
1 0 0
e |0 0 0
1
0 -+ —myu g 1

Ao efetuarmos o produto M @), Mk .A(l), teremos

all a12 aln

M LW

M@ k=1 40 — 4R — 0 a,, ay,;
0 0 - a

Pode-se perceber que a matriz AWK triangular superior € a mesma obtida ao final do

processo de eliminacao. Das matrizes de multiplicadores, segue que o produto

[ 0 0 0]
—my1 0 0
MOy ppe=1) : :
—My_11 —My_12 1 0
| Tl —My2 —Mpn—1 1 i
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d4 origem a matriz que efetua a triangularizacdo de AR

Nosso objetivo é obter A = LU, temos que MOM?  pm*=D A = A®) Fazendo
AW =y

= MM MED A=V = A= MO MO M)y,

Sendo
[ 0 0 0]
ma1 0 0
L=MO M) = S
Mp_11 My—12 1 0
| Tl M2 My n—1 1 ]
temos que A = LU, ou seja,
ap app - A 0 -0 Uy upp e Ul
a1 Ay v drp | | M2l 1 -+ 0 0 wuy - uy
am1 Qo -+ Qpn My My -+ 1 0 0 e U

O teorema 2 logo abaixo nos garante a unicidade das matrizes L ¢ U no processo de

fatoracdo da matriz dos coeficientes A.

Teorema 2.2. Sejam A = a; ;) uma matriz quadrada de ordem n, e Ay a matriz construida das

k primeiras linhas e colunas de A. Suponha que det(Ay) # 0 para k = 1, 2,..., (n - 1). Entdo,
existe uma vunica matriz triangular inferior L = (m; j), comm;;=1,1<i<neuma tinica matriz

triangular superior U = u;j tais que LU = A. Como também det(A) = uyju2y...unp.

Para a demonstrac¢do faremos inducdo sobre 7.

Para n = 1, teremos

ain = lip.u = Ly
e del‘(A) =Ui.

Seja A uma matriz de ordem k, dividimos a mesma em submatrizes:
L1 O
L— | Ht ’
m 1

U=
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De A = LU, segue que

Ly \U—y Ly—1p
mUg_1  mp~+ug

Agora, pela hipétese de indugdo, Ly e Uy s@o unicamente determinadose Ly Uy =

. P . . _ o . _ —1
Ag_1. AssimA = LU € equivalente a Ly p =x; mUy_1 =y e mp+uy = a, ouseja, p=L, " x;
m=yU,_ 11 e Uy, = ay, — mp. Entdo p, m e uy;, sao determinados univocamente nesta ordem, e L

e U sdo determinados unicamente.

Por fim, temos o determinante da matriz A:

det(A) =det(L).det(U) = l.det(Uy_1).upx

= UIUD...Uk—1 k—1Ukk

Resolvendo o sistema LUx = b

Ap0s fatorarmos a matriz dos coeficientes A, no produto de duas matrizes triangulares

LU, obtemos A = LU . Assim

Ax=>b = LUx=b.

O novo sistema € dividido e resolvido na seguinte ordem:
Ly=1> e Ux=y
Exemplo 2.2. Resolva o sistema linear abaixo, utilizando o Método de Fatoragdo LU.

2x1 + 8xp + Tx3 = 4
3x1 + 9% 4+ x3
S5x1 + 4x 4+ 6x3 = 5

Iremos aplicar o mesmo procedimento da Elimina¢do Gaussiana para transformar A em

LU. Usaremos a tabela abaixo para organizar o passo a passo.
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Tabela 2 — Fatoracdo LU do sistema linear do exemplo 2.2

(k) | 1 L A b | Operagao
1 2 8 7 4

1 2 mm = 3/2 3 9 1 2 lz — m2111
3 ms3q = 5/2 5 4 6 5 l3—m3111
1 2 8 7

2 12 0 -3 -9,5
3| ma = 16/3 10 -16 -11,5 [z —m3plp
1|1 0 0 (2 8 7
2115 1 0O |0 -3 -9,5
3125 5333 1 |0 0 39166

Fonte: elaborada pelo autor

Definidos L e U, iremos resolver o sistema Ly = b e depois Ux =y

1 0 0 Y1 4
,5 1 0 v | =
2,5 5,333 1 3 5

Aplicando a substituicao progressiva no sistema, ja que L ¢ triangular inferior, a solucdo é

16,333

Encontrado y o substituiremos no proximo sistema:

2 8 7 X 4
0 -3 -9,5 n|=| -4
0 0 39,166 | | x3 16,333

O sistema € resolvido por substituicdo retroativa, a qual obtemos o vetor solu¢cdo

0,489
x= 0,012
0,417

Estratégia do Pivoteamento

A permutacdo de linhas no método de Fatoragdo LU tem o mesmo objetivo que na
eliminagdo de Gauss, ou seja, evitar a incidéncia de pivOs nulos, tornando o calculo possivel para

a maioria dos sistemas lineares.

A troca de linhas se d4 pela operacdo feita sobre A que associada a uma matriz identidade,

da origem a matriz de permutacao P. Vejamos o seguinte exemplo:
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Exemplo 2.3. Encontre a matriz P associada a troca de linhas de A

2 45 1 00
A=11 9 3 sendo I=10 1 0
51 2 0 01

1001[245]1Y & /Y
A=0 10|19 3]/ & 1V
001 ][512
0017512
= PA=|100]||2 45
01 0][193

Assim, a matriz de permutagdo associada a troca de linhas de A é

0 01
P= 0
1

o O

1
0
Para resolver um sistema Ax = b pelo método de Fatoracdo LU com pivoteamento parcial,

procedemos da seguinte forma:

PA = LU
PAx = Pb
LUx = Pb,

logo,
Ly=Pb = y=Ux

Exemplo 2.4. Resolva o sistema linear abaixo, utilizando o Método de Fatoracdo LU.

Sxi — 2% 4+ 4x3 4+ x4 = 4
2x1 3x3 + Tx4 = 9
—8x1 + x» 4+ S5x3 + 3x4 = 3
6x; + 2xp — x3 4+ g = 2

Para resolver o sistema devemos efetuar a troca de linhas na matriz A, ja que a segunda
linha possui o elemento da diagonal igual a zero. Com isso faremos a permutacdo de linhas em A

com a matriz / associada da seguinte forma:

1 000 5 -2 1

0100 0o 3 7
IA =

0010 -8 1 5 3

0 001 6 2 -—-19



0o010][-8 1 5 3
1000 5 -2 1
PA =
01002 0 3 7
0001 6 2 -19

L
L 1

<~
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I3

(1)
3

Com as linhas permutadas seguimos ao passo da eliminacao, o qual € feito na seguinte

tabela:
Tabela 3 — Fatoracdo LU do sistema linear do exemplo 2.4
(k) | 1 L A Operagao
1 -8 1 5 3
1 2 mm = -5/8 5 -2 4 1 12 — m2111
3| msay = -2/8 2 0 3 7 Iz —m31
4| my = -6/8 6 2 -1 9 lg —myily
2 0 -1,375 7,125 2,875
2 3] ma et 0 025 425 775 |L-—mxnb
4| ma = 52 0 275 275 1125 |lLi—mupb
313 0 0 5,5455  8,2727
41 ma = e 0 0 17 17 | lb—mals
4 0 0 0 -8,3607
1 0 0 0]-8 1 5 3
-0,625 1 0 0|0 -1,375 7,125 2,875
-0,25 -0,1818 1 00 0 5,5455  8,2727
-0,75 -2 3,0656 1|0 0 0 -8,3607

Fonte: elaborada pelo autor

Com as matrizes L e U definidas, resolvemos os sistemas que cada uma compde:

1 0 0 0 y1 0010 3
—0,625 1 0 0 1 000 4
Ly=Pb = ’ 2
—-0,25 —0,1818 1 0 3 0100 9
—0,75 —2  3,0656 1 V4 0001 2
3
5,875
y:
10,8182
~17,1639
-8 1 5 3 X1 3
0 —1,375 7,125 2,875 X2 5,875
Ux=y = =
0 0  5,5455 18,2727 x3 10,8182
0 0 0 —8,3607 X4 —17,1639
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~1,0176

—5,7412

~1,1118
2,0529

2.1.3 Mal Condicionamento
Considere o seguinte sistema de equagdes:
X1 + x = 1
9.87x; + 10x, = 10
Ao ser resolvido pelo método de Eliminagdo Gaussiana, sdo obtidos os valores x; =0 e
xp = 1. J4 o sistema
X1 + X2 = 1
9,98x; + 9,82x, = 9,5’
onde fizemos pequenas alteracdes nos coeficientes, os resultados encontrados foram x| = —2 e

x> = 3, ou seja, resultados muito diferentes em relacio ao primeiro sistema, jd que a mudanga

nos coeficientes foi minima. Este € um pequeno exemplo de sistema mal condicionado.

Uma maneira de saber se um sistema € mal condicionado € determinando o nimero de

condicdo da matriz dos coeficientes, definido pelo produto da norma da matriz! e sua inversa.

Y(A) = ||lA||[|A7" 2.8)

Tomando A como uma aproximacgdo da matriz exata A, seja Ax =b e gy =b (com y

sendo solucdo aproximada), observamos que

x=A"=ATTAy=ATTA+A-A)y=A""Ay+ AT A—-A)y=y+A" (A—A)y

Fazendo A — A = 8A, teremos

x—y=A"18Ay
Da propriedade de normas de produto de matrizes, sabemos que ||Ax|| < [|A]||x]| e
1B < [[Al[{|B]]

Ao usarmos duas vezes a propriedade no ultimo termo desenvolvido acima, veremos que

-1 1y I9A]
[l =yl < AT sAl Iyl = [[AllllA™ ] T [Ivl-

A]
n
' Norma euclidiana de matrizes: [|Al|; = [ ¥ a;
\ 7721
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De 2.8 sabemos que Y(A) = [|A|| [|[A™!

dade da seguinte forma:

, nos dando a possibilidade reescrever a desigual-

— 0A
=yl (A)II ||7
1yl 1A]
nos levando a observar que esta desigualdade estabelece uma delimitacdo para o erro relativo da

solugdo.

Caso o vetor independente b contenha erro, a desigualdade poderd ter a forma (CUNHA,
2000)

lx——yll _ _ cond(4) {I|5A|| H5bll}

W = 1= cona(a) AL UTAT ™ el

com Ob representando o erro absoluto do vetor b.

Algumas observagdes (FRANCO, 2006):

* Se o ndmero de condi¢do y(A) for grande, pequenos arredondamentos em A acarretardo

grandes alteracdes no resultado x, tornando Ax = b mal condicionado.

* O niimero de condicio é considerado grande quando o resultado for maior que 10%.

Nos exemplos 2.1 e 2.2, os niimeros de condi¢do y(A) sdo, respectivamente, Y(A) =
22,3565 ¢ Y(A) = 5,5899.

Exemplo 2.5. A matriz de Hilbert (David Hilbert, 1862-1943) é um exemplo de matriz mal

condicionada, seus elementos sdo definidos por

1

Hij:H]—._l, 1<i,j<n.

Fazendo n = 15 a matriz de Hilbert tem um numero de condi¢do aproximadamente
3.9627 x 10'7. Com um nimero de condicio tio grande torna-se dificil resolver numericamente

um sistema com esta matriz, pois influencia drasticamente na precisdo da maquina.

No Matlab podemos calcular o nimero de condi¢do da matriz de Hilbert com a seguinte

rotina:

Cédigo 2.1 — Matriz de Hilbert

1 clear all % Limpa a memoria

2 clc % Limpa a tela

3

4 n = 15; % Numero de dimensoes da matriz
5
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6 for i=1:n

7 for j=1:n

8 h(i,j)y=1/(i+j-1); % Matriz de Hilbert

9 end

10 end

11

12 n_cond = cond(h) % Numero condicao da matriz h.

Fonte: elaborado pelo autor

O resultado apds a execugdo da rotina é:
Figura 5 — Nimero condicao da matriz de Hilbert com n = 15

Command Window ]
n_cond =
3.9627e+17
Jx>>

Fonte: elaborada pelo autor

2.2 Métodos Iterativos

A partir desta secdo comegamos a apresentar os outros tipos de métodos que compde
este trabalho, os iterativos. O funcionamento basico de tais métodos consiste em dado um vetor

inicial 1%, sdo geradas sequéncias de vetores aproximacdes xD x@ ),

Para a aplicagdo no Matlab usaremos notacdo matricial na forma geral dos métodos
iterativos:
X =Rx+s5, (2.9)

ou ainda,

onde R é chamada matriz de iteracdo e s o vetor de iteracdo. Nesta ultima equacdo, temos

representada a iteracao em si.

Convergéncia dos Métodos Iterativos
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Tendo em vista que os métodos iterativos nos ddo solu¢des aproximadas apds um nimero
finito de iteracOes, € preciso que tenhamos garantia de que estas convirjam, ou ndo, para a

solucao.
O teorema abaixo estabelece a condicao necessaria e suficiente para a convergéncia dos
métodos de Jacobi e Gauss-Seidel.

Teorema 2.3. Se os autovalores da matriz de iteragdo satisfazem p(R) = max |Ai| < 1 o método
<i<n

iterativo xkt1) = Rx(®) 4 g converge, independente do vetor inicial x0),

Suponha que R, ndo simétrica nem positiva definida, possui n autovetores x1,x3, ..., X, com
autovalores A1, 2, ..., A,. O vetor erro E(©) pode, portanto, ser representado como combinag¢ao

linear dos autovetores

n
EO© — Z SiX;.
i=1

Para o m-ésimo vetor de erro, por recorréncia temos que

n
EM =Y siA"x;  m=12,... (2.10)
i=1

1) Condigdo necessaria. Se lim E (m) =0, para todo vetor inicial x0), pela equacdo 2.10 o raio

—>00

m
espectral p(R) = max |A;| deve necessariamente ser inferior a 1.
1<i<n

ii) Condigao suficiente. Se p(R) < 1, a convergéncia de E () em relagdo ao vetor inicial segue
da equacdo 2.10 para todo vetor E ),

Observacao: Essa demonstracao foi baseada em Schwarz, Rutishauser e Stiefel (1973, p.47).

No Matlab os autovalores de R sdo calculados pelo comando eig (R). As duas linhas de
codigo abaixo sdo as mesmas usadas nos cédigos dos métodos iterativos que serdo vistos nas 3
subsegdes seguintes.

Cédigo 2.2 — Autovalor

1
2 at = eig(R); % Determina os autovalores da matriz de iteracao

3 raio = norm(at,inf); % Seleciona o raio espectral (maior autovalor)

Fonte: elaborado pelo autor

O teorema 2.3 estabelece condi¢ao necesséria e suficiente, porém o custo para calcular
os autovalores da matriz de iteracdo € alto, mais trabalhoso que a propria solucao do sistema
(CUNHA, 2000).
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Neste trabalho temos o apoio computacional do MATLAB para determina¢do dos autova-
lores. Para os casos em que nao hd essa possibilidade existe outros critérios que estabelecem
condic¢des apenas suficientes para convergéncia dos métodos. Os teoremas a seguir apresentam

tais condicoes.

Teorema 2.4. (Critério das linhas) O método iterativo de Jacobi gera uma sequéncia x) que

converge para a solugdo do sistema quando

1
il \j7i

Em palavras o método converge quando o quociente, da soma dos coeficientes da linha k pelo

elemento da diagonal principal, for menor que 1.

A demonstracdo pode ser encontrada em Ruggiero e Lopes (1996).

Teorema 2.5. (Critério de Sassenfeld) Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Sejam B;, dados

por:

i—1 n
Y laijlBi+ Y laijl
_ =

B Jj=itl
. —

|aii
Se B = max <<, Bj < 1, entdo o método de Gauss-Seidel gera uma sequéncia de vetores x)
convergente qualquer que seja a aproximag¢do xO). Além do mais, quanto menor for B mais

rdpida serd a convergéncia do método.
A demonstracdo pode ser encontrada em Arenales e Darezzo (2008).

2.2.1 M¢étodo de Jacobi

O método de Jacobi utiliza as equagdes do tipo

n
x| = (bl - Zaljxj> /ait,
=

Xj = <bi_iaijxj> /aii, (2.11)

J#i

n—1
Xp = (bn — Z anjxj> [ @nn
j=1

para gerar as sequéncias de vetores aproximacdes, a partir de uma solucdo inicial x(). Tal método
recebe este nome devido ao seu criador Carl Gustav Jacobi (1804-1851), que o apresentou em
1845 (CUNHA, 2000).
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Usando a notacao matricial para definir o método de Jacobi, teremos a matriz A decom-
postaem A =D — L —U, onde:
e -L: Matriz triangular estritamente inferior —a;; se i < jea;; =0sei < j;
* D : Matriz diagonal a;;;

e -U : Matriz triangular estritamente superior —a;;jse i < jea;j =0sei> j

Da equagdo Ax = b teremos (D — L — U)x = b que serd transformada em
Dx—(L+U)x=b
= Dx=b+(L+U)x
= x&D = p N (L4+U)x® + Db,
Assim o método iterativo de Jacobi estara representado na formula geral de 2.9 onde
Ri=DYL+U) e s;=D"'b

Quando se h4 garantia de que o método iterativo ird convergir (teorema 2.3), a sequéncia

de vetores solugdo x®) se aproxima da solugdo x do sistema:
lim x®) = x
k—>oo

Como critério de parada do método usaremos o erro absoluto. Assim, as iteragdes

prosseguem até que o erro absoluto seja menor ou igual que a precisdo € dada, ou seja,

x®) — kD) < e.

No exemplo abaixo iremos aplicar o que foi visto do método de jacobi, bem como

verificar se o sistema atende ao critério de convergéncia visto anteriormente.

Exemplo 2.6. Considerando o sistema linear

11.8x; + Txp + 32x3 — X4 =6.65
S5x; — 10.7x, — 2x3 + 3x4 =-8
1.2x; + 48xy + 9x3 + 2.3x4 =5

—5x1 + 2% 4+ 35x3 + 875x4 =3

resolva utilizando o método de Jacobi com solucdo inicial x0) = (0,0,0,0)" e precisdo € =

0.0002.
Utilizando a rotina programada para o método de Jacobi, o raio espectral € calculado:
p(R) =0.4432 < 1,

assim, a convergéncia € garantida.

Prosseguindo com a solu¢@o do sistema pelo método, armazenaremos os vetores obtidos

por cada iteracdo na tabela abaixo, onde cada linha corresponde a um vetor.
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Tabela 4 — Iteragdes do exemplo 2.6

Iteracoes X1 X2 X3 X4 Erro absoluto
0 0 0 0 0
1 0,5636 | 0,7477 | 0,5556 | 0,3429 1
2 -0,0016 | 1,0033 | -0,0060 | 0,2718 0,2234
3 -0,0070 | 0,8242 | -0,0488 | 0,1150 0,2352
4 0,0976 | 0,7858 | 0,0875 | 0,1700 0,0019
5 0,0881 | 0,8246 | 0,0800 | 0,1840 0,0455
6 0,0683 | 0,8255 | 0,0570 | 0,1727 0,0054
7 0,0731 | 0,8173 | 0,0621 | 0,1704 0,0090
8 0,0763 | 0,8180 | 0,0663 | 0,1730 0,0021
9 0,0750 | 0,8194 | 0,0649 | 0,1730 0,0014
10 0,0745 | 0,8191 | 0,0643 | 0,1724 0,0006
11 0,0748 | 0,8188 | 0,0647 | 0,1725 0,0002
12 0,0749 | 0,8189 | 0,0648 | 0,1726 0,0001

Sol. exata | 0,0748 | 0,8189 | 0,0647 | 0,1725

Fonte: elaborada pelo autor

Com a aproximagdo inicial x(¥) = (0,0,0,0)" e preciséo € = 0.0002 o método convergiu

na 12° iteracdo, quando atinge a precisdao desejada.

2.2.2 Meétodo de Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel pode ser visto como um melhoramento do método de Jacobi,
no que diz respeito a velocidade de convergéncia, ja que dado um vetor inicial x©) calcula-se a

primeira iteragao da seguinte forma:

xﬁ” = %(51 —anxéo) —a13x§°) oo —alnxz(zo))
xél) = i(bz —az1x§1) —d23xg0) =)
W= Loy —ain —apn - — azeny)
) = i (bn— amx\ =l — a1

Este pequeno exemplo ilustra a primeira iteracdo do método. Em palavras, o método de Gauss-

Seidel utiliza os valores atualizados da propria iteracdo para o célculo das demais varidveis.

Utilizando a mesma notac¢do matricial de 2.9, podemos representar o método da mesma
forma, fazendoA =D —L—U:
(D-L-U)x=b

= (D—-L)x=b+Ux

= x* ) = (p—L)'ux® +(D—-L)""b

Sendo Rgy = (D—L) U esgs=(D—L)"'b
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Tendo-se garantida a convergéncia do sistema, pela condicao estabelecida (teorema2.3),

a sequéncia de vetores solugcdo x®) se aproxima da solucdo x do sistema:

lim x(®)
k—yo0

=X

As iteragdes prosseguem até que o erro seja menor ou igual que a precisao € dada, ou
seja,
5 —x6) < e,

No exemplo abaixo iremos aplicar o que foi visto acima, bem como verificar se o sistema

atende ao critério de convergéncia visto anteriormente.

Exemplo 2.7. Considerando o sistema linear visto no exemplo 2.6, resolva-o utilizando o método

de Gauss Seidel com solugao inicial x\©) = (0,0,0,0)" e precisdo € = 0.0002.

O célculo do raio espectral € efetuado e obtemos:
p(R) =0.3045 < 1,

assim, de acordo com o teorema 2.3, a convergéncia € garantida.

Prosseguindo com a solu¢@o do sistema pelo método, armazenaremos os vetores obtidos

por cada iteracdo na tabela abaixo, onde cada linha corresponde a um vetor.

Tabela 5 — Iteragdes do exemplo 2.7

Iteracoes X1 X2 X3 X4 Erro absoluto

0 0 0 0 0

1 0,5636 | 1,011 | -0,0588 | 0,4573 1

2 0,0185 | 0,8955 | -0,0414 | 0,1653 0.1955

3 0,0576 | 0,8286 | 0,0637 | 0,1609 0,0656

4 0,0684 | 0,8128 | 0,0718 | 0,1674 0,0150

5 0,0761 | 0,8167 | 0,067 | 0,1728 0,0062

6 0,0755 | 0,8189 | 0,0646 | 0,173 0,0022

7 0,0749 | 0,8191 | 0,0645 | 0,1727 0,0001
Sol. exata | 0,0748 | 0,8189 | 0,0647 | 0,1725

Fonte: elaborada pelo autor



41

Na tabela acima registramos em cada linha as respectivas iteragdes obtidas através da
rotina programada no software. Na ultima linha podemos ver que chegamos a solug@o do sistema
com um grau de exatidao satisfatério, ja que a tolerancia estabelecida era de € = 0.0002 para o

€I110.

2.2.3 M¢étodo de Sobre-Relaxagdo Sucessiva (SRS)

O método Sobre-Relaxagdao Sucessiva, do ingl€s Successive Over-Relaxation (SOR),
consiste num melhoramento do método iterativo de Gauss-Seidel, de forma a acelerar a conver-

géncia.

Este método consiste em utilizarmos um parametro @ de sobre-relaxacdo nas iteragdes
que passam a ter a forma
XD — (1 - @)x® 4 ox*+),

ou seja,

i—1 n
xz(kﬂ) =(1- a))xl(k) + Q (bi — Z aiijkH) — Z a,-jxg.k)> )

i j=1 j=i+1
Para reescrever o método em notacao matricial, multiplicaremos por @ os dois lados da
equagdo (D —L—U)x = b, onde
o(D—L—U)x = wb.
Ao fazermos a soma do vetor nulo (D — D)x no primeiro termo, teremos

(D—D)x+w(D—L—-U)x= wb

= (D—owL)x=|[(1—w)D+ oU|x+ wb

= x* 1 = (D—wL)"'[(1 - ©)D+ oUlx+ (D — oL) ' wb
Assim o método SOR estard representado na forma geral

x(k_H) = Rsrsx(k) + Sgrs,

onde Ry = (D — wL) "V [(1 — @)D+ oU] e sgs = (D — wL) "' wb.

Como dito no inicio desta subsecao, este método € um melhoramento ou aceleracao da
convergéncia do método de Gauss-Seidel. Mas para que isso ocorra o parametro ® deve estar
bem definido. E af que entra a dificuldade em utilizar a SRS, ou seja, definir o melhor valor

possivel de @ para que o método convirja.

Para isso os seguintes teoremas nos ajudam, em grande parte dos casos, a determinar o

valor do parametro de sobre-relaxacao.
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Teorema 2.6. Se a;; # 0 para cada i = 1,2, ...,n, entdo p(Rgs) > |@ — 1|. O que significa que o

método SRS converge somente se 0 < @ < 2.
Sejam Ay, ..., A, os autovalores de Ry,s. Entdo

]n]x,- = detRys =det (D— L) '[(1— 0)D+ wU])
i=1
= det(D—oL) 'det (1 - @)D+ @U) = det(D')det (1 — ®)D)
(s ) [(1 = @) (@naz..am)) = (1 - )"

Portanto
P (Rsrs) = 1r2%xn|ki| > |o—1|
elo—1|<lseesése < m<2.

Quando ® = 1 teremos o préprio método de Gauss-Seidel. E importante ressaltar que a
escolha 1 < w < 2 define os métodos de sobre-relaxacio e quando 0 < @ < 1 caracterizam-se
os métodos de sub-relaxacao (CUNHA, 2000).

No exemplo abaixo iremos resolver o sistema linear atribuindo ao parametro @ valores

que estejam no intervalo determinado pelo teorema 2.6.

Exemplo 2.8. Considerando o sistema linear

(

12 + 3x + x3 + 5% + x5 4+ x = 36

10x, + x3 + 4x4 — 5Sx;5 = -34
Xy 4+ S5x% — 15x3 + 3x4 + O6x5 4+ x5 = 58
2x;1 + 6xo + x3 4+ 9y + x5 = 14
8x; + 4xo — Sx3 + x4 4+ 12x5 + x¢ = 74
S5x1 + x» 4+ 3x3 + Tx5 + 10xg = 90

\

resolva utilizando o método SRS com solugdo inicial x0) = (0,0,0,0,0,0)" e precisdo € =
0.00001.

Na tabela abaixo estdo registrados os dados referentes as iteragdes do método, de acordo

com os valores atribuidos a .

Tabela 6 — Iteragdes do exemplo 2.8

o 0,2 0.4 0,6 1 1,2 1,4 1,6 1,8
Iteragdes 71 33 19 10 17 54 >600 | >600
p(R) 0,9034 | 0,793 | 0,6634 | 0,2833 | 0,4984 | 0,8497 | 1,2124 | 1,5884

Fonte: elaborada pelo autor

Ao analisar as primeiras 4 colunas de nimeros da tabela, pode-se perceber que a medida

em que os valores do parAmetro @ aumentam, as iteragdes diminuem e o raio espectral p(R)
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também. Quando os valores do pardmetro sdo maiores que 1, as iteracdes aumentam e o raio
também. Observando as duas ultimas colunas, vemos que o método ndo converge quando ® = 1,6

e = 1,8, jaque p(R) > 1 contrariando o teorema 2.3.

Como citado anteriormente, quando @ = 1 temos o proprio método de Gauss-Seidel.
Assim, como pode ser observado na tabela 6, o sistema converge mais rapidamente por Gauss-

Seidel do que pelo método de SRS.

2.2.4 M¢étodo Gradiente

Nesta secdo trataremos do Método Gradiente, porém este ndo serd implementado no
software, ja que optamos por trabalhar com o método dos Gradientes Conjugados, tido como
mais eficiente que o primeiro. Mas para uma melhor compreensdo do leitor iniciaremos aqui

descrevendo o Método Gradiente.

Assim sendo, dado um sistema linear Ax = b iremos admitir que a matriz seja simétrica
(A" = A) e positiva definida, onde x’Ax > 0, para todo x # 0. Adotaremos ainda, a notacio
P P ¢

(x,y) = ',y que diz respeito ao produto interior de vetores n-dimensionais.

O método gradiente tem como ideia basica minimizar a funcao de

F(x) = %(Ax,x) +(b,x). (2.12)

O minimo da funcéo € atingido quando seu gradiente
VF(x) =b—Ax (2.13)
é zero, isto é,
b—Ax=r
sendo r o vetor residual.

Teorema 2.7. Determinar a solucdo do sistema linear Ax = b, onde A é simétrica positiva

definida, é equivalente a determinar o ponto de minimo de 2.12.

Seja x' = (x1,x2,...,x,)" 0 ponto em que todas derivadas parciais de F se anulam e

(x1,X2,-..,%,)" € solugdo de Ax—b =0, entdo VF =0 = r =0 = x’ é a solu¢do de b — Ax =0.

Temos que x’ é ponto estaciondrio de F se e somente se VF (x') = 0, ou seja,
n
I
Z bi - aijxj =0.
j=1

O ponto estacionario € unico, pois o sistema admite uma tnica solu¢do. Como:

92F (x') 92F (x') IPF()
8x% N 8xl~xj _alp
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temos que:
92F (X
8x,-xj )

A:Clijz

Por hipétese, A € definida positiva. Assim, x é ponto de minimo.

O vetor gradiente determina a dire¢do de crescimento mdximo da funcdo. Assim, para

alcancarmos o0 minimo usaremos a dire¢do contraria:

XD = 0 g, pF, (2.14)

sendo s 0 parametro que regula o tamanho do passo, de busca do minimo, na k-ésima iteragdo.

E p a direcdio em que devemos procurar o minimo de F em 2.12, definido por p* = —r%~1.

Ax(kﬂ)?x(kﬂ)) + (b,x(k+1))

A(x© +5:),xO 4 55p) + (5,50 454 p)

(Ax,xO) 4 25(Ax), p) + 53 (Ap, p) +2(b,xV) + 25 (b, p)]
= F(O)+ 5 (Ap,p) +5(b-Ax), p)

F(xkDy =

I
= D= DI —
—

sendo que %[(Ax(o),x(o)) + 25 (b, x)] = F(x(9). Logo,
2

F(x(k+1)) = F(X(O))+ %k(APaP) +Sk(r7p)'

A condic¢d@o necessdria para que s minimize F é

IF (x**1) (r.p)
—:SAp7p+rvp =0=s=— : )
g AnpTp) @p.p)
aZF(x(k+1))
que € ponto estaciondrio de F. Além do mais, Qg - (Ap,p) >0, ja que A é positiva
s
definida e, assim, s € minimo na direcao p.
Logo,
N ) R Gty o) B GtV ot)
T T ) T AR T (A D)

(r(k_l)’r(k_l))
(Ar(k_l),r(k_l)) '

(2.15)

= Smin =
Assim, no método dos Gradientes, temos:

X = k=) 4 spk

x(k) — x(kil) — Sminr(kil)- (2.16)
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Com isso
r® =p—Ax® = r0 = p — A*D —5,0r )

r& = p— Ax*D 4 gAY

PO k=) g g kD) (2.17)

Os métodos do tipo Gradiente sdo construidos por meio das equagdes 2.15, 2.16 e 2.17.

2.2.5 M¢étodo Gradiente Conjugado

O passo k = 1 no método dos Gradientes Conjugados € o mesmo do método dos Gradien-

tes, ou seja, dado x(o), encontramos %) = b — Ax() ¢:

onde,

Assim,
K =50 2 7 ) (0), (2.18)

As direcoes p(k) e p(k_l) serdo usadas como dire¢des conjugadas, isto €, p(k) serd tal que:

(ap™, p*=1y = (p®, Ap*=) = 0.

Ao tomarmos p(k) como combinagdo linear de rk=1 ¢ p(k_l), com r*~1) n3o nulo,

podemos tomé-lo igual a -1.

Portanto,
p(k) — k=1 + ock,lp(k_l) (2.19)

sendo o1 o coeficiente a ser determinado.
Assim sendo, para k = 2,3, ...
(p(k)7Ap(k—1)) -0
(=D o p*D Ay =0
(=% D Aple D) gy (peD, apkD) =0
Ao isolarmos of_1, obtemos:

(—r(k_l)7Ap(k_l))
(p(k_l),Ap(k_l)) 7k:2737"' (220)

O—1 =



46

Assim que identificamos a direcao p®), procuramos pelo ponto de minimo.

De x(*) = x(k=1) + spk, temos:

= x=D 4 g pF, (2.21)
sendo que
qk _ (r(k_l)’p(k)>
Ap(k),p(k)

Do residuo rK) = p —Ax(k), temos que
) =b— A" 4 gept)

r0) = p—Axt= 4 G Ap

O método dos Gradientes Conjugados € construido por meio das equagdes 2.18, 2.19,
2.20,2.21e2.22.

Para este método estaremos usando uma funcdo ja pronta do MATLAB. Assim, no
exemplo abaixo e no préximo capitulo, serd usada a funcdo cgs para resolver sistemas via

método dos Gradientes Conjugados.

Exemplo 2.9. Considere o sistema linear Ax = b, onde A é simétrica positiva definida e composta
por: diagonal principal a;; = 6, i = 1 : n; diagonais secunddrias ay| = app—1 = 3, ;i1 =
aj—1,;,=3,i=2:n—1; diagonais afastadas a; ;1 =1, i=1:n—lea;_;;=1,i=1+1:n.

O vetor b definido por: by = b, =1;, bj=—1,i=2:1; b;=0,i=1+1:n—1; b = —1,
(0)

i=n—1+1:n—1 Com a solugdo inicial sendo x;” =0, i =1 :n e precisdo € = 0.0002,

resolva o sistema pelo método do Gradiente Conjugado.

Vamos fixar / = 6 e variar o tamanho de n entre 10 e 80, ao executar a fungdo cgs do
MATLAB, o programa resolve o sistema de equagdes pelo método do Gradiente Conjugado,
com isso registramos na tabela abaixo a quantidade de iteracdes que o método usa para atingir a

solugdo.

Tabela 7 — Iteragdes do exemplo 2.9

n 10120 |30 |40 | 50 | 60 | 70 | 80
Iteracoes | 5 | 10 | 13 | 17 | 20 | 26 | 28 | 32

Fonte: elaborada pelo autor
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3 COMPARACOES ENTRE 0S METODOS

Este capitulo € destinado as comparagdes entre os métodos numéricos. Estaremos anali-
sando o tempo de convergéncia dos métodos no geral, quantidade de iteracdes serdo analisadas
nos métodos iterativos. O computador utilizado para os calculos tem as seguintes configura-
coes: Processador Intel Core 17 de 4* Geragdo, 64 Gigabytes de memoéria RAM, 1 Terabyte de

armazenamento € Windows 10 instalado.

Estaremos utilizando o comando rand, responsavel por gerar matrizes de nimeros
aleatérios, nos dando a possibilidade de trabalhar com sistemas de grandes dimensdes que seriam

trabalhosos de serem criados manualmente.

Cédigo 3.1 — Comando rand

2 n=; % Tamanho do sistema

3 A=rand(n)+nxeye(n); % Matriz aleatoria nxn com diagonal dominante
4 % O comando eye retorna uma matriz identidade
5 A=(A+A") /2; % A se torna simetrica

6 b=rand(n,1); % Vetor coluna de numeros aleatorios

Fonte: elaborado pelo autor

A utiliza¢do do comando eye, que gera uma matriz identidade, nos permitira tornar a

matriz A diagonal dominante através da soma de n*eye (n).

O estudo para determinar a solucdo dos sistemas de equagdes lineares de pequeno porte
teve seu dpice a partir do século XVIII. Com trabalhos de grandes matematicos como o do sui¢o
Gabriel Cramer (1704 - 1752), que mostrou a solugdo de sistemas de equagdes com o cdlculo
dos determinantes. Um século mais tarde o alemao Carl Friedrich Gauss publica o método de
eliminagcdo (SANTOS, 2007).

Como ja citamos no inicio, os métodos diretos aqui trabalhados sdo a Eliminagdo de
Gauss e a Fatoracdo LU. Na tabela abaixo registramos os tempos oriundos das solucdes de
sistemas de nimeros aleatérios. Na primeira coluna estdo expressos os tamanhos que n assume,
nas demais colunas estdo registrados os tempos de cada método, variando a cada linha conforme

o sistema n X n aumenta de tamanho.



Tabela 8 — Tempo gasto: Métodos diretos

n | Eliminag¢do | Elimacdo Gaussiana LU LU com
Gaussiana | com Pivoteamento Pivoteamento
1000 | 5,6150337 5,6859271 5,5979659 | 5,6481978
2000 | 63,236028 63,502294 62,859587 | 63,321445
3000 | 243,50061 244,27152 243,38440 | 243,92547
4000 | 246,62650 247,71509 245,89137 | 248,88075
5000 | 490,30256 497,20089 491,36025 | 496,69899
6000 | 870,19679 862,71813 864,74930 | 869,21927
7000 | 1408,1167 1399,3337 1411,8924 1410,6465

Fonte: elaborada pelo autor
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As matrizes geradas aleatoriamente tem diagonal dominante, sendo assim as rotinas

com pivoteamento parcial terdo tempos parecidos com as rotinas que ndo tem. Ainda que o

pivoteamento ndo seja necessario, nas colunas “Eliminacao Gaussiana com Pivoteamento” e

”LU com Pivoteamento” o tempo ainda € fracdes de segundos superior ao das rotinas sem

pivoteamento, isso se deve ao fato de possuirem um laco de repeticdo a mais, responsavel por

procurar o maior elemento e permutar as linhas.

Observando os dados podemos perceber que a Fatoragdo LU sem pivoteamento €, fraces

de segundos, mais rapida que os demais. Isso se deve ao fato de que no processo de fatoracao

o vetor b ndo € alterado como no processo de eliminacao de Gauss, sendo usado somente no

momento da solucao do sistema do primeiro Ly = b.

Na figura abaixo temos a representacdo dos graficos dos métodos apresentados na tabela.

Figura 6 — Gréfico referente aos dados da tabela 8
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Fonte: elaborada pelo autor
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Pelo fato de os tempos serem bem proximos uns aos outros, os graficos sdo também
parecidos. E possivel observarmos o crescimento dos mesmos a medida em que as dimensdes do

sistema aumentam, demandando mais tempo para a solugao.

Os métodos iterativos surgiram da necessidade de acelerar o processo para encontrar
a solugdo de sistemas sobre certas circunstancias. Com o surgimento dos computadores a
capacidade de resolver sistemas cada vez maiores ficou mais acessivel e o desenvolvimento de

métodos cada vez mais eficientes tornou-se necessario.

Para os métodos iterativos vistos no capitulo anterior, foram desenvolvidas trés rotinas,
sendo elas: Jacobi, Gauss Seidel e Sobre-Relaxacdo Sucessiva. Na tabela abaixo estdo registrados
os tempos das solucdes calculadas pelas rotinas dos trés métodos. Optamos por nao adicionar a
coluna referente aos tempos obtidos pelo método do Gradiente Conjugado, também iterativo,
pelo fato de 0 mesmo ser uma fungdo prépria do MATLAB, tendo uma eficiéncia muito superior

as rotinas aqui desenvolvidas.

Tabela 9 — Tempo gasto: Métodos iterativos

n Jacobi | Iter. Jacobi | Gauss Seidel | Iter. G.S. SRS Iter. SRS
1000 | 0,01313 10 0,05065 5 0,13289 5
2000 | 0,03955 9 0,20364 5 0,46835 5
3000 | 0,07718 9 0,52694 5 1,40092 5
4000 | 0,13452 9 0,58294 5 2,20838 5
5000 | 0,20315 9 1,04541 5 3,52888 5
6000 | 0,33033 9 1,45368 5 5,37987 5
7000 | 0,40126 8 1,95276 5 8,01303 5

Fonte: elaborada pelo autor

No método de SRS o melhor valor encontrado para o parametro @, apds alguns testes,
foi @ = 1.2. Assim, os tempos registrados na coluna sao oriundos de sistemas resolvidos nesse

parametro.

Analisando os dados na tabela € perceptivel a maior velocidade de convergéncia do
método de Jacobi em relagdo ao de Gauss Seidel e muito superior ao de SRS na questdo do
tempo, 0 que contraria a teoria, ja que os dois ultimos deveriam alcangar mais rapidamente a
solugdo. Pois a quantidade de iteracOes que Gauss Seidel e SRS levam para o calculo, € menor
que as de Jacobi. Nesse sentido, o método de Jacobi € mais réapido do que os outros dois métodos
pois utilizamos o comando de vetorizacdo do MATLAB (que elimina a necessidade de usar o
comando for), enquanto que nas outras duas rotinas foi necessario usar o comando for o que

acarretou em um tempo computacional maior.

Para verificar o quao préximos da solucao estdo os valores encontrados pelos métodos

faremos o calculo do erro absoluto, definido por

E=|x—¥|
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sendo X o valor exato definido porX = A\ b, e x%) o valor aproximado alcancado pelos métodos

iterativos.

Assim sendo, os métodos apresentam: Jacobi =5 x 102, Gauss Seidel =3 x 10~ % e SRS
=2x1077.

Na figura abaixo estdo representados os graficos referentes aos tempos de cada método.

Figura 7 — Gréfico referente aos dados da tabela 9
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Fonte: elaborada pelo autor

O software MATLAB apresenta algumas func¢des proprias para o cédlculo da solugdo
dos sistemas de equacdes lineares, dentre elas temos a propria divisao de b por A, definida por
x=A\ b. A fun¢@o linsolve que utiliza a fatora¢do LU como método de solugdo. A fungdo 1u,
que fatora a matriz A em LU nos dando a possibilidade de resolvermos os sistemas por y=L\ b e

x=U\ y. Por fim, a fun¢do que resolve os sistemas pelo método do Gradiente Conjugado, a cgs.

Na tabela abaixo estdo representadas fungdes proprias do MATLAB.



Tabela 10 — Tempo gasto: Fungdes MATLAB

n x=A\b | linsolve lu cgs
1000 | 0,02206 | 0,02472 | 0,01945 | 0,04073
2000 | 0,09333 | 0,100531 | 0,09859 | 0,01568
3000 | 0,21424 | 0,27333 | 0,36279 | 0,03099
4000 | 0,48607 | 0,74676 | 0,66314 | 0,03874
5000 | 0,79617 | 1,25753 | 1,27226 | 0,06134
6000 | 1,24581 | 1,91956 | 1,94860 | 0,07028
7000 | 1,92758 | 3,34161 | 3,28680 | 0,08881

Fonte: elaborada pelo autor

Analisando os valores apresentados nas tabelas 9 e 10 podemos observar que as funcdes
proprias do MATLAB sdo muito mais eficientes do que a implementacdo feita para a eliminacao

Gaussiana e a Fatoracdo LU.

Na figura abaixo estdo representados os graficos correspondentes a cada uma das funcdes.

Figura 8 — Gréfico referente aos dados da tabela 10

3.5

—4— x=A\b ,.,.!{
= P —linsolve a
3r el |y &
—-A-—cgs

Tempo (segundos)

05

2000 3000 4000

Tamanho do sistema

7000

Fonte: elaborada pelo autor

Ao analisarmos o gréfico € perceptivel o quao eficiente é o método do Gradiente Con-
jugado em relac@o aos outros, lembrando que x=A\ b, linsolve e lu sdo métodos diretos, e 0

método cgs € iterativo.

Na proxima tabela, estdo registrados os dados das mesmas fungdes do MATLAB, mas

com dimensdes maiores que as registradas anteriormente.



Tabela 11 — Tempo gasto: Funcdes MATLAB para sistemas maiores

n x=A\b linsolve lu cgs Jacobi | Gauss Seidel
10.000 | 4,9639226 | 8,5932481 | 8,3257953 | 0,2657513 | 0,81616 4,03363
20.000 | 33,056928 | 62,754067 | 64,654026 | 0,6596990 | 3,33159 13,56972
30.000 | 106,38788 | 210,85990 | 206,60921 | 1,409891 7,94299 28,71620
40.000 | 252,34501 | 492,28709 | 483,06424 | 2,6246781 | 110,06667 | 117,42262

Fonte: elaborada pelo autor

Para os sistemas com as dimensdes expressas na tabela 11, os métodos de Jacobi e Gauss

Seidel levam menos tempo para solucao que os métodos diretos.

O método Gradiente Conjugado continua superior aos demais métodos comparados nas

mesmas dimensoes dos sistemas.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Os sistemas de equagdes lineares aparecem em muitos problemas das mais diversas dreas
do conhecimento, o que nos d4d uma dimensao do quao importante é encontrarmos solugdes
eficientes para estes sistemas. As pesquisas bibliograficas aqui analisadas possibilitou-nos uma

melhor compreensao de alguns métodos de solu¢do mais conhecidos.

A aquisi¢do do software matemético MATLAB pela UFT campus Arraias, amplia os
horizontes para estudos deste tipo, além de auxiliar nas disciplinas em sala de aula possibilitando

aos professores trabalhar determinados contetidos com a linguagem de programacao.

O trabalho com o software matematico MATLAB nos auxiliou bastante na implementacao
dos métodos numéricos, ainda que nao tenhamos conseguido uma efici€ncia tao satisfatoria

quanto, como € perceptivel ao analisarmos os dados obtidos.

Com um nivel de programacgdo considerado basico, tentamos a0 maximo implementar os
métodos numéricos para que uma melhor eficiéncia fosse alcancada. Com os conhecimentos aqui
adquiridos/inseridos temos bagagem para possiveis versdes futuras de trabalhos como este, na

tentativa de chegarmos a um tempo computacional mais préximo em relacio as fungdes proprias
do MATLAB.
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Cddigo 1 — Eliminacdo Gaussiana
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% Autor: Paulo Cezar Rodrigues Oli

% Orientador: Dirlei Ruscheinsky

% Titulo: Eliminacao Gaussiana

% Data: 05/04/19

tic

for k =1 : n -1
for i =k +1 : n

m(i,k) = A(k,k)\A(i,k);
b(i) = b(i) - m(i,k)*b(k);
valores alterados.
A(i,:) = A(i,:) - m(i,k)*A(k,:);% Triangularizacao de A

end

veira

% Multiplicador .

% Os elementos de b tem seus

Yo======== Solucao do Sistema Triangular ========

x(n) = A(n,n)\b(n);
for k = n-1:-1:1
sum = b(k);
etapa k
for j = k+1:n

% Primeira equacao a ser resolvida

% Comando soma recebe o vetor b na

sum = sum-A(k,j)*x(j); %

respectivas variaveis

end
x(k) = A(k,k)\sum;
Construcao do vetor

end

tempo_um=toc

%

solucao

Somatorio dos

Isolamento das

coeficientes com as

variaveis .
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Cédigo 2 — Fatoragao LU

% Autor: Paulo Cezar Rodrigues Oliveira
% Orientador: Dirlei Ruscheinsky

% Titulo: Fatoracao LU

% Data: 15/04/19

function [tempo_quatro ,x]=b_Fatoracao_LU(A,b,n);
tic
U = A;
L = zeros(n,n);
L = eye(n);
for k =1 : n -1
for i =k + 1 : n
L(i,k) = U(k,k)\U(i,k); % Montagem da matriz L
U(i,:) =U(i,:) - L(i,k)=U(k,:); % Os elemento de U tem

seus valores alterados

Y%o======== Solucao dos Sistemas ========

% Substituicao progressiva LY=B
y=zeros(n,1l);
y(1)=b(l);
for i=2:n
somalLY=0;
for j=1:i-1
somalLY = somalY + L(i,j)=y(j);
end
y(i)=b(i)-somalY;
end
% Substituicao retroativa UX=Y
x = zeros(n,1);
x(n) = U(n,n)\y(n);

for i = n-1:-1:1

somaUX = 0;
for j = i+l:n

somaUX = somaUX + U(i,j)*x(j);
end

x(1) = U(i,i)\(y(i) - somaUX);

end

tempo_quatro=toc
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Cédigo 3 — Jacobi

% Autor: Paulo Cezar Rodrigues Oliveira
% Orientador: Dirlei Ruscheinsky

% Titulo: Jacobi

% Data: 23/05/19

function [tempo_oito ,xx,k]=c_Jacobi(A,b,n,tol_e)
tic

x(:,1)=zeros(n,1);

L=-tril (A,-1); % Matriz estritamente triangular inferior
D=diag (A); % Matriz diagonal
U=-triu(A,1); % Matriz estritamente triangular superior
R=(L+U) ./D; % Matriz de iteracao
s=b./D;
at=eig (R); % Autovalor de R
raio=norm( at) % Raio espectral da matriz R
erro(1)=1;
k=1;
while erro(k)>tol_e
k=k+1;

x(:,k)=Rsxx(:,k-1)+s; % Resultado da iteracao
erro(k) = norm(x(:,k) - x(:,k-1)); % Erro absoluto
end
xx=x(k-1,:);

tempo_oito=toc
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Cédigo 4 — Gauss Seidel

% Autor: Paulo Cezar Rodrigues Oliveira
% Orientador: Dirlei Ruscheinsky

% Titulo: Gauss Seidel

% Data: 10/06/19

Yo======== Metodo de Gauss Seidel ========
function [tempo_nove ,w,errol ,k]=d_Gauss_Seidel_(A,b,n,tol_e);

tic

x(:,1)=zeros(n,1);

y=X;

L=-tril (A,-1); % Matriz estritamente diagonal inferior
U=-triu(A,1); % Matriz estritamente triangular superior
D=diag (A); % Matriz diagonal

R=(L+U) ./D; % Matriz de iteracao

s=b./D;

at=eig (R); % Autovalor de R

raio=norm( at) % Raio espectral da matriz R

erro(1)=1;

k=2;

while (erro>tol_e)
for j=1:n
x(j L K)=RG ) *y (: k-D)+s(j);
y(j k-D=x(j.k);
end
y=x;
erro(k)=norm(x(:,k)-x(:,k-1));
k=k+1;
end
k=k-1;
w=x(:,k);
errol=erro (k) ;

tempo_nove=toc
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Cédigo 5 — Sobre Relaxacdo Sucessiva
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% Autor: Paulo Cezar Rodrigues Oliveira
% Orientador: Dirlei Ruscheinsky

% Titulo: Sobre Relaxacao Sucessiva

% Data: 15/06/19

FU Met()d() SRS e —p————

function [tempo_dez ,w,errol ,k]=e_SRS(A,b,n,W,tol_e);
tic
x(:,1)=zeros(n,1); % Vetor solucao inicial composto por zeros
XX=X;
L=tril (A,-1);
D=diag(diag(A));
U=triu(A,1);
R =D+ W«L)\((1.0 - W=D - WxU); % Matriz de iteracao
s = (D + WxL) \(Wxb) ;
at=eig (R); % Autovalor de R
rai=norm( at) % Raio espectral da matriz R
erro(1)=1;
k=2;
while (erro>tol_e)

for j=1:n

xx (j,K)=R(j 1) #x (:  k-1)+5(j);
x (i k-D=xx(j ,k);

end

X=XX;

erro(k) = norm(xx(:,k) - xx(:,k-1));

k=k+1;
end
k=k-1;
w=x(:,k);
errol=erro (k) ;

tempo_dez=toc
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