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RESUMO

Este trabalho apresenta uma introducdo aos Sistemas Dinamicos Discretos, drea que tem
grande destaque em modelar fenOmenos e prever acontecimentos futuros com base em
acontecimentos passados. No estudo desses sistemas, as equagdes de diferencas tém grande
destaque, sendo essas uma versao discreta das equacdes diferenciais. Desse modo, apresenta-
remos alguns conceitos que auxiliam na resolugcdo dessas equacdes, tais como, 0s conceitos
de equagdes de diferencas lineares homogéneas e ndao homogéneas, analogamente, realizamos
0 mesmo processo para sistemas lineares autdnomos e nao autdnomos, com enfoque nos
bidimensionais, ou seja, envolvendo duas equacdes. Quando estudamos fendmenos que
evoluem conforme o tempo aumenta, se faz necessario entender o comportamento do modelo
em questdo. Para isso, estudaremos alguns conceitos de estabilidade, e serdo apresentados
seus respectivos exemplos, buscando ter uma base para estudos mais avangados no futuro.
Também, serdo exibidas algumas aplica¢des de modelos populacionais, como o modelo de
reproducgdo de coelhos (Fibonacci), o cdlculo da taxa de mortalidade infantil no Brasil, uma
projecdo de usudrios de internet no Brasil nos anos de 2011 a 2018 e, finalmente, um sistema
que modela a quantidade de Bisontes na América do Norte.

Palavras-chave: Equacdes de Diferencas. Modelos Populacionais. Sistemas Dindmicos
Discretos. Estabilidade.



ABSTRACT

This work presents an introduction to Discrete Dynamic Systems, an area that has great
prominence in modeling phenomena and predicting future events based on past events. In
the study of these systems, the difference equations have great prominence, being these a
discrete version of the differential equations. Thus, we will present some concepts that help
in solving these equations, such as the concepts of homogeneous and non-homogeneous
linear difference equations, similarly, we perform the same process for autonomous and non-
autonomous linear systems, focusing on two-dimensional, that is, involving two equations.
When we study phenomena that evolve over time, it is necessary to understand the behavior
of the model in question. For this, we will study some concepts of stability and will be
presented with their respective examples, seeking to have a base for more advanced studies
in the future. Also, some applications of population models will be displayed, such as the
rabbit reproduction model (Fibonacci), the calculation of the infant mortality rate in Brazil, a
projection of internet users in Brazil from 2011 to 2018, and, finally a system that models the
amount of Bisons in North America.

Keywords: Differences equations. Population models. Discrete Dynamic Systems.
Stability.
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Capitulo 1

Introducao

Os estudos e aplicacdes de Sistemas Dinamicos Discretos estdo presentes em diferentes
areas, seja na Economia, Biologia, Matemdtica Financeira e outras. Se fazendo necessario para
compreender diferentes problemas, em alguns casos modelando situa¢des que podem chegar a
ser irregulares e imprevisiveis, se apresentando em pequenas ou grandes escalas a depender da
linearidade do sistema. Como exemplo disso, temos o caos, que pode ser observado no fato de
que uma pequena alteragdo causada em um determinado processo pode trazer resultados alar-
mantes, no sentido de que processos que estavam proximos, podem divergir exponencialmente.

Temos também outros modelos que permitem tirar conclusdes um pouco mais proximas
do real, que sdo provenientes dos sistemas dinamicos discretos, onde através de processos itera-
tivos e que dependem de uma varidvel discreta que denominamos de tempo, consigamos com-
preender o comportamento de um determinado fendmeno. As equagdes de diferencas desempe-
nham um papel fundamental para se obter a solugdo e auxiliar na compreensao desses modelos.
como exemplo desses sistemas temos os modelos populacionais que sdo utilizados para deter-
minar o processo de evolucdo ou de extingdo de uma determinada populacdo de seres vivos,
podendo ser de bactérias, flores, abelhas, populacdo humana, entre outros.

Apresentaremos condi¢des que tornam possivel essa andlise. Buscamos apresentar con-
ceitos que sao fundamentais para a compreensdo de modelos dindmicos. Falando sobre as
equacgoes de diferencas lineares e sistemas lineares. Abordaremos uma parte da teoria de
equacoes de diferencgas lineares, tanto homogénea como ndo homogénea, apresentando algu-
mas exemplificacdes, sempre que possivel, com o objetivo de que a linguagem fique acessivel e
que sirva como base para se iniciarem os estudos nesse ramo. A partir desse estudo tedrico, sdao
apresentados algumas aplica¢des das equacdes de diferencgas, analisando alguns modelos, como
por exemplo, modelo de Malthus e Verhulst, modelo de reproducdo de coelhos (Fibonacci),
uma projecao da mortalidade infantil e crescimento na quantidade de usudrios de internet no
Brasil.

Mesmo que consigamos trazer essa abordagem mais clara, se faz necessario que o lei-
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tor tenha um conhecimento prévio de Andlise Real, Algebra Linear e o basico de Equacdes
Diferenciais, contetidos esses que podem ser encontrados em [3, 7, 16].

Visando tais objetivos, estruturamos o trabalho em cinco capitulos que estio distribuidos
da seguinte forma:

No capitulo 2, apresentamos as equagdes de diferencas lineares de primeira ordem e
ordem superior, explicitando condi¢des necessdrias e suficientes para se determinar a soluc@o
geral dessas equacdes, demonstramos alguns resultados e trazemos alguns exemplos. Falamos
também sobre a estabilidade das equagdes lineares de primeira ordem, bem como o conceito de
mapa, ponto de equilibrio e apresentamos um resultado muito importante na area de sistemas
dinamicos, que é o Diagrama de Cobweb ou Diagrama Teia de Aranha, apresentamos exemplos
para esse diagrama com equagdes de primeira ordem.

No capitulo 3, falamos sobre os sistemas de equacdes lineares homogéneos, envolvendo
duas ou mais variaveis. Inicialmente falamos sobre os sistemas lineares ndo autdonomos, € em
seguida dos sistemas lineares ndo autdbnomos, apresentamos alguns critérios de estabilidade
desses sistemas, fazendo previsdes a partir dos autovalores da matriz gerada pelo sistema. Estu-
damos alguns modelos graficos para ilustrar possiveis comportamentos para um sistema, assim
como alguns exemplos, tanto para autovalores reais, como para autovalores complexos.

Finalmente no capitulo 4, trazemos algumas aplica¢des de modelos populacionais, en-
volvendo equagdes de diferencas, apresentamos o modelo de Reprodugao de coelhos de Fibo-
nacci, duas aplicagdes para o modelo logistico populacional de Malthus o primeiro para calcu-
lar a mortalidade de criangas no Brasil de 2011 a 2018 e para fazer projecdes da quantidade de
usudrios da internet nesse mesmo periodo, e nessa ultima aplicacdo apresentamos o modelo de

Verhults, também utilizado para célculos populacionais.



Capitulo 2
Equacoes de Diferencas

Neste capitulo, serdo abordados alguns resultados e algumas definicdes e resultados
que servirdo como base para resolvermos certos modelos logisticos populacionais e epide-
miologicos. Em Matematica € comum encontrarmos problemas que se modificam discreta-
mente, em pontos bem definidos e ndo de forma continua. Essas relagdes apresentam mudancgas
de varidveis discretas e, podemos determind-las por um processo denominado de recorréncia,
onde caracteristicas de um ponto anterior estardo relacionadas com o ponto seguinte, carac-
teristicas essas que influenciardo em todo o sistema. Essas equagdes sdo chamadas de Equagoes
de Diferencas.

Nesse sentido, os primeiros resultados apresentados dizem respeito as Equacdes de
Diferencas, que sao fundamentais e que dao suporte a resolucio dos Sistemas Dinamicos Dis-
cretos, a partir delas poderemos modelar e encontrar padroes existentes em diferentes fendmenos,
que estardo definidos com base em acontecimentos (resultados) anteriores e que terdao influéncias
e dirdo muito a respeito do futuro do fendmeno em questdo. Elas podem ser classificadas de
diferentes formas. Inicialmente trabalharemos com as Equagdes de Diferencas Lineares, mos-
trando suas especificidades, quando serdo de primeira e segunda ordem e apontando para or-
dens superiores, sdao apresentadas no¢des de estabilidade para essas equagdes. Esse capitulo

tem como referéncia [4, 10, 13].

2.1 Equacao de Diferencas Lineares

Iniciamos esta se¢do definindo equagdo de diferencas, como uma relacdo que descreve,
por exemplo, o comportamento de algum fendmeno num determinado periodo de tempo, onde
as caracteristicas do fendmeno no instante atual estdo em fun¢do das caracteristicas nos instantes

anteriores.

Definicdo 2.1. Seja f : R¥ — R uma fungdo. Uma equagio de diferengas é uma equagdo

definida por uma sequéncia x : ZT — R, onde cada termo x(n) estd definido em funcgéo dos

14



2.1. EQUACAO DE DIFERENCAS LINEARES 15

termos anteriores, € denotada da seguinte maneira:
x(n) = f(x(n —1),z(n—2), ... ,x(n— k)) ,nezt. 2.1

Observacao 2.2. De forma geral as equacgdes de diferencas descrevem o comportamento de
fendmenos ao longo do tempo, onde as caracteristicas de um determinado fendmeno no instante
n + 1 estdo em func¢do das caracteristicas do mesmo fendmeno no instante 7.

Denotaremos essa relacdo pela equacdo de diferencas
z(n+1) = f(z(n)). (2.2)

As equacdes de diferencas podem ser entendidas como uma versao discreta das equagoes
diferenciais, visto que, analisamos sempre ponto a ponto para encontrar as soluc¢des, que for-
marao o conjunto fundamental de soluc¢des, o qual buscaremos mostrar nas proximas subsecoes.

Neste trabalho, as equacdes de diferencas serdo resolvidas por meio de iteracdes, para
tal é necessario conhecermos um valor inicial dado que denominaremos de xy, € a seguir en-

contraremos as proximas iteragdes da seguinte forma

f (o)
flzo) = f(f(x0))
flzo) = f(f(f(20)))
J" (o).

Vejamos como funciona o processo de iteragdo que muito serd utilizado neste trabalho.

0)

= f! (
2(2) = [*x0) = f(f(20))

z(n) = f"(wo) = f(f"" (o))
a(n+1) = [ wo) = f(f"(w0)) = flan).
Vejamos agora um exemplo onde aplicamos esse processo de iteracao.

Exemplo 2.3. Seja f(x) = 2*> + 1 e g = 1, iterando encontramos
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20) = ) = 1

$1) = fi1) = 2

02) = ) = f2) = 5
:3) = P = f6) = 2
(4) = fi(1)

= £(26) = 677

Posteriormente, mostraremos como obter a solucdo geral de equagdes como a (2.2) e

suas classificagdes.

Definicao 2.4. Uma Equacdo de Diferencgas € dita linear se for linear em todas as suas varidveis
(2,_1) até (x,,_ ). Em outras palavras podemos dizer que uma equagdo de diferengas serd linear

se os coeficientes de x(n — 1), ..., z(n — k), dependem somente de n e ndo da varidvel x.
Exemplo 2.5. As seguintes equagdes sao de diferengas lineares

Tn = N3Tp_1

Tp = TTp_o+ 92,_3.
Entdo podemos dizer que a equagdo serd dita linear quando f for linear em suas varidveis.

Diremos que x(n) é uma solug¢do da equagdo de diferencgas (2.1) se ela satisfaz essa
equagdo para todo n € Z*. Caso o sistema possua condi¢des iniciais (como veremos posterior-

mente), teremos uma solugao particular da equagao.

2.1.1 Equacoes de diferencas lineares de primeira ordem

As equagdes de diferencas podem apresentar diferentes ordens, desde a ordem 1 até a
ordem k, com k € Z™, a depender do problema com o qual estaremos trabalhando, ou seja,
se existirdo diferentes varidveis que atuam sobre uma situa¢do. Inicialmente falaremos das
equagoes de diferengas de primeira ordem, que podem ser usadas para modelar o quantitativo de
juros de um banco, para se determinar o crescimento populacional de uma determinada regiao,
a quantidade de usudrios que aumenta constantemente na internet, € outros. Essas equagdes

estdo definidas da seguinte forma
z(n+1) =a(n)z(n)+b(n), (2.3)

onde a(n) e b(n) sdo fungdes reais definidas em Z* e a(n) # 0, Vn > ng > 0.

Defini¢ao 2.6. Como a(n) e b(n) podem ser expressos em func¢éo de n, teremos que: uma
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equagdo de diferencas definida por (2.3) serd homogénea se b(n) for nulo para todo n, ou seja,
z(n+1) =a(n)x(n). (2.4)

Caso contrdrio diremos que a equagao (2.3) é ndo-homogénea.

Para obter as solucoes das equacdes de diferencas lineares de primeira ordem, precisa-
mos fazer algumas iteracdes e obtermos uma solucdo geral. Para tal, demonstraremos algumas

férmulas, analisadas a partir de [4] e [5] que nos auxiliardo na resolucao dessas equagdes.

(I) Equacoes de diferencas lineares de primeira ordem homogéneas:
Consideramos inicialmente as equacdes lineares de primeira ordem homogéneas, para
obtermos sua solugdo geral.

Seja a equagao de diferencas na forma
z(n+1) = a(n)z(n). (2.5)

A partir dela podemos considerar dois casos.

1° Caso: Tomamos a(n) como um fator constante, isto &,

a(n)=a, YnezZt,

daqui,
z(n+1) = ax(n) (2.6)
comz(0) = .
Iterando, obtemos
z(1l) = ax(0) = axg

2(2) = ax(l) = da’xg
z(3) = azx(2) = da’rg

x(n) = a"xo. 2.7

Demonstraremos (2.7) por indugdo.
Como z € valido por ser a condi¢ao inicial, supomos que (2.7) vale para n = k (hipdtese
indutiva), ou seja,

z(k) = aFx.

Usando a equacio (2.6) e a hip6tese indutiva, verifiquemos que (2.7) vale paran = k+1.
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Entao,

v(k+1) = ax(k) = ad’zy = a*la.

Daqui, resulta que (2.7) vale para todo n € Z* e portanto € solugio de (2.5).
2° Caso: Generalizando para uma equacdo de diferencgas de primeira ordem homogénea

qualquer, sem considerarmos a(n) como constante, ou seja,

z(n+1) = an)x(n), z(0) = 2o ¢ n>0

realizando iteracdes, obtemos

z(n) = a(n — 1a(n — 2)...a(0)xo. (2.8)

Por indugio, demonstraremos (2.8). Como z(0) = x( nossa condi¢do inicial, supomos

que (2.8) é verdadeira para n = k (hipdtese de indugdo), ou seja,

z(k) = alk—1)alk—2) .. a(0)x.

Usando a equacdo (2.5) e a hip6tese indutiva, verificamos que (2.8) vale paran = k+ 1.

Assim,
z(k+1) = a(k)x(k)
z(k+1) = a(k)alk—1Dalk—2) ... a(0)xo.

Logo, (2.8) vale Vn € Z™, e portanto é solugdo de
z(n+1)=a(n)x(n), com z(0)==z9 en > 0.

A solucao desta equacdo também pode ser escrita como

n—1

z(n) = Ha(i)a:o, onde x(0) = xo. (2.9

1=0

Observacao 2.7. Se tivermos a condic@o inicial 2:(ng) = xo para algum ng € Z™, entdo pode-

mos escrever a solugcdo de (2.4) da seguinte forma

z(n) = ﬁa(i)xo.

1=ng
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(I) Equacoes de diferencas lineares de primeira ordem nao-homogéneas:
Se considerarmos em (2.3) b(n) ndo nulo, como vimos anteriormente, teremos uma
equagdo de diferencas linear ndo-homogénea.

A equacdo € apresentada da seguinte maneira

z(n+1) = an)z(n) + b(n).

Para analisarmos essa equacao, apresentamos dois casos:

1° Caso: Se a(n) é constante, ou seja, a(n) = a, para todo n € Z* . Entdo
z(n+1) =ax(n)+b(n), com z(0)= x.
Realizando as iteracdes, obtemos

z(1) = ax(0)+ b(0)
= axo+ b(0)

z(2) = ax(l)+b(1)
a(azxg + b(0)) + b(1)
= a’zo+ ab(0) + b(1)

z(3) = ax(2)+b(2)

a(a?zy + ab(0) + b(1)) + b(2)
= a®xo+ a®b(0) + ab(1)) + b(2))

n—1
z(n) = a"xo + Z a™ " p(5). (2.10)
i=0

Por induc@o, demonstraremos a validade de (2.10), z(0) = z é valido pela condicdo

inicial. Vamos supor que (2.10) é vdlida para n = k, ou seja,

k—1
w(k) = dzg + Y a"(i).
=0

Admitindo a relacdo de recorréncia e a hipotese de inducao, verifiquemos que (2.10)

vale paran = k + 1.
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z(k+1) = ax(k)+b(k)

= oo+ Y () + b(k)

=0
k—1

= "o+ a* (i) + b(k) + o Pb(k) — a*Fp(k)

=0

k
= "o+ a*Tb(i) — a"Fo(k) + b(k)
i?O
= a" g+ Y a* (i) — b(k) + b(k)
’L'?O
= a"lag + Z a™'b(i).
=0

2° Caso: Se ambos os fatores forem constantes, ou seja, a(n) = a e b(n) = b, para todo
nezr.

Entao

z(n+1) =ax(n)+b, x(0) = x. (2.11)
Iterando, temos
z(l) = ax(0)+0b
= axg+5b

z(2) = ax(l)+0b
a(axy +b) +b
= a’xg+ab+b

z(3) = ax(2)+0b

a(a*zo+ab+0b) +b
= alzg+a*b+ab+b

n—1
z(n) =a"xy+ Z a'b. (2.12)
i=0
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Usando a foérmula para os n primeiros termos de uma sequéncia e substituindo pelo

somatdrio, obteremos a seguinte equacao

z(n) =a"xo+b

a —1
a—l]' (2.13)

Que valera sempre que a # 1.
A seguir, demonstramos (2.13) por indugo. Pela condi¢ao inicial z(0) = z, é vilido,
agora assumimos que (2.13) vale para n = k, serd nossa hip6tese indutiva.

Entao,

(k) = da*xo+ b[cf__ll} :

Verificaremos agora que (2.13) vale também paran =k + 1.

z(k+1) = ax(k)+0b

k1
= a(akxo—i-b a_l >+b
k
-1
= ad"lzg+ab ¢ +0b
bk+1_ b
e ey
a—1

ba**t —ab + b(a — 1)
a—1

k+1

= a Ty +

ba*t! —ab+ba — b
a—1

= ak+1$o +

Assim, (2.13) vale para todo n € Z* e portanto é solucio de (2.11).

Observacao 2.8. Analisando (2.12), notamos que se tomarmos a = 1, entao

x(n) = xo + nb. (2.14)
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Se generalizarmos o resultado acima para uma equagao de diferencas de primeira ordem linear

e ndo homogénea da forma
z(n+1) =a(n)z(n) 4+ b(n), com z(0) = z¢,n >0 (2.15)

obtemos a férmula geral para a resolugcao de equagdes desse tipo.

Consideremos a seguinte iteracao

z(1) = a(0)z(0) + b(0)
= a(0)zy + b(0)

z(2) = a(l)xz(1)+b(1)
a(1)[a(0)zo + b(0)] + b(1)
= a(1)a(0)zo + a(1)b(0) + b(1)

z(3) = a(2)z(2) 4+ b(2)

a(2)[a(1)a(0)zo + a(1)b(0) + b(1) + b(2)]
= a(2)a(1)a(0)zo + a(2)a(1)b(0) + a(2)b(1) + b(2)

A partir dessas iteracdes, podemos perceber que (2.16) € a solugdo das equagdes lineares

de primeira ordem e nao homogénea.

x(n) = [1:[ a(t)

n—1
i + Z
r=0

ﬁ a(i)] b(r). (2.16)

Assim como nas equacdes anteriores, demonstraremos (2.16) por inducao.
Como z(0) = z é valido pela condig¢do inicial, supomos que a equagdo acima vale paran = k,

e serd a nossa hipotese indutiva, daqui

k—1 k—1 [ k—1
z(k) = [Ha(i) ro+ Y Ha(i)] b(r). (2.17)

Admitindo a relagdo de recorréncia dada em (2.15) e a hip6tese indutiva, verificamos

que (2.16) vale paran = k + 1. Mas antes, adotaremos a igualdade a seguir

Para maiores referéncias [5] p.21.
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Sendo assim,

x(k+1) = a(k)x(k)+ b(k)
k

-1 k—1 k—1
= a(k) [[a(i)azo+_ alk) J] a(i)|b(r) + b(k)
1=0 _r:lg(Ll i=r+1
= Ha(l)%ﬂLZ H a(i)|b(r) + b(k)
= Ha(z)xo—i—z | a(i) | b(r) — b(k) + b(k)
2§0 T‘;O _z:;;—&-l d
= Ha(z)x0+z H a(i)|b(r)
=0 r=0 Li=r+1 i

Assim, (2.17) vale para todo n € Z™", e portanto é solucéo de (2.15).
Apresentamos agora as solugdes dos tipos de equagdes que foram analisadas nessa

secdo, para que facilite a busca das solugdes.

Tabela 2.1: Solucdes das Equagdes de Diferencas Lineares de Primeira Ordem Homogéneas

| Equaciio Linear de Primeira Ordem Homogéneas || Solucdo Geral

Coeficiente a constante, a(n) = a. x(n) = a"xg

z(n) =a(n —1)a(n —2)...a(0)xg
Para qualquer a(n). ou

Fonte: Arquivo pessoal.

Veremos agora dois exemplos de equagdes de diferengas de primeira ordem, que serdo
resolvidos com base nas equacdes demonstradas anteriormente.

O exemplo abaixo foi retirado de [13] p. 41.
Exemplo 2.9. Vamos resolver equagdo 2x(n + 1) — z(n) = 2, com zy = 4.

Temos uma equacdo de diferencas de primeira ordem com coeficientes constantes e
diferentes de um e para solucionarmos devemos relembrar de (2.13).

Podemos reescrever a equacdo dada da seguinte forma,
1
rn+1) = §x(n) + 1.

Dai temos os dados necessdrios para substituirmos na solu¢ao apresentada na Tabela 2.2, para

equacao nao-homogénea e constante. Assim,
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Tabela 2.2: Solugdes Equagdes de Diferencas Lineares de Primeira Ordem nao-Homogéneas

Equacao Linear de Primeira Ordem Solucao Geral
Nao-Homogéneas
n—1
Coeficiente a constante, a(n) = a. z(n) =a"xo + Z a™ =+ Dp(4)
=0
Coeficientes a # 1 e b constante. z(n) =a"xy+0b [“::11}
Com a(n) = 1. z(n) = xo+ nb
n—1 n—1 n—1
Para a e b néo constantes. z(n) = [H a(i)|zo + Z H a(i)] b(r)
1=0 r=0 Li=r+1

Fonte: Arquivo pessoal.

_ o4 !
- a2

2 4 ontl
on '

Dessa forma, encontramos a solugdo para a equagao dada no exemplo.

Exemplo 2.10. Determinemos a solucio da equacao
z(n+1)=(n+1zn)+4"(n+1)!, comzy=1.

Observemos que temos uma equacao linear de primeira ordem nao-homogénea. Olhando
para a Tabela 2.2, utilizamos a solu¢ao das equag¢des nao-homogéneas para a € b ndo constantes.

Dessa forma
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x(n) = [ﬂ(z—l—l) :L‘o-l—z_: l:I(iﬂLl) 4"(r 4+ 1)!

= [1.23...(n—1)n].1 + ni[(r +2)...(n—1)n4d"(r+1)!

= nl+12...(n—1)nd’ 1 +23...(n—1)ndt2l + ... +nl4n!
n!+nl(4+42+43+...4"1)

Lembremos que para qualquer soma finita de poténcias, com base a € N, temos
(a—D)(1+a+...+a") = (a" —1), onde an e N.

Continuamos com a solucao e obtemos

z(n) = nl+nl4(4")
n! 4+ nl4.47"1 — 4

n! 4+ nl4"” — 4n!
nl(1+4" —4)
= nl(4" —3).

E importante ressaltar que sempre que tivermos um dado inicial xg, € possivel obtermos
a solugdo particular da equacdo, mas se nao tivermos a condi¢do inicial, a solu¢do dependera
das constantes arbitrarias para assim encontrarmos uma solucao geral, a depender de sua ordem.

Falaremos a respeito na proxima se¢ao.

Observacdo 2.11. E importante destacarmos que existe outro método para a resolucdo dessas

equacoes, através de Operadores. Para saber mais consultar [5].

2.1.2 Estabilidade das equacoes de diferencas lineares de primeira ordem

Quando pensamos em sistemas dindmicos discretos, estamos preocupados com 0 com-
portamento de um sistema ap6s um determinado tempo n. Em diferentes dreas onde se estudam
as equacoes de diferencgas para a compreensdo de modelos dindmicos, como na Fisica, Biologia,
Engenharia e entre outras areas, quase sempre o maior interesse € que os estados do sistema,
ou seja, as suas solucdes, tendam ao ponto de equilibrio, ou pelo menos se aproximem dele, e
€ a partir desse ponto de equilibrio que iremos analisar a estabilidade do modelo. Como pode
haver uma oscilag¢do no ponto de equilibrio, nem sempre a andlise analitica serd suficiente. Uma
maneira bastante usual e eficiente na anélise dessas solugdes, sdo 0os métodos computacionais
que nos permite tracar graficos/mapas das equacdes com uma grande quantidade de iteracoes,

o que facilita a andlise da estabilidade das equacdes de diferencas.
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Introduzimos agora algumas definicdes importantes para a anélise de estabilidade das
equacgoes de diferencas lineares de primeira ordem. Veremos como obter a Orbita de uma
equacao de diferencas, definiremos o conceito de ponto de equilibrio (ponto fixo de uma 6rbita,
ponto permanente ou estado de equilibrio) e faremos alguns estudos baseado em suas defini¢oes,
que tem uma grande relevancia em modelos expressos por equacdes de diferencas.

A partir da Defini¢do 2.1, onde falamos das iteragdes de uma equagdo de diferencas,

definimos uma drbita para essas equacoes.

Definicao 2.12. Chamamos 6rbita de zy ao conjunto de todas as iteradas da fun¢do f no ponto

xo. Onde a iterada da funcdo f € definida como
O(xo) = {f"(w0); Yn €Z},

sendo essas, todas as iteradas de f.

Exemplo 2.13. Consideramos a equagao
z(n)=3x(n—1)—5 (2.18)
e tomamos o = 1, entdo a 6rbita O(1) dessa equagdo serd

1, -2

Y Y

— 11, — 26, — 57, — 119, . . ..

Para cada valor inicial que atribuirmos a equagao (2.18), teremos uma Orbita diferente.

A tabela a seguir mostra trés exemplos de 6rbitas para essa equagao.

Tabela 2.3: Exemplos de Orbita da Equacao (2.18)

’ X \ Orbita \ Alguns termos ‘
2 | 02 2 1 -2 —11 =38
3 | 03 3 4 7 16 43

251 0(2,5) | 25 2,5 2,5 2,5 2,5

Fonte: Arquivo Pessoal.

Através da orbita de uma equacao podemos tirar conclusdes sobre o seu comportamento,
se € crescente, decrescente ou constante. Destacamos que, iterarmos vdrias vezes a equacao
pode ser cansativo, dai a importancia da andlise grafica, que geralmente se torna mais eficiente
e precisa.

Entao das iteragdes que ja definimos, vamos considerar os pontos (n,z,) da equagdo e a

partir deles definir o conceito de mapas (graficos) e construi-los.

Defini¢do 2.14. Denomina-se mapa ao conjunto de todos os pontos (n,x,), n € Z* em que x,,

é n-ésimo termo da 6rbita O(z) da equagdo de diferenca.
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Vamos ilustrar o conceito de mapas e Orbitas de uma equagdo linear de primeira ordem

em alguns exemplos.

Exemplo 2.15. Consideraremos algumas equacgdes e a partir de algumas iteracdes representa-
remos o seu comportamento graficamente.
Seja a equacgao
z(n) =0,5x(n — 1), z = 10.

Figura 2.1: Mapa de x(n) = 0.5x(n — 1), z9 = 10

Fonte: Arquivo Pessoal.

O mapa da equacdo esta representado em Figura (2.1). Nele cada ponto representa uma
iteragdo da equacdo, a componente vertical indica o valor de x(n) e a horizontal é representada
pelo valor de n. Iniciando no ponto z(n,z(n)) = (0,10), a partir de algumas iteracdes, podemos
perceber que a equagdo para xo = 10, é decrescente e conforme n aumenta, ela se aproxima
cada vez mais de zero.

Agora consideramos a equacao

z(n) =0,52¢(n — 1)+ 7, xy=10.

O mapa desta equagdo estd representado em Figura (2.2). Iniciando no ponto
z(n,z(n)) = (0,10), analogo ao caso anterior. Fazemos algumas iteragdes e percebemos que a
equacdo para xy = 10, é crescente e tende a 14, conforme n aumenta, ela se aproxima cada vez
mais do niimero 14 para z(n).

Efetuamos o mesmo processo para a equagao

z(n) =2z(n—1), xy=10.



2.1. EQUACAO DE DIFERENCAS LINEARES 28

Figura 2.2: Mapade z(n) = 0,5z(n — 1)+ 7, z9=10

14 [T 7 T T, ® @ ¢ o @ o 0 o 0o 0

121 e

0 5 10 15
n
Fonte: Arquivo Pessoal

Figura 2.3: Mapa de x(n) = 2z(n — 1), zo =10

300
200!
5 °
=
100 | ]
O o
0 2 4 6

Fonte: Arquivo Pessoal.

O mapa dessa equacdo representado na Figura 2.3, depois de iterarmos a partir de
xo = 10, cresce rapidamente e parece nao se aproximar de nenhum ponto em questdo. Nesse

caso dizemos que a Orbita dessa equacao para o ponto inicial zy = 10 € crescente e ilimitada.

Definicao 2.16. Um ponto z* pertencente ao dominio de f diz-se ponto de equilibrio ou ponto
fixo da equacdo de diferencas, quando a partir dele ndo ocorrem mais variagoes do estdgio n

para o estagio n + 1, isto é, quando

r(n+1)=x(n) = 2" paratodo n € Z".

Teorema 2.17. Um niimero x* é um ponto de equilibrio de
z(n+1) = f(z(n)) (2.19)

se, e somente se, v* = f(z*).
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Demonstracao: (=) Por hipétese z* € um ponto de equilibrio, entdo vale
z(n+1)=z(n)=2z"
para todo n € N, essa serd a solucao da equacao (2.19). Entdo,

" =x(n+1) = f(z(n)) = f(z7).

*

(<) Suponhamos agora que x(0) = z*, vamos provar que a sequéncia constante
(z*,z*,x*,...) é uma solugdo do sistema.

Como z(0) = z*, obtemos por hipStese

Se continuarmos iterando, obtemos

2(n) = fla(n - 1)) = f(a") = o

Logo, a solu¢do z(n) é a sequéncia constante (z*, x*,x*,...) e portanto x* ¢ um ponto
de equilibrio de (2.19). O

Podemos dizer entdo que x* € a solucdo constante da equagdo (2.2), ou seja, x* é um
ponto que quando iterado permanece, sem variacao.

Graficamente um ponto de equilibrio € a abcissa do ponto onde o grifico de f intersecta
aretay = x, e consideramos no plano z(n) no eixo das abscissas e x(n + 1) no eixo das
ordenadas.

Vejamos um exemplo simples, para obten¢do do ponto de equilibrio.

Exemplo 2.18. Seja a equacao
x(n) =2x(n —1).

Para se obter o valor do ponto de equilibrio da equagdo, basta tomarmos
fla®) = .

Da equag@o temos f(z) = 2z, entdo
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Entdo o ponto fixo da equagdo serd z* = 0.

Observacao 2.19. Pode acontecer que um ponto pertencente ao dominio de f nio seja um
ponto de equilibrio, mas que a partir de um niimero finito de iteracdes ele podera se tornar um.

Isso nos leva préxima defini¢ao.

Definicao 2.20. Se x ¢ um ponto pertencente ao dominio de f, e * € um ponto de equilibrio da
equacdo e existe um inteiro positivo k tal que f*(z) = z* e f*~!(z) # z*, entdo diz-se que z é

um ponto eventual de equilibrio.

Observacao 2.21. A definicdo de ponto de equilibrio 2.16, vale apenas para equacdes de ordem
1, pois
z(n) = f(x(n —1),x(n —2),...,2(n — k)),

¢ uma funcdo em que os valores de entrada e de saida pertencem a dimensdes diferentes, ou
seja, f : RF — R.

Um dos principais objetivos no estudo de sistemas dinamicos é compreender o com-
portamento das solu¢des de uma determinada equagdo nas proximidades dos seus pontos de
equilibrio, como nem sempre € possivel obter uma solugdo explicita para a equagdo, faremos
uma anélise dos pontos de equilibrio baseado em suas respectivas vizinhangas. Definiremos

alguns conceitos importantes para a Teoria de Estabilidade de sistemas dinamicos.

Definicao 2.22. Um ponto fixo é denominado estdvel se, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que
|zog — 2*| < ¢ implica | f™(x¢) — 2*| < € para todon > 0, com n € Z* (Figura 2.4). Um ponto

fixo é denominado instavel se nao € estavel (Figura 2.5).

Figura 2.4: Ponto de Equilibrio Estavel

a(n)
A

T*+¢€
o—@
¥+ 0 =2 <
i
xTo & N Q

)

¥ —¢

012 345678 91011 "
Fonte: Arquivo Pessoal.

Isso significa que ha uma vizinhanga de raio § em torno do ponto de equilibrio, de forma
que para uma condigdo inicial xy pertencente a essa vizinhanca, a orbita x(n) correspondente a
essa condicdo nunca se afasta de z* mais do que uma distancia ¢, ou seja, se tomarmos x, um

valor muito préximo de x*, entdo as proximas iteradas se manterdo proximas de z*.
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Figura 2.5: Ponto de Equilibrio Instavel

013 34567801011 2"
Fonte: Arquivo Pessoal.

Por outro lado, se existe x tal que independente de quao préximo esteja de x*, a orbita

correspondente sai da vizinhanca de € em um tempo finito, nesse caso o ponto sera instavel.
Definicao 2.23. Um ponto fixo z* é denominado atrator se existe L > 0 tal que se,

|zg —2"| < L implica lim x(n) = a™.
n—oo

e Se L = oo, entdo z* € chamado de atrator global.

e Quando L é qualquer valor positivo dizemos que x* tem estabilidade assintdtica global.

Definicao 2.24. Um ponto fixo é chamado repulsor se existem ¢ > 0 e N € N, tais que, para

todon > Ne0 < |zg — 2*| < € implica que |z(n) — z*| > |zo — x*| (Figura 2.6).

Figura 2.6: Ponto Fixo Repulsor

z(n)

A /
¥ +¢
deo

Y

012 34506758 01011 "
Fonte: Arquivo pessoal.

Definicao 2.25. O ponto de equilibrio x* € assintoticamente estdvel se é estavel e atrator (Figura
2.7).
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Neste caso, conforme o tempo passa a Orbita que parte de x, se aproxima cada vez mais
do ponto de equilibrio x*.

Se L = oo, entdo z* € chamado de globalmente assintoticamente estavel (Figura 2.8).

Figura 2.7: Ponto de Equilibrio Assintoticamente Estdvel

A A A
z*+n ¥ +n * +n

o Zo

. .
... L]
o
z* °© o o o z* R z* .
.o' R °
.
To °

¥ —n ¥ —n ¥ —n

012 3456738 010 >0 012 345678 010 >0 012 3456780610 >0

Fonte: Arquivo Pessoal.

Figura 2.8: Ponto de Equilibrio Globalmente Assintoticamente Estavel

A A A
Zo Zo
. .
°
.T* .‘..... :U* S I* ° ° ...
o. L4 °
. e
e °
°
- b » -
o 132 38450678910 " o [ 23450678010 " of 12345678010 ~ "
ZXo

Fonte: Arquivo Pessoal.
Vamos considerar um sistema dindmico afim ndo homogéneo e de primeira ordem,
Aln+1) =rA(n) + b, (2.20)

onde r # 1.

Para o sistema (2.20) temos pelo Teorema 2.17 que o seu ponto de equilibrio é dado por

re*+b = xf
¥ —raz* = b
z*(1—=7r) = b
. b
€T =
1—r

A seguir, apresentamos um resultado que auxilia na determinacio da estabilidade do

ponto de equilibrio de uma equacao.

Teorema 2.26. O ponto de equilibrio x* = 7 para o sistema dindmico afim

-
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An+1)=rA(n)+b, com r#1,

é assintoticamente estdvel se |r| < 1, ou seja,

lim A(k) = 27,

k—ro00
para todo valor inicial A(0). Se |r| > 1, entdo x* é instdvel e |A(k)| — oo para qualquer valor
de A(0) # z*. Quando r = —1, serd chamado de 2 — ciclo.

Nao apresentaremos as defini¢des dos sistemas periddicos e de ciclos. Tais defini¢des
podem ser encontradas em [4], assim como a demonstracdo do Teorema 2.26.

Vejamos agora um exemplo.

Exemplo 2.27. Consideramos o sistema dinamico afim
An+1) =2A(n) — 4.
O ponto de equilibrio determinado por
fz*) =22"—4

serd x* = 4.

Tomemos dois valores como iniciais para essa equacao, um que seja ligeiramente maior
ao ponto de equilibrio e outro que seja ligeiramente menor, para depois analisarmos os valores
obtidos a partir de algumas iteracdes sobre essas condi¢des iniciais.

Tomamos inicialmente o = 4,1 aumentamos 0,1 ao valor do ponto de equilibrio. As-

sim, obteremos

A(0) = 4,1
A(1) =2A4(0) —4 =42
A(2) =2A(1) —4 =42
A(3)=24(2) —4=44

Agora assumimos xy = 3,9 diminuimos 0,1 do ponto de equilibrio. Iteramos a partir

dessa condic¢ao inicial e obtemos

A(0) =39
A(1) = 2A(0) —4 =338
A(2) =2A(1) —4 =36
A(3) =2A(2) —4 =32
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A partir dessas poucas iteracdoes podemos observar que para as duas condi¢des iniciais
que assumimos, a cada iterada o sistema se afasta cada vez mais do ponto de equilibrio. Assim,
o ponto de equilibrio z* parece ser instavel, e podemos comprovar pelo Teorema 2.26, ja que
Irl=2> 1.

2.1.3 Diagrama Cobweb ou diagrama Teia de Aranha

Em geral, ndo € facil determinar a partir da definicdo a estabilidade de um ponto de
equilibrio, em alguns casos chega a ser impossivel, pois ndo € possivel encontrar uma solu¢@o
explicita da equagao.

Estudaremos agora um método que nos auxilia na compreensao do comportamento das
solucdes na vizinhanga de seus pontos de equilibrio. O diagrama Teia de Aranha ou diagrama
de Cobweb € uma técnica de analise grafica que auxilia na compreensao do comportamento das
solugcdes na vizinhanga dos pontos de equilibrio da equacao.

Esse método consiste no seguinte. Consideramos

z(n+1) = f(x(n)),

entdo podemos desenhar o grifico de f em (x(n),x(n + 1)). O diagrama serd obtido através de
iteracdes dos pontos. Inicialmente tragcamos no plano o grafico de f que depende da equagdo
dada, em seguida a bissetriz y = x. Feito isso, desenhamos uma reta vertical a partir do ponto
o, que estara marcado no eixo das abscissas. Analiticamente, obtemos x(n) a partir de x(n—1),

onde
2(1) = f(zo), 2(2) = f(2(1)), 2(3) = f(2(2))...

No grafico esses valores podem ser obtidos tracando uma linha horizontal do ponto
(xo, f(z0)), até a fungdo y = z, e depois novamente uma linha vertical até a fun¢do f. Apli-
cando esse processo sucessivamente pode-se determinar a 6rbita o, f(x0), (o), f3(x0), . . .,
a depender da condig¢do inicial.

Esse processo ficard mais claro no exemplo apresentado a seguir.

Exemplo 2.28. Seja a equacido de diferengas
z(n+1)=—-bx(n)+b, xy=0,T7.

A equacdo satisfaz diferentes valores para b, assumiremos dois para analisar. Da equacao,
temos que
f(z) = —bx + 0.
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i) Consideramos inicialmente b = % = 0,8. Pelo Teorema 2.19, o ponto de equilibrio é

dado por
fla*) = —2a"+ '
)= —=x —=zx
5 5 ’
e
, 4
= —.
9

A Figura 2.9 representa a teia do Exemplo 2.28, para b = %, nela podemos observar que
a cada nova iteragdo, ela se aproxima cada vez mais do ponto de equilibrio z*. Assim, temos
graficamente que x* parece ser assintoticamente estavel.

Essa afirmacdo, pode ser comprovada pelo Teorema 2.26, visto que

Logo, z* =

O~

¢ assintoticamente estdvel e além disso se aproxima de z* para qualquer valor
inicial.

Figura 2.9: Diagrama Teia de Aranha Estavel

Fonte: Arquivo pessoal

i7) Consideramos agora b = %

Andlogo ao caso anterior, encontramos o ponto de equilibrio, entdo

Assim,

A Figura 2.10 representa a teia para b = % nela podemos observar que a cada nova

iterac@o a teia se afasta cada vez mais do ponto de equilibrio, z*, aparentando ser instivel.
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Comprovamos a afirmagdo pelo Teorema 2.26 em que

Logo, * = £ € instavel.

orlw

Figura 2.10: Diagrama Teia de Aranha Instavel
z(n+1)
A
\ t
1.5
t

L N ,

- > > = =

Fonte: Arquivo pessoal

Observacao 2.29. Se x for um ponto inicial suficientemente préximo de um ponto de equilibrio
x*, a orbita de xy d4 uma indicacdo clara da estabilidade de x*, visto que mostra como evolui

2o quando hd um pequeno desvio de x*.

Destacamos que no diagrama usamos uma aproximac¢do da fun¢do discreta a partir de
uma funcdo continua e € possivel fazer essa andlise para equacgdes de diferencas ndo lineares,

nao apresentamos essas equagoes neste trabalho, mas esses conceitos sdao apresentados em [13].

2.2 Equacao de Diferencas Linear de Ordem Superior

Na secdo anterior apresentamos métodos para se resolver equagdes de diferencas de
ordem um ou primeira ordem, agora veremos como encontrar a solu¢ao para equacoes de ordem

superiores, observe as seguintes equacoes

z(n+2) = ai(n)z(n)+ az(n)x(n+1)
z(n+3) = ai(n)x(n)+ ax(n)z(n+ 1)+ asz(n+2)

Acima temos equacdes de diferencas lineares de segunda e terceira ordem respectiva-

mente, observe que quanto maior a ordem, mais vocé dependerd de termos anteriores para
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solucionar a equagao e mais coeficientes serdo necessarios determinar.
Generalizando as equagdes apresentadas, podemos definir as equacgdes de diferencas lineares de

ordem k.

Definicao 2.30. Uma Equacao de Diferencas Linear de Ordem £ serd da forma
z(n+k)+ar(n)zn+k—1)4+...+a;(n)x(n) = g(n), (2.21)

onde a; e z(n) sdo fungdes reais para todo n > ng e ai(n) # 0 para todo n > ny.

Observacao 2.31. Usaremos como notagdo para o dado inicial ny que serd equivalente ao x

usado na sec¢do anterior.

Anadlogo ao processo de primeira ordem se g(n) for zero, a equagdo é dita homogénea,
caso contrdrio, g(n) # 0 entdo a equacao serd nao-homogénea, O mesmo vale para a Lineari-
dade.

Apresentaremos um método de resolucdo para esse tipo de equagdo e para isso precisa-

remos estudar a Teoria Geral das Equacdes de Diferencas.

2.2.1 Teoria geral das equacoes de diferencas

A Teoria Geral das Equacdes de Diferencas abrangem diferentes defini¢es e teoremas
que a definem, que apresentaremos a seguir. Um importante ponto a se destacar diz respeito
as solucdes da equagdo que serd proposta. Nem sempre conseguiremos obter uma solucdo

particular da equacao, isso ird depender dos dados fornecidos inicialmente.

Definicao 2.32. A solu¢do particular de uma equacgdo de diferengas de ordem £, € a solugao
que obedece as condi¢des impostas no problema. Se essas condi¢des referem-se aos k valores

iniciais de uma equagdo, chamamos essas condi¢cdes de condigdes inicias.

Observacao 2.33. Dada uma equagio de ordem k, se conhecemos z(z) para 1 < z < k, entdo

podemos encontrar todos os valores de x(n) para n > k. Como vemos no exemplo a seguir.

Exemplo 2.34. A equacdo de diferencas

) 2
z(n+3) = n z(n+2) +3z(n+ 1) — dnx(n) +n? + 1,
n

onde z(1) =2, 2(2) = —1lex(3) = 0.

Perceba que temos uma equacdo de diferengas linear de ordem 3 e ndo homogénea,

temos entdo a; = —4n,as = 3,a3 = 22 e g(n) =n? + 1.
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Como dito na defini¢do 2.32 e na observagdo 2.33, podemos encontrar a solug¢do par-

ticular dessa equacdo para todo n > 3 que é a ordem da equacdo em questdo. Se quisermos

encontrar z(5) dessa equacao, basta substituirmos n por 2.

) 2
r(n+3) = n x(n+2) +3x(n+1) —4nx(n) +n* + 1
n

r(2+3) = 6x(4) + 3x(3) — 8x(2) + 5.

Substituindo pelos z(n), que conhecemos, temos

Precisamos encontrar x(4), entdo tomamos n = 1,

r(14+3) = 72(3) +3z(2) —42(2) + 2

Entao
z(5) = 6.(—=9)+13

x(b) = —41.

Observemos que podemos especificar os valores iniciais para a nossa equagao geral, da

seguinte forma

x(n+k) = ai(n)z(n)+...+ar_1(n)x(n+k—1)+ g(n) (2.22)
x(ng) = ag,z(ng+1)=aq,...,x(ng+k—1)=as_1, (2.23)
onde ag, ay,as, ..., ar_1 sa0 nimeros reais. Somos levados para o problema de valor inicial.

Teorema 2.35. O problema de valor inicial em (2.22) e (2.23) tem uma tinica solu¢do x(n).

Demonstracao: De (2.22) temos que
z(n+k) = f(nz(n),z(n+1),...,z(n+k—1)).
Paran = ng,ng+ 1,n9 + 2. .., iterando temos que

w(k+no) = f(no,z(ng),z(ng+1),...,2(no +k — 1))
(no+1)) = f(no+1,z(ng+1),z(ng+2),...,2(no + k))

(

T
T

K+
(k+(no+2) = f(no+2,2(no+2),z(ng+3),...,x(ng + k+1))
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Os valores dados em (2.23) nos fornecem os valores necessarios para encontrarmos z(k + nyp),
que por sua vez nos fornece o valor para z(k+(n9+1)) e assim sucessivamente de forma tnica,
cada valor nos fornece outro. Assim se tomarmos x(n) e y(n) como sendo duas solu¢des para
(2.22) e (2.23) e se os primeiros k valores s30 0s mesmos, ou seja, To = Yo, T1 = Y1, - - - Th—1 =

Yg—1, €NLAO Ty, = Yp. 0

Observacao 2.36. Importante ressaltar que no caso de termos as condi¢des impostas no pro-
blema de forma ndo consecutivas, o processo de determinacdo serd o mesmo, mas serd ne-

cessario um nimero maior de iteragdes, ja que serd preciso determinar os valores intermediarios.

Como foi dito anteriormente nesta se¢do vamos falar sobre a Teoria Geral das Equacoes

de Diferencas Lineares e Homogéneas, ou seja, trabalharemos com equagdes do tipo

z(n+k)+ar(n)zin+k—1)+ ...+ a;(n)x(n) =0. (2.24)

Para solucionarmos equagdes desse tipo precisaremos de algumas defini¢des, que apresentamos

a seguir.

Inicialmente, consideremos as fung¢des reais
fir{fneN:n>n} >R, i=12,... k.

Vamos analisar quando as fungdes f; sdo linearmente dependentes e quando linearmente inde-

pendentes.

Definicao 2.37. As fungdes f;(n),i = 1,2, ...,k sdo linearmente dependentes para todo n > ny

se existem constantes a; que sejam ndo nulas, ou seja, nem todas serdao nulas, de tal forma que

k

> aifiln) =0, n>mno. (2.25)

i=1
Podemos observar entdo que para ser dependente necessitamos de um a; # 0. Se divi-

dirmos (2.25) por a;, teremos

fitn) = SEAM)+ )+ 2 fun)

= Z%fi(n)-
itj

Daqui temos que cada f; com coeficiente diferente de zero € uma combinagdo linear

/ . ~ ~ . z
dos outros f;s. Assim, duas fungdes fi(n) e fo(n) serdo linearmente dependentes, se uma é
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multipla da outra, ou seja, f1(n) = afs(n), para alguma constante « € R. Caso isso ndo

aconteca, teremos um independéncia linear.
Definicao 2.38. As fungdes f;(n),i = 1,2,... k sdo linearmente independentes se
k
Z azfl(n) = 07
i=1
para todo n > ny. Implica que a; = 0, paras = 1,2,3,... k.

Exemplo retirado de [5], p.90.

Exemplo 2.39. Mostraremos que as fungdes 5™, n5"™ € n*5" sio linearmente independentes para
n > 1.

Como queremos mostrar que sao linearmente independentes, supomos que para as cons-

tantes aq,as, ag, existe algum a; que seja nao nulo.

ai15"™ + aonb" + azn?5" = 0, Vn >1,

dividindo tudo por 5", temos
a, +ayn+asn® = 0, Vn>1.

Esta equagdo pode ter um numero infinito de raizes somente se a; = as = ag = 0, o que
nos mostra a independéncia linear dessas fungdes.

O exemplo abaixo foi retirado de [4], p.90.
Exemplo 2.40. Mostraremos que as fungdes 5", 3.5" 2, ¢" sdo linearmente dependentes.

Supomos que para as constantes cy,cs, c3, Obtemos

1h" 4 93.5" 2 f e = 0
15" 4 93.5".5% + c5e” = 0
c1d" +co75.5" +cze™ = 0
(c1 + T5ey)5™ + cze™ = 0.
Daqui se tomarmos c; = —75¢, € c3 = 0, entdo, podemos escolher ¢, diferente de zero

para que acontecga
0.5"4+0.e" = 0.

Isso nos mostra a dependéncia linear das fungdes.

Definicao 2.41. O conjunto de k solugdes linearmente independentes de (2.24) é chamado de

conjunto fundamental de solugdes.
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Nem sempre € fécil identificarmos o conjunto solucdo linearmente independente. Em
muitos casos a solucdo nio € imediata como a que mostramos nos exemplos. Por isso apresen-
tamos o que chamamos de Casoratian C(n), também conhecido como Casorati, que é um caso
semelhante ao Wronskiano, visto em Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO), mas sendo em

sua versao discreta.

Definicao 2.42. Sejam y;(n), y2(n), ..., yr(n) solugdes de (2.24). A matriz de Casorati M.(n),

de dimensdo k£ x k, da sequéncia de solucdes, € dada por

yi(n) y2(n) o yk(n)
Mo(n) = yl(n.—i— 1) von+1) ... y(n+1) (2.26)
yl(n+'k—1) yon+k—1) ... ye(n+k—1)
O valor do determinante da matriz de Casorati, representado por
yi(n) y2(n) e yr(n)
O(n) = det U1 (n.-f— 1) yoln+1) ... y(n+1) | @.27)
yl(n—l—‘k—l) yo(n+k—1) ... ye(n+k—1)

denominamos de Casoratian.

Vejamos um exemplo em que temos um conjunto de solu¢des dado. Verificaremos a
partir do Casoratian se formam um conjunto de solucdes linearmente independentes. O exemplo

foi retirado de [4].

Exemplo 2.43. Verificaremos se a equagao

z(n+3)—3z(n+2)+3x(n+1)—x(n) =0. (2.28)

Tem como conjunto solugdo a sequéncia {1, n,n?}.
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Verificamos se os termos da sequéncia dada sdo solucdes da equacao.

(i)= 1-3+3+1
=0

(ii)= (n+3)—3n+2)+3(n+1)—n
=n+3-3n—-6+3n+3—n
=0

(iii) = (n+3)>—=3(n+2)>+3(n+1)? — n?
=6n+9—3n%—12n — 12+ 3n% +6n+ 3
= 0.

Como os valores satisfazem a equacao, encontramos o seu Casoratian. De (2.26) temos

1 n n?

Cn)=det| 1 n+1 (n+1)% |,
1 n+2 (n+2)?

considerando a primeira linha da matriz de Casorati, encontramos

n+1 (n+1)>
n+2 (n+2)>

(n+1)?
(n+2)?

2

C(n) = —n +n

1
1

I (n+1)
1

(n+2)

= m+1)2n+22%-m+2)n+1)2=n[n+2)2?—n+1)}+n*(n+2) - (n+1)]
= 2#£0.

Como o Casoratian é diferente de zero, podemos afirmar que o conjunto {1,n,n?} é
linearmente independente, entdo temos que a sequéncia dada no enunciado do exemplo € um
conjunto fundamental de solu¢des da equacgdo (2.28).

Agora, vejamos que nem sempre uma sequéncia de solucdes que satisfaz nossa equacao,
serd um conjunto de solucdes linearmente independentes, por isso, a verificacdo por meio do

Casoratian € importante. Analisemos um exemplo em que isso acontece.

Exemplo 2.44. Verifiquemos se a sequéncia {3, (—2)", (—2)*3} forma um conjunto funda-

mental de solucdes da equagao

r(n+3)+z(n+2) —8x(n+1)—12z(n) = 0. (2.29)
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Verificamos se os valores satisfazem a equacao.

(i) =  3mH3 4 3n+2 —§(3m*) — 12(3")
=27.3" +9.3" — 24.3" — 12.3"
=3".(27+9—24 - 12)
= 0;
(i) = (=2)"3 4+ (=2)"F2 — g(=2)"+ — 12(-2)"
(=8)(=2)" + 4(—=2)" 4+ 16 — 12(—2)"
(=2)"(—8 +4+ 16 — 12)
0;
_2)n+6 + (_2)n+5 _ 8(_2)n+4 _ 12(_2>n+3
64(—2)" + (—32)(—2)" — 128(—2)" + 96(—2)"
(—2)"(64 — 32 — 128 + 96)
0.

(iii) =

~—~

Agora, sabendo que os valores satisfazem a equacao, verificamos através do Casoratian,

se de fato formam um conjunto fundamental de solugdes. De (2.26) temos

¥ (Y
C(n) =det | 37+l (—2)nt1 (—2)H
g =2y (=)

Tomando a primeira linha da matriz de Casorati, encontramos

(=21 (-~
(=22 (-2

3n+1 (_2)n+4
3n+2 (_2)n+5

3n+1 (_2)n+1

C(n)=3"
3n+2 (_2)n+2

+(=2)""

- (=2

Efetuando todas as operagdes, chegamos em
C(n) = 240(—2)?"3" — 240(—2)?"3" = 0.

Percebemos que o Casoratian € igual a zero, entdo esse conjunto solucio sera linear-
mente dependente e os valores da sequéncia ndo serdo um conjunto fundamental de solucdes da
equacgao dada.

Para se determinar o Casoratian de uma sequéncia de solu¢des de uma equacgdo linear,

utilizaremos outra férmula, que denominaremos como férmula de Abel.

Teorema 2.45. Seja y1(n),y2(n), ..., yx(n) solucoes de (2.24) e C(n) a matriz que fornece o

seu Casoratian. Entdo, paran > ny,

C(n) = (=1)Mr=ro) ( ﬂ ay @) C(ng). (2.30)

i=ng
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Demonstracao:

Sejayi(n),y2(n), ..., yr(n) solugdes independentes da equagdo de diferengas de ordem
superior definida em (2.24). Pela definicao da matriz de Casorati, temos

yi(n+1) ya(n+1) Yr(n + 1)
C(n 1 1) = det yi(n+2) ypn+2) ... y(n+2) . 2.31)
yiin+k) yln+k) ... y(n—+k)

Da equacdo linear de ordem superior (2.24), temos que para 1 < ¢ < k,

yi(n+k)=—ar(n)yi(n) —... —ar_1(n)ys(n + k —2) —ap(n)y;(n + k—1).  (2.32)

Substituindo essa relagdo de (2.32) na ultima linha da matriz de (2.31), encontramos que

yin+k) = —a(n)yi(n) —... —ar—1(n)y1(n+ k —2) —ar(n)yr(n +k — 1)
p(nt+k) = —a(m)y(n) - —aa()ya(n+k —=2) —ap(n)ya(n +k = 1)
yn+k) = —ar(n)yx(n) — ... —ap_1(n)yr(n + k — 2) — ap(n)yr(n + k — 1).

Notemos que substituindo (2.32) na dltima linha de (2.31) obtemos matrizes com linhas
linearmente dependentes, resultando apenas o determinante em (2.33).

Substituindo essa relagdao em (2.31), tem-se

yi(n+1) yo(n+1) ... y(n+1)
C(n 1 1) = det yl(n:+ 2) y2(n:+ 2) . ; yk(n:+ 2) (2.33)
—ai(n)yi(n) —ai(n)ya(n) ... —ai(n)yx(n)

Aplicando as propriedades de determinantes,
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y(n) y2(n) o ye(n)
g () (1) det y(n+1) yo(n+1) ... y(n+1)
nn+k=1) wh+k-1) ... yp+k-1)
Assim,
C(n+1)=(=1)*a;(n)C(n). (2.34)

Usando da solucdo das equagdes de primeira ordem homogénea, definida em (2.9), a

solucdo de (2.34) serd dada por

Cln) = [ﬂ(—l)kam Clno)
= 1)’6(”_”0)(‘1:[ al@) C(no)

|

Se a equacdo de ordem superior definida em (2.24) possui os coeficientes constantes,

entdo a solucdo serd obtida a partir de
C(n) = (1) ""a{" " C(ny). (2.35)

Como para encontrarmos um conjunto fundamental de solugdes da equacgdo, precisa-
remos ter certeza da independéncia linear das solucdes, veremos agora um coroldrio que nos

auxiliard nessa verificagdo.

Corolario 2.46. Suponha que a1(n) # 0 para todo n > ng. Entdo o determinante da matriz de

Casorati C(n) # 0 para todo n. > ny se, e somente se, C'(ng) # 0.

Demonstracao: (=) Inicialmente, provamos que C'(ng) # 0 . Pela hipdtese temos que

ai(n) # 0, para todo n > ny, podemos entdo escrever a equagio

da seguinte forma
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Como pela hipdtese temos que C'(n) # 0, temos que C'(ng) # 0.

(<) Reciprocamente, provamos que C'(n) # 0.

n—1
Pela hipétese temos que a;(n) # 0, daf temos entdo que H a1 (1) também sera diferente
i=ng
de zero e como C'(ng) # 0. Entdo podemos concluir a partir dai que C'(n) # 0. O

Temos entdo que para verificarmos se o Casoratian C'(n) # 0 para todo n € Z*, basta
testarmos se C'(0) # 0 no caso em que ny = 0. Notemos que podemos escolher o ny mais
adequado para calcular C(ny).

Agora, apresentamos um teorema que mostra qual a relacao entre a independéncia linear

das solucdes e o Casoratian determinado por elas.

Teorema 2.47. O conjunto de solugcdes y1(n),y2(n), ..., yr(n) da equagdo de diferencas linear
homogénea de ordem superior, definida em (2.24), é um conjunto fundamental de solugoes se,

e somente se, para algum ng € 7+, o Casoratian C(ng) # 0.

Demonstracao: (=-) Supomos que o conjunto de solugdes y; (1), y2(n), ..., yx(n) da equagdo
geral € um conjunto fundamental, ou seja, de acordo com a defini¢dao 2.41 € um conjunto line-

armente independente. Entdo existem constantes aq,as, . . . , ai tal que

a1y1(n) + asye(n) + ... + aryr(n) = 0,

para todo n > ng, com ng € Z*.

Generalizando para k equagdes, encontramos

a1y1(n) + asye(n) + ... + arpyp(n) =0
ayi(n+1) +agye(n+ 1)+ ... +apye(n+1) =0
aryr(n+2) + agya(n +2) + ... + apyp(n +2) =0

ayr(in+k—1)+ay(n+k—1)+...+aryr(n +k—1) = 0.

Dai, podemos considerar

Y(n) = yl(n:—i- 1) ya2(n + 1) . ye(n +1) o= a‘g

yn+k—=1) ypoln+k—-1) ... yn+k—1) ay
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e reescrever o sistema de equagdes anterior, da seguinte forma
Y(n)w=0. (2.36)

Observemos que se Y (n) for inversivel, det Y (n) # 0. Logo, o sistema de equacdes
que definimos em (2.36) tem somente a solucdo trivial, ou seja, a1 = as = ... = a = 0, se

isso acontece podemos afirmar que
detY(n) = C(n) # 0,Yn > ny.

Assim, pelo Corolario 2.46 resulta que C'(ng) # 0.

(<) Agora supomos que C'(ng) = detY(ng) # 0. Entdo o sistema de equagdes de
(2.36) tem somente a solugao trivial. Logo, pelo coroldrio 2.46 as solugdes y; (n),y2(n), . .., yx(n)

da equacao de ordem superior linear e homogénea, formam um conjunto fundamental. O

A partir das defini¢cdes e do teorema apresentados anteriormente, podemos facilitar nos-
sos célculos para encontrar o conjunto fundamental de solu¢des, vamos utilizar desse métodos

para analisar novamente as equagoes (2.28) e (2.29).

Exemplo 2.48. Considerando as sequéncias {1,n,n?} e {3",(—2)", (—=2)""3}, como sendo
solucdes das equacdes (2.28) e (2.29). Verificaremos se formam um conjunto fundamental

de solugdes respectivamente das equagoes.

Nos ja verificamos que as sequéncias sdo solugdes das equagdes dadas. Entdo, anali-

sando o Casoratian das solugdes {1,n,n?} para o exemplo (2.28), resulta

1 n n?

Cn)=det| 1 n+1 (n+1)?
1 n+2 (n+2)?

Para n = 0, encontramos que

C(0) = det =2+#0.

— =
N = O
=

Assim, pelo Teorema 2.47 temos que as solugdes {1,n,n?} sdo linearmente independentes e
formam um conjunto fundamental de solu¢des da equacao.

Agora analisemos o exemplo (2.29) , vamos verificar através do Casoratian se as solucdes
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{3",(=2)", (—=2)"*3} formam um conjunto fundamental. Entdo

3o (e
C(n) =det | 3ntl (—2)ntl (—2)nt4
3n+2 (_2>n+2 (_2)n+5

Para n = 0, encontramos

1 1 -8
C(0)=det| 3 —2 16 | =0.
9 4 —32

Assim, pelo Teorema 2.47 temos que as solugdes {3", (—2)™, (—2)"*3} sdo linearmente depen-
dentes e ndo formam um conjunto fundamental.
Veremos agora um teorema que nos dd uma condi¢do suficiente para que a equagdo

possua um conjunto fundamental de solugdes.

Teorema 2.49. (Teorema Fundamental) Se a,, # 0 para todo n > ng, entdo a equacdo de
diferencas de ordem superior homogénea (2.24) possui um conjunto fundamental de solugéoes

paran > ng.

Demonstracao: Tomando como condigdes inicias y;(no+i—1) = 1e y;(ng) = yi(no+1) =
co=vyi(no+i—2) =yi(ng+i) = ... =y;(no+k—1) =0, para 0 < i < k. Podemos afirmar
pelo Teorema do Problema do Valor Inicial 2.35, que existem solugdes y1(n), y2(n), ..., yx(n)

que satisfazem a equacgdo de diferencas. Assim, para cada ¢ temos que

l'l(n(]):l € l'l(no—i-j) :0, ]: 1,2,/{—1
$2(n0+1):1 € xg(no—i—j):O, ]:0,2716—1
z3(ng+2) =1 e x3(ng+j)=0, j=0,13,...k—1

xk(n0+/€—1):1 € .Z‘k(n0+j):0, ij,l,k—Z

\

Substituindo esses valores na matriz de Casorati, definida em (2.26), temos
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Temos entdo que Y (ng) é a matriz identidade, que sempre terd determinante diferente

de zero. Analisando, temos que
C(ng) =detY(n) =det(l) = 1.

Logo, pelo Teorema 2.47 o conjunto de solugdes {y;(n),y2(n),...,yx(n)} é um con-

junto fundamental de solucdes, da equagao geral (2.24). O

Apresentaremos agora dois resultados que nos mostram como encontrar solu¢des para a

equacao geral (2.24) a partir de solugdes ja conhecidas.

Lema 2.50. Sejam y;(n) e y2(n) duas solucdo jd conhecidas de (2.24). Entdo temos que
(i) y(n) = y1(n) + y2(n) é uma solugdo de (2.24).

(ii) y3(n) = ay1(n) € uma solucdo de (2.24) para alguma constante a # 0.
Demonstracao: (i) Vamos mostrar que
y1(n+k)+ya(n+k)+ap(n)(yi(nt+k—1)+y(n+k—1))+...+a1(n)(y1(n) +1y2(n)) = 0.

Pela hipétese, temos que y1(n) e yo(n) sdo solugdes de (2.24), entdo teremos respecti-
vamente, que

yi(n+k)+a(n)yi(n+k—1)+...+a(n)yr(n) =0 (2.37)

ya(n+ k) + ar(n)ye(n + k= 1) + ... + a1(n)ya(n) = 0. (2.38)

Somando as igualdades (2.37) e (2.38), encontramos

y1(n+k)+y2 (n+k)+ar(n)y (n+k—1)4ar(n)ys(n+k—1)+. . .+ai(n)yi(n)+ai(n)yz(n) = 0.
Entio

(n+k)+y(n+k)+a(n)(ypi(n+k—=1)+y(n+k—1))+...+ai(n)(yi(n) +y2(n)) = 0.

Como querfamos demonstrar.

(ii) Vamos mostrar que

ayi1(n + k) + ax(n)ay1(n + k — 1) + ... 4+ a;(n)ay; (n) = 0.
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Como y; € solucdo de (2.24), temos que
yiin+k)+am)yi(n+k—1)+ ...+ a(n)y1(n) = 0. (2.39)
Multiplicando a igualdade (2.39) pela constante a que definimos inicialmente, encontramos
a(yiin + k) +apr(m)yiin+k— 1)+ ...+ a1(n)y1(n)) = a.0.

Entéo,
ayi(n + k) +ap(n) ay1(n +k — 1) + ...+ a;(n) ay;(n) = 0.

Portanto, concluimos a demonstragao. |

Lema 2.51. Sejam y1,y, . . ., yx sdo solugées de (2.24), e

y(n) = a1yi(n) + azya(n) + ... + apye(n) (2.40)
onde ay,as, . . ., ay sdo constantes. Entdo y(n) é também solucdo de (2.24).
Demonstracao: Pelo item (ii) do lema 2.50 temos que a;x1(n),asxe(n), . .., axxr(n), com
ai,as, ..., ax constantes, sao solugdes da equacdo geral homogénea (2.24). Assim, pelo item (i)

do Lema 2.50, obtemos que

aryi(n) + azyz(n) + ... + apyr(n),

também € solucdo de (2.24). O

Estadvamos até o momento encontrando solugdes particulares para a equacgao (2.24). De-

finiremos agora como obter a solucao geral da equacao.

Definicao 2.52. Seja {y1,y2, - - ., yr jum conjunto fundamental de solugdes de (2.24). Entéo a
solucdo geral da equacdo (2.24) é dada por

x(n) = Z a;x;(n),

para uma constante arbitraria a;.
O termo geral significa que essa solugdo pode satisfazer qualquer conjunto de condi¢des
iniciais.

Exemplo 2.53. Dada a equagao

z(n+4)+2zx(n+3) — 13z(n + 2) — 14a(n + 1) + 24x(n) = 0, (2.41)
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verificamos se a sequéncia {1, (—2)",3", (—4)"} forma um conjunto fundamental de solugdes

para a equagdo (2.41) e em seguida determinamos a sua solucao geral.

Para verificarmos se os valores da sequéncia {1, (—2)", 3", (—4)"} formam um conjunto
fundamental de solucdes, vamos nos valer do Teorema 2.47, onde temos que se o determinante
da matriz de Casorati for diferente de zero para algum n( entao a sequéncia forma um conjunto

fundamental de solucdes. Entao o Casoratian é dado por

(=2 3" (=4
1 -9 n+1 3n+1 —4 n+1
C(n) = det (=2) (=4)
1 (_2)n+2 3n+2 (_4)n+2
1 (_2)n+3 3n+3 (_4)n+3
Paran = O, encontramos
1 1 1 1
1 -2 3 -4
C(n) = det =480 # 0.
Q 1 4 9 16 7
1 -8 27 64

Entdo de fato, {1,(—2)",3",(—4)"} forma um conjunto fundamental de solucdes da
equacdo (2.41).
Pela definicdo 2.52, a solu¢ao geral da equacdo (2.41) sera

y(n) = a1 + az(—2)" + az3" + as(—4)".

2.2.2 Equacoes de diferencas lineares de ordem superior com coeficientes

constantes

Para as equagdes que foram descritas anteriormente temos 0 caso em que as contantes

aj, que compdem a equacdo ndo depende de n.

Definicao 2.54. As equacdes de diferencas lineares com coeficientes constantes, sdo da forma
rx(n+k)+ax(n+k—1)4+...+a1x(n) =0, (2.42)

onde os a;s sdo contantes e a; # 0.

Nessa subsecao nosso objetivo € encontrar um conjunto fundamental de solu¢Oes para a

equagdo (2.42) e consequentemente sua solugdo geral.
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Definicao 2.55. Para cada equacdo de diferencas linear com coeficientes constantes existe uma
sequéncia geométrica que € solucdo de (2.42), ou seja, existe uma solu¢io da forma x(n) = \",

onde A € um nimero complexo.

Supomos que a solu¢do da equacio (2.42) seja da forma A", A\ € C.

Substituindo este valor na equagao (2.42), obtemos
NN b =0, (2.43)

que depende apenas de A\ e nao de n.

Essa equacdo é chamada de equacao caracteristica de (2.42). O polindmio caracteristico
do lado esquerdo da igualdade, possui grau k. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, temos
que o polindmio (2.43) pode ser fatorado em £ termos de primeiro grau, de modo que o po-
lindmio possua k raizes.

Assim, se definimos
FO) =X o N+ by,

temos que,
k

FO=T[A=2) = =A)A =) ... (A= A,) =0.

i=1
A partir das raizes desse polindmio, que serdo linearmente independentes, poderemos

encontrar a solucdo geral da equacdo homogénea (2.42).

Teorema 2.56. A sequéncia geométrica x(n) = \" é solugcdo de (2.42) se, e somente se, a

constante \ € C satisfaz a equacdo caracteristica (2.43).

Demonstracao: (=-)Substituindo A" na equag@o (2.42), obtemos
AR L p AR b A = 0.
Multiplicando esta equagdo por A~", encontramos
NN b =0,

que € a equacdo caracteristica de (2.42) com k solugdes complexas, dada em (2.43).

(<) Suponhamos que A € C satisfaz a equagdo caracteristica (2.43), ou seja, temos que

NNt 4+ =0.
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Multiplicando essa equacdo por A", obtemos
AR LD AT e A = 0.

Se x(n) = A", resulta

r(n+k)+arzin+k—1)+...+a1z(n) =0.

A partir do Teorema 2.56, podemos considerar duas situacgoes:

(i) Suponhamos que as raizes A\, Ao, ..., A\; de (2.43) sejam distintas.

Entdo teremos um teorema que iré caracterizar o conjunto fundamental de solugdes.

Teorema 2.57. Se as raizes caracteristicas \1, \q, . . ., \i de (2.43) sdo distintas, entdo \},\y, . . .

formam um conjunto fundamental de solugéoes de (2.42).

Demonstracao: Pelo Teorema 2.47, para termos o conjunto fundamental de solugdes, basta
mostrar que C'(n) # 0, onde C'(n) representa o determinante matriz Casorati das solugdes,

definida em (2.42). A partir dessas defini¢cdes teremos que

11 .1
VR VO 1
ClO)=det | A X ... X
ML AR e

O determinante dessa matriz é chamado de determinando Vandermonde e nele os termos de
cada linha da matriz formam uma sequéncia geométrica.

Dai podemos dizer que o determinante é dado por

1<i<j<k

Como o teorema estd definido que todas as raizes \s sdo distintas, temos que \; # \;
para todo j e i. Assim, concluimos que C'(0) # 0, e pelo Teorema 2.47, A7, A, ..., A} formam

um conjunto fundamental de solucdes de (2.42). O

Consequentemente, andlogo ao caso em que os coeficientes sao nao constantes, como
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na Definicao 2.52, a solu¢do geral de (2.42) é

k
x(n) = Zai)\?, a; € C.
i=1

(i1))Suponhamos que as raizes de (2.43) Ay, Ao, . .., A, sdo de multiplicidade my,ms, ..., m,.,

respectivamente, com
r
i=1

Teorema 2.58. Seja m; a multiplicidade da raiz caracteristica \; de (2.43). Entdo as funcoes
yi(n) = wi(n)Ay,

onde u;(n) sdo polinémios cujo grau ndo excede m; — 1, formam um conjunto fundamental de
solucoes de (2.42).

A demonstracio desse teorema pode ser encontrada em [12] p.38.

Exemplo 2.59. Vamos encontrar a solu¢do geral da equacao
z(n+3) —5x(n+2)+8x(n+ 1) — 4z(n) = 0.
Primeiro encontramos a equagdo caracteristica da equagdo, que sera
A —B5X 48X —4=0

= (A—2)%(A—3) =0,

onde \; = 2, \y = 2, e A3 = 1. Pelo Teorema 2.58, esta equacdo possui trés solugdes linear-

mente independentes: y; = 2"y, =n2" ey, = 1" = 1.

Verificamos através do determinante da matriz de Casorati, a independéncia linear des-

sas solugdes. Entdo, temos que

2" n2" 1
C(n) =det | 21 (n+1)2+ 1
2n+2 (n+2)2n+2 1
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Pelo Teorema 2.47, calculamos

20 0.2° 1
C(O) = det, 20+1 (0 + 1)20+1 1
20+2 (0 4 2)20+2 1

1 01
=det| 2 2 1

4 8 1
=2+#0,

que comprova a independéncia linear das solugdes.

Assim, a solugao geral da equacao definida no enunciado é
x(n) = b12" + byn2" + bs,
onde by ,b, € b3 sdo constantes arbitrarias.

Vejamos agora um exemplo em que o polindmio caracteristico possui raizes complexas.

Exemplo 2.60. Vamos encontrar a solu¢do geral da equacao
z(n+4) —4x(n+3) 4+ 8x(n + 2) — 16x(n + 1) + 16z(n) = 0.

Temos uma equacgdo de diferencas linear homogénea de ordem quatro, a sua equacao
caracteristica sera
A — 4N + 8N — 160+ 16 =0

= (A=2%)\2+4)=0.
Equivalente a escrever
(A2 — 4N +4)(N2 +4) =0.

As raizes dessa equacdo sdo: A\ = 2, Ay = 2,A\3 = 2i e \y = —2i. Temos duas
raizes reais e duas raizes complexas. Para as raizes reais usaremos o método do Teorema 2.58,
obtemos assim

z(n) = a12" + agn2”,

que € a solucdo da equacdo apresentada no exemplo, em relacdo ao autovalor 2, de multiplici-
dade 2.

Para as raizes complexas da equacao, teremos a solugao geral da seguinte forma

z(n) = ci1(a+bi)" + ca(a — bi)",



2.2. EQUACAO DE DIFERENCAS LINEAR DE ORDEM SUPERIOR 56

jAdque \y =a+bie Xy =a—bi.
Precisaremos transformar nossas raizes complexas para a forma trigonométrica. Em

coordenadas polares temos que

b
p=Vva2+b2, a=pcosh, b= psenf, 0 =tan' (—)

a

Entdo para a nossa equacio, teremos p = V4 =2 e 6§ = 5

Precisaremos transformar nossas raizes para a forma trigonométrica, ou seja, o formato
que nos permitird encontrar a solucao geral da equacao.

Sendo assim, pelo Teorema de Moivre (Teorema que estabelece uma relagdo entre os

nimeros complexos € a trigonometria),
[p(cos O +isen)]" = p"(cosnb + isennb),
daqui, encontramos que

xz(n) = ci(pcost+ipsend)” + co(pcosf + ipsen )™
c1(p"(cosnb + isennb) + co(p"™(cosnf + i sennfb)
p"[(c1(cosnd + isennb)) + ca(cosnb + i sennb)]
p"[(c1 + ¢2) cosnb + i(cy + c2) sen nd|
Pl

"la; cosmb + ag sen nb),

onde a; = c; + ca e ay = i(cy + o).

x(n) =2" [al cos (7> + ag) sen <7>] .

Portanto, a solucdo geral da equagdo apresentada no Exemplo 2.60 € dada por

Assim, temos

z(n) = b12" + byn2"™ 4 b32" cos % + 042" sen ?

Observacao 2.61.

i) A determinac@o dos coeficientes da solucdo geral da equacdo, dependera dos valores inici-
ais, apresentados no problema, ou seja, se conhecemos os valores iniciais de uma equagao

qualquer, podemos montar um sistema, de modo a obter os valores para as constantes
bl,bg, NN ,bk.

i1) Nesta se¢@o analisamos que para solucionarmos o problema de uma equagao de diferencas
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linear de ordem k, precisamos encontrar um conjunto de solucdes linearmente indepen-
dente. Nem sempre essa € uma tarefa facil, principalmente quando falamos de equagao
ndo-homogénea. Para esses casos, o melhor caminho a se tomar para obter a solucao geral
do modelo € o método de varia¢do de parametros e coeficientes indeterminados, seguindo

o mesmo modelo das equagdes diferenciais. Essa andlise pode ser vista em [5].

ii1) Em geral ndo € possivel estabelecer um critério de estabilidade assint6tico para as equagoes
de diferencas de ordem k, no entanto existe alguns critérios pré estabelecidos para as
equagdes com coeficientes constantes. Neste trabalho ndo estudaremos esses critérios,

um breve estudo desses conceitos pode ser encontrado em [13], p.100.



Capitulo 3

Sistemas de Equacoes Lineares

Homogéneos e Critérios de Estabilidade

Muitos modelos mateméticos envolvem varias equagdes, nao apenas em situagdes tedricas
como também no campo pratico, € comum surgirem equacdes com duas ou mais varidveis in-
dependentes. No capitulo anterior vimos métodos de resolu¢do para equacdes de diferencas
com apenas uma varidvel dependente e uma varidvel independente. Agora veremos uma teoria
basica para solucionar sistemas de equacgoes de diferencas lineares e como encontrar métodos
de solugdes para se obter a solucdo geral dos sistemas. Faremos uma breve anélise da esta-
bilidade desses sistemas, € nos sistemas autdonomos particularizamos a sua estabilidade para
sistemas que envolvem matrizes de ordem 2. Tomamos como base para a escrita desse capitulo

as seguintes referéncias: [4, 13, 15].

3.1 Sistemas de Equacoes Lineares Nao Autonomos

Vamos analisar a existéncia e unicidade de solu¢do para o sistema de equacoes lineares

nao autdénomos.

Definicao 3.1. Consideramos o sistema
z(n+1) = A(n)x(n), 3.1)

em que A(n) = (a;;(n)) € uma matriz ndo singular, (isso quer dizer que a matriz admite
inversa, ou seja, det A(n) # 0)), de ordem k é chamado de equagdes de diferengas lineares,

ndo auténomo, homogéneo.

O sistema nao homogéneo é definido da mesma forma, porém possui a fungdo g(n),

58
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com valores em R¥ — R”, sendo assim
z(n+1) = A(n)xz(n) + g(n),

mas aqui falaremos apenas sobre os sistemas lineares homogéneos, para saber mais consultar
[S5]e[13].

Estabelecemos a existéncia e unicidade da solu¢do da equagao (3.1)

Teorema 3.2. Para cada vetor xy € R* e ny € Z7, existe uma iinica solucdo x(n,ng) de (3.1)

com x(ng,ng) = .
Demonstracdo: Iterando a equagdo x(n + 1) = A(n)z(n), definida em 3.1, obtemos

x(no,no) = x(ng) = xo
z(no + L,ng) = z(ng + 1) = A(no)z(ne) = A(ng)zo
x(ng + 2,n0) = x(ng + 2) = A(no + 1)z(ng + 1) = A(ng + 1) A(no) o

Pelo padrao das iteragdes, podemos perceber por indugdo que
x(n,ng) = A(no + (n — 1)) ... A(ng)o,
ou seja, podemos escrever

IT A6)

1=ng

z(n,ng) =

Da equagao (3.2), podemos concluir que

T] A6) =

i=ng

{A@—UAM—QHAMQ se > no,

I, se n = ny.

Mostramos agora que de fato (3.2) nos d4 uma Unica solucdo. Suponhamos que (3.2)

seja valida para n inteiro positivo, assim temos

z(n+1,n9) = A(n)x(n)

ﬂA@

i=ng

= A(n)

Zo

[T A6

i=ng

xo.

Portanto, existe solu¢do de (3.1) e ela € unica determinada por (3.2), pois iterando e
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partindo do valor inicial (), ndo se pode chegar a outra solug@o. O

Quando falamos de equagdes de primeira ordem, falamos dos conceitos de independéncia
linear entre as solugdes das equagdes, trabalharemos com resultados parecidos para a solugdo

de sistemas de equagdes de diferengas.

Definicao 3.3. Definimos ¢ como a matriz de ordem k X k, cujas colunas sdo as solugdes do
sistema (3.1), isto &,
O(n) = [x1(n),z2(n), ..., 2(n)]kxk (3.3)

em que z1(n), ra(n), ..., xx(n) sdo solugdes do sistema (3.1).

Dessa forma, para n + 1, temos

d(n+1) = [A(n)xi(n),A(n)xz(n),...,A(n)xk(n)]
(

= A(n)[xi(n),zo(n),...,xx(n)]
= A(n)®(n).
Daqui,
B(n+1) = A(n)(n) (3.4
ou seja, ¢ satisfaz o sistema (3.1).
Teorema 3.4. Sejam x1(n),z2(n),...,xzr(n) as solugdes do sistema (3.1), entdo elas serdo

linearmente independentes para n. > nq se, e somente se, (n) é ndo singular para todo

n > nyg.

Demonstracao: Para analisarmos a independéncia linear das solugdes, fazemos uma combinagao

linear das mesmas e as igualamos a zero, ou seja, tomamos ¢; = 0, para 1 <7 < k, em que
c1x1(n) 4+ caxa(n) + ... + cxr(n) =0,

para todo n > 0.

Se generalizarmos para k equagdes, obtemos

c1x1(n) 4+ coxo(n) + ... + cpag(n) =0
arin+1)+er(n+ 1)+ ...+ garn+1) =0

cariin+k—1)+cran+k—1)+...+carin+k—1)=0,

podemos escrever esse resultado como

®(n)B =0, (3.5)
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onde
21 (n) wa(n) ... ax(n) o

B - :cl(n.—i- 1) azg(n.%— ). xk(n.—i- 1) coo |
xl(n—i—.k—l) xQ(n+./<—1) :ck(n—i—.k—l) o

Dai podemos perceber que o sistema (3.5) terd somente a solucdo trivial, ou seja,

g =cy=c3=...=c, =0 se, e somente se, a matriz ®(n) € ndo singular, isto é,
det ®(n) # 0, paratodo n > ng.

O

Definicao 3.5. Se a matriz ®(n), conforme definida em (3.3), é ndo singular para todo n > ng e

satisfaz a equacgdo (3.4), entdo a chamamos de matriz fundamental do sistema autonomo (3.1).

Observacao 3.6. Uma das propriedades de matrizes fundamentais refere-se ao fato de que

existem infinitas matrizes fundamentais para um sistema como (3.1).

De fato, seja ®(n) uma matriz fundamental de (3.1), e C' uma matriz ndo singular, de

modo que possamos afirmar que o produto ®(n)C esta definido, entdo
d(n+1)C = A(n)®(n)C,

ou seja, ®(n)C também é uma matriz fundamental de (3.1).
Definicao 3.7. A matriz
n—1
d(n) = H A(i), emque ®(ng) =1,
i=no
¢ uma matriz fundamental de (3.1).

Teorema 3.8. Existe uma tinica solucdo ®(n) para o sistema (3.4) tal que ®(ng) = 1.

Demonstrac¢io: A equagio matricial (3.4) representa um sistema com k? equagdes de diferengas
de primeira ordem.

Pelo Teorema 3.2, obtém-se um tnico vetor solu¢do v com k? componentes, ou seja,
aplicando para cada ponto o teorema da existéncia e unicidade de solu¢do, obtemos um vetor v

tal que

vne)=10 ...0010 ...00010...00...0 1]
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onde o 1 aparecerd nas posigdes 1 +i(k + 1) com0 <i < (k —1).

Uma vez determinado o vetor v, podemos converté-lo em uma matriz do tipo k£ X k,
entdo agrupamos as primeiras k£ componentes na primeira coluna, os segundos £ componentes
para a segunda e assim sucessivamente.

Como cada um dos vetores v € Ginico, a matriz ®(n) é dnica. O

Definicao 3.9. A partir da matriz fundamental ®(n), definimos a matriz de transicdo como

sendo ®(n,m) = ®(n)®*(m).

Uma vez que a matriz de transi¢do foi definida, podemos listar algumas de suas propri-
edades.

Por defini¢do, temos

(

d(n) = I:I A1), ®(ng) =1

1=ng

= A(n—1)An—2)...A(ng).

_ ~1
| P(nm) = @(n)d~ (m).
Entdo apresentamos as seguintes propriedades:

(i) @ t(n,m) = ®(m,n);

De fato,
d~t(n,m) = [®(m,n)]!
[@(n)®~! (m)] ™
(@~ (m)] 7 ()]
= &(m)®~'(n)
= ®(m,n).
(i7) ®(n,m) = ®(n,r)®(r,m);
De fato,
(n,r)®(rm) = [0(n)7 (r)L[R(r)7" (m)]
(n)@~H (r)2(r)2 " (m)
®(n) I ®(n)~'(m)
@(n)®~ (m)
= ®(n,m).
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De fato,
d(n,m) = ®(n)® (m)

= 140

= A(n—1)...A(ng)A  (ng)... A" (m — 1)
= An—1)...A(m)

-l

Corolario 3.10. A solucdo tinica de x(n,ng) de (3.1) com x(ng,ng) = o € dada por

—

m

[T 40

i=ng

x(n,ng) = ®(n,ng)xo.

Demonstracao: De fato, temos que a solucdo tnica da equacao matricial (3.1),
2(n+1) = Aln)a(n),

¢ dada pela equagdo (3.2)

IT A6

1=ng

x(n,ng) = T,

e pela propriedade (7i7) da matriz de transi¢do, obtemos
n—1
O (n,ng) = H A(1).
i=ng

Portanto,

x(”?”O) = (D(n,no)flfg.

O
Para calcularmos o determinante de ®(n), enunciaremos um teorema.
Teorema 3.11. (Formula de Abel para sistemas)
Para todon > ny > 0,
n—1
det ®(n) = ( ] (det A(i)]) det ®(ny). (3.6)
i=ng

Demonstracao: De fato, pela equacio (3.4),

O(n+1)=An)®(n),
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aplicando o determinante em ambos os lados da equacao de diferencas linear, obtemos
det ®(n + 1) = det A(n) det (n),

cuja solugdo geral é dada por (3.6). O

Corolario 3.12. A matriz fundamental ®(n) é ndo singular e as solugcdes

z1(n), x2(n),. .., xx(n),

sdo linearmente independentes para n > ny se, e somente se, P(ng) é ndo singular.

Demonstracao: De fato, pela Férmula de Abel, uma vez que se a matriz A é nao singular,
entdo ®(n) serd nao singular, se, somente se, P(ng) também nao for.

Consequentemente, pelo Teorema 3.4, as solugdes

xl(”)? .IQ(H), MR xk(n)u
serdo linearmente independentes se, e somente se, o determinante de ®(ng) for ndo nulo. g

Teorema 3.13. Existem k solugdes linearmente independentes para o sistema (3.1)

Demonstracao: Considere os vetores

e = (1,0,...,0)
€y = (0,1,,0)

er = (0,0,....1)

como sendo os k vetores unitarios de R*. Pelo Teorema 3.2, para cada vetor e;,com 1 <1 < k

existe uma unica solugdo z(n,ng) de (3.1), de modo que
x(no,no) = €.

Verificamos agora que as solugdes de x(n,ng) sdo linearmente independentes.
Para isso, basta verificarmos que ®(ng) é nao singular . Note que ja definimos ®(ng) =
1, logo seu determinante ¢ diferente de zero, ou seja, as k solugdes de (3.1) s@o linearmente

independentes. O

Assim, como estudamos para equacdes de diferencgas lineares, os sistemas de equagdes
também possuem uma caracteristica de determinacdo de novas solugdes a partir de duas ja

conhecidas. Definimos condi¢des para que isso acontec¢a, no lema a seguir.



3.1. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES NAO AUTONOMOS 65

Lema 3.14. (Principio da Superposicdo). As solucdes do sistema (3.1) sdo fechadas em relacdo
a soma e a multiplicagdo por escalar, ou seja, se x1(n) e xs(n) sdo solugdes de (3.1) e ¢ uma
constante real, entdo vale

i) x1(n) + z2(n) € uma solucdo de (3.1);

i1) cx1(n) é uma solugdo de (3.1).
Demonstracao:

e 11(n) + x2(n) é uma solugdo de (3.1).

De fato, se x1(n) e x2(n) sdo solugdes de (3.1), temos respectivamente que

z1(n+1) = A(n)xy1(n)

Seja

Entao,

e cry(n) é uma solugdo de (3.1).

De fato, se x1(n) é solucgdo de (3.1), temos que
z1(n+1) = A(n)x1(n).
Multiplicando os dois lados da equacao por uma constante ¢, encontramos que

cxi(in+1) = cA(n)xi(n)
= A(n)lex(n)].

Logo, cx1(n) é solugdo de (3.1).

|

Vamos definir agora a solucdo geral para os sistemas lineares homogéneos nao autbnomos.
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Definicao 3.15. Sejam z1(n), zo(n),. .., xx(n) solugdes linearmente independentes de (3.1),

®(n) uma matriz fundamental do sistema, cujas colunas sdo essas solugdes e

C = (Cl,CQ,...,Ck>T

um vetor de R*. A solucdo geral de (3.1) é dada por

Assim, o conjunto S de todas as solucdes de (3.1) € um espago vetorial de dimensio k,
munido das operagdes de soma e multiplicacio por escalar. Sua base € formada por

z1(n),za(n), ..., zr(n) solugdes linearmente independentes do sistema.

3.2 Sistemas de Equacoes Lineares Autonomos

Definicao 3.16. Seja o sistema linear de ordem £ (k equagdes), representado por

)
z1(n+1) = anzi(n) + ajpxa(n) + ... + apzr(n)

zo(n + 1) = anz1(n) + agewa(n) + ... + agprr(n)

\ zp(n+ 1) = aprz1(n) + agexe(n) + ... + aprxr(n)

Podemos reescrevé-lo como

z(n+1) = Ax(n), (3.7)
onde
22; ay; ... ag(n)
z(n) = ) cR" e A=
xk(n) agr .. ap(n)

¢ uma matriz nao singular com entradas constantes e reais. Destacamos que o sistema (3.7) sera

autdnomo se os valores de A sdo todos constantes.

Iterando a equag@o, (3.7) encontramos que a solucdo é da forma x(n,ng) = A" "0x,
onde A° = Iy k.

Se especificarmos um valor inicial z(ng) = zo, para ny > 0 teremos entdo um Pro-
blema de Valor Inicial e podemos afirmar que existird uma dnica soluc¢io para o sistema linear

homogéneo autdbnomo, mostraremos esse resultado posteriormente.
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Teorema 3.17. Seja o Problema de Valor Inicial dado pelo sistema linear homogéneo autonomo,
com x(ng) = xg, onde ng é um nimero natural. Tal problema admite uma tinica solugdo, dada
por

x(n,ng) = A" " xy.

Demonstracao: Para provarmos esse resultado vamos utilizar indu¢cao matematica, partindo

do fato de que x(ngy) = xo, temos entdo que
x(ng + 1,n9) = Axg.
Supomos agora que z(n,ng) = A" "0x.

Entao provamos que vale para x(n + 1,ng), entao

x(n+1ny) = Ax(n)
AAn_nino

An_n0+1$0.

Dai temos que a solugdo € unica, pois todas serdo determinadas a partir de iteracdes
sobre zy. A medida que aumentamos a ordem da matriz a solugdo serd a mesma em relacio a

xg alterando apenas as poténcias da matriz A. O

Observacao 3.18. Podemos considerar ng = 0 sem que haja perda de generalidade. Pois
se tivéssemos que ng seja diferente de zero, nds podemos tornd-lo zero. Se consideramos a
sequéncia y(n) tal que

y(n —no) = x(n),
de forma que teremos o sistema

y(n+1) = Ay(n) e y(0) = z(no),

notemos que nesse caso a solucao é dada por

y(n) = A"y(0).

Sendo assim, podemos desenvolver nossas discussdes considerando ng como sendo

Z€10.

Vimos entdo que para encontrar a solu¢do geral dos sistemas lineares homogéneos

autdonomos, precisamos calcular as poté€ncias da matriz A. Para isso, estudaremos o Algoritmo
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de Putzer, muito utilizado em Equagdes Diferenciais,porém aqui analisaremos uma versao dis-

creta desse algoritmo. Para compreendé-lo precisaremos de alguns resultados de matrizes.

Definicao 3.19. Seja uma matriz real A = (a;;)kxk, um autovalor de A é um nimero real ou

complexo A, tal que
Av = v,

para algum vetor ndo nulo v € CF. Daqui decorre que
Av—Adv =0

(A= X)v =0, (3.8)
com [ sendo a matriz identidade k x k.

Para que (3.8) possua uma solu¢do nio trivial, o determinante da matriz A — A\J tem que
ser igual a 0, ou seja,
det(A — AI) =0,

ou usamos o equivalente a ela,
N a N a2+ 4+ ap N+ ap=0. 3.9

A equagdo acima € chamada de equacio caracteristica de A, cujas raizes A sdo chamados
de autovalores de A. Assim, se Ai, o, ..., \; sdo autovalores de A, podemos entdo escrever o

primeiro membro de (3.9) como
k

p(N) =TT =),

j=1
chamado de polindmio caracteristico de A. Os valores do vetor v, correspondentes a cada
autovalor )\ sao chamados de autovetores de A. Falaremos a seguir de um dos resultados fun-

damentais da teoria de matrizes.

Teorema 3.20. (Teorema de Cayley-Hamilton) Toda matriz satisfaz a sua equacdo caracteristica,
ou seja, se p(\) é o polinémio caracteristico da matriz A de dimensdo k x k, podemos dizer

que a matriz A anula o polinémio (p(A) = 0). Ou seja,

k

p(A) = [J(A= N1 =0

J=1

ou

AR g AR AR a1 A+ apl = 0.
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Esse teorema pode ser demonstrado de vérias maneiras seja através do Teorema Funda-
mental da Algebra, da decomposicdo através de operadores lineares e nocdo de matriz adjunta.

Para mais, consultar [13].

Verificamos o Teorema de Cayley-Hamilton, através de um exemplo. Dado que, ainda

ndo aplicamos o conceito de valor inicial, entdo o sistema ndo ird possuir tais condi¢des.

Exemplo 3.21. Verificamos o Teorema de Cayley-Hamilton para o sistema

{ z1(n+1) = 321 (n) + 222(n)
xo(n + 1) = bxy(n) + xo(n).

A ordem da matriz A, depende da quantidade de equacgdes que o0 nosso sistema possui.

Nesse caso o sistema possui duas equacdes, entdo a matriz A serd uma matriz quadrada de

3 2
5 1|

Entdo a equacdo caracteristica de A, serd dada por

ordem 2.

A:

3—X 2
) 1—A

det(A — M) = det [

— B-A)1-A) 10

Como o teorema afirma que a A anula sua equagao caracteristica, substituimos A por A,

obtendo )
p(A) = JJA-NI)
j=1

= A2 4A -7

:[gg].

Portanto, a matriz A satisfaz a equagdo caracteristica.
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Observacao 3.22. O Teorema de Cayley-Hamilton implica que A™ pode ser escrito como
combinacdo linear de I, A, A%, ..., A¥"! se A é uma matriz de ordem k. Isso ainda vale para

n = —1, o que pode facilitar o calculo de algumas inversas.

2 1
1 0|

Seu polindmio caracteristico é p(A\) = A\? — 2\ + 1, substituindo A por A, encontramos que

Exemplo 3.23. Seja a matriz

A:

A? —2A + I = 0, podemos entdo reescrever A% como,
A2 = 241

entdo, podemos reescrever todas as outras poténcias de A, como combinacéo linear, do tipo,

A3 = A4
(24— 1)A
= 24224
—2(2A—1)—2A
4A—2] — A
= 3A4-2I
At = A%A
(34— 21)A
3A2 — 2] A
3(24 — I) — 2AI
6A — 3 —2A
= 4A-3]

Utilizando essa técnica recursiva, podemos determinar qualquer poténcia inteira positiva

da matriz A.

3.2.1 Algoritmo de Putzer

Desenvolveremos agora o algoritmo de Putzer, utilizado em equagdes diferenciais para
determinar o valor de e*. Aqui utilizaremos um algoritmo anilogo, que pode ser considerado

como a sua versao discreta, para calcularmos a poténcia de ordem n de uma dada matriz.
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Seja A uma matriz real de ordem k , a representacdo de A™ € dada da forma

Z wi(n)M (i — 1), (3.10)

onde u;(n)’s sdo fungdes escalares a serem determinadas e,

M@G)=(A=NI)M@Gi—1), M(0)=1 (3.11)
M(@Gi+1)=(A— X g1 I)M(y5), M(0)=1. (3.12)
Iterando (3.12), obtemos

M1)=A- NI
M(2) = (A= XI)(A— M)
M(3) = (A= AsD)(A = M)(A = MI)

Por inducao, obtemos
M(n)=(A—=N1)(A=X o qD)... (A= N\I),
ou em sua forma compacta
M(n) = [J(A - \I). (3.13)

Pelo teorema de Cayley-Hamilton,

M(k)=]]J(A- D) =0. (3.14)

=1

Daqui podemos afirmar que M (n) = 0, para todo n > k. Assim podemos reescrever a

equacao (3.10) como
Z wi(n) M (i — 1). (3.15)

Se tomarmos n = 0 em (3.15), temos
A® =T = uy (0)1 + up(0)M (1) + uz(0)M(2) + ... +up(0)M(k —1). (3.16)
Para que a equacdo (3.16) seja satisfeita € necessario que

u(0) =1 e u(0) = us(0) = ... + uy, = 0. (3.17)
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Paran > 0, de (3.15) vem que
k
Zul(n +1)M(@i—1) = A"t

Zuz 2—1]

k
= u(n)AM(i - 1). (3.18)
=1
De (3.11), encontramos AM (i — 1),

M(@) = (A—NI)M(i—1)
M@GE) = AM(Gi—1) = \M(@i—1)

AM (i —1) = M)+ \M (i —1). (3.19)
Entao substituindo (3.19) em (3.18), encontramos a solucao para n > 0,

k

Zui(n + M= 1) = wi(n)[M(i) + \M(i - 1)]. (3.20)

i=1
Analisaremos agora as fungdes escalares u;(n)’s.

Por (3.11) e (3.12) encontramos que

M) = (A—\DM(1-1)
= (A —\I)M(0)
= AM(0) — A M(0)
A=
~ 0.

Aplicando a condic@o (3.17), onde diz que u;(n) = 1 e os demais s sendo iguais a

zero. Substituimos a condi¢do mostrada acima na equacao (3.20).

Teremos

e
3

w(n+1)M(1-1) = M(0)

1

<
3

(n+1)
1(n+1)
1(n)[M (1) + MM (1 —1)]
(

(

e

n)A

e

1

|
g

1
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Assim,
ur(n +1) = up(n)A, para uy(0) = 1. (3.21)

Iterando a equacdo (3.21), obteremos por inducdo que
ui(n+1) =u;(n)\; + u;—1(n), para u;(0) =0,i=23,... k. (3.22)

Temos entdo que u;(n)’s estardo definidas da seguinte maneira

{ u(n+1) = \Mug(n), ui(0) =1, (3.23)

1
ui(n+1) = Nu;(n) + ui—1(n), u;(0)=0,i=23,... k

Dos conceitos de equagdes de diferencas lineares de primeira ordem, definidas na equacao

(2.10), temos que a solucdo de (3.23), € dada por
n—1 4
ur(n) =AY, wi(n) =Y N w0 (), i=23,.. .k (3.24)
§=0

Assim, (3.13) e (3.24), constituem o algoritmo de Putzer para calcularmos a poténcia de

uma matriz.

Observacao 3.24. Vale ressaltar que esse método que apresentamos é um pouco trabalhoso para
matrizes de ordem maiores que quatro, pois nem sempre serd possivel termos uma expressao
clara da solu¢do do problema, também é possivel calcular a poténcia de matrizes através do
método de diagonaliza¢do (para mais, consulte [13]). Aqui continuaremos utilizando o algo-
ritmo discreto de Putzer, visto que, trabalharemos com sistemas envolvendo até trés equacoes,

de modo que as matrizes maiores serdo de ordem 3.
Resolveremos agora alguns exemplos utilizando o algoritmo de Putzer.

Exemplo 3.25. Considere o sistema linear homogéneo e autonomo, dado por

L,
zo(n+1) = 6x1(n)+ z2(n), z5(0) = 2.

{xl(n+1) = —6z1(n) — 225(n), 2:1(0)

Utilizando o algoritmo de Putzer, vamos encontrar A™.

Temos que
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A equagio caracteristica de A é definida por (A — AI) = 0, entdo

—6—A 2
det(A—)\I)—[ ) 1A]—o.

Entao
p(A) =N +5X+6=0.

Os autovalores de A s@o as raizes da equagdo caracteristica obtida acima, entdo

/\1:—2 € )\2:—3

A férmula que determina A", depende de u;(n) e M (i — 1), sendo assim vamos determina-los.

Calculamos os valores para M (i — 1), parai = 1,2.

0 1
e
= A+21.
Entao
—6 2 20 —4 2
M) = + = :
6 1 0 2 6 3
Agora, vamos calcular os valores de u;(n), parai = 1,2.
De (3.24), temos que
u(n) = M
= (=2)~.
e
n—1
up(n) = ) (=3)"7'"(=2)
7=0
n—1
-3 n—1 )
¥y,
2 (3)

Usando a formula para os n primeiros termos de uma sequéncia e substituindo pelo
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somatorio, obtemos

—2" + 3",

Logo, por (3.15)

[ (—2)" + —4(—2)" — 4.37)
| 6(—2)" +6.3"

[ _3(=2)" —4.3" 2(—2)" +2.3")
| 6(—2)" +6.3"

Ar = Z;mmywa—n

= uy(n)M(0) + up(n)M(1)

= (—2)"[(1)(1) + (2" + 37) ;l 2]
(=2 0 ] .\ [ —4[(=2)"+37 2(-2)" + 3]
I (G AR (GRS

2(—2)" 4 2.3")
(—2)" + 3(—2)" + 3.3

4(—2)" 4 3.3"
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Entdo a solucao do sistema é dada por

z(n) = A"z(0) = [ —3(—2)" —4.3" 2(-2)" +2.3") 1
! L6263t 4233t ]| 2

| 3(=2)m — 437 4 2[2(-2)" 4 2.37)]
6(=2)" +6.3" + 2[4(-2)" + 3.3"]

_ (—=2)"
| 14(-2)" +12.37 |

Exemplo 3.26. Vamos resolver o sistema

ri(n+1) = 3x1(n) 4+ x2(n) + x3(n), z1(0) =3
zo(n+1) = 3xa(n) + 2x3(n), x9(0) =2 .
z3(n+1) = 3xsz(n), z3(0) =2
Temos que
3 1 1
A=10 3 2| ex=
00 3 2

A equacdo caracteristica de A é definida por (A — AI) = 0, entdo

det(A—M)=| 0 3-x 2 |=o0

Entao
p()\) = —()\3 —9N\2 4+ 27 — 27) =0
= —()\ — 3)3 =0.

Entdo os autovalores de A sdo:
)\1 - )\2 - )\3 == 3

Vamos agora encontrar os valores de u;(n) e M (i — 1), para: = 1,2,3.
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Os valores de M (i — 1), parai = 1,2,3, sdo:

00
M©@) = (A-30)2 =0 0
00

S O N

Encontramos agora os valores de u;(n) , parai = 1,2,3.4

ui(n) = 3™

n—1

up(n) = Y 3"'I(3)

J=0

n—1
= 31y 1
J=0

Logo, por (3.15)

Ar =

o O O

o O O

o O N
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3" n n3" 4+ 23" 3n(n —1)]
=0 3" 2(n.3"7h)
0 0 3

Sendo assim, podemos obter a solugdo geral da equacao

3" n n3" 423" 3n(n — 1))
z(n) = A"z(0) = 0 3" 2(n.3" 1) 2
0 0 3" 2

[ 3+ 4 437+ 2.3 3 n(n — 1)
= 2.3" 4 4n.3"!
2.37

27

= 2+ 4n
3?’L

2.3"

[ 3n<27+36n+2n(n— 1)) T

Vamos resolver agora um sistema autobnomo homogéneo que envolve raizes complexas,
usaremos a féormula polar para o nimeros complexos analogo com o que fizemos no exemplo

2.60.
O exemplo abaixo foi retirado de [4], p.126.

Exemplo 3.27. Considere o sistema linear homogéneo e autobnomo, dado por

{xl(n—i—l) = z1(n) + 22(n),  21(0)

1
Ta(n+1) = —z1(n)+22(n), 22(0)=0

Temos que
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A equacgio caracteristica de A é :

1—A 1
det(A—)J):[ . )\]:0.

Entao
p(A) = A2 =21 +2=0.

Como dito anteriormente, a matriz A possui autovalores complexos,
)\1:1—|—Z € )\2:1—2

Vamos encontrar agora os valores de M (i — 1) e u;(n) , parai = 1,2.

Os valores para M (i — 1), parai = 1,2.

M@1) = A—(1+i)I :[_i 1.].

Os valores de u;(n), para i = 1,2, sdo:

u(n) = (1+19)™

ug(n) = ._ (1 —d)" 7 (1 44)
= (1 i)”_li(l—z) T(144)™
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(i) = (=i
21

Usando a férmula polar para nimeros complexos, encontramos que

n . n
uy = 22 (cos %n—i—zsenl—rn) € uy = 22 sen 7.

Logo,
A" = ui(n)M(0) + us(n)M(1)
(cos n +isen %n) [

T s
_ 22[ COSZTL Senzn]

w3

= 2

™ ™
sen4n COS 47’L

Sendo assim, a solu¢do do sistema € dada por

xz(n) = A"z(0)

_ 2,_ COS%n sen%n]ll]

s s
sen4n COS 4n

s
COS 1N
— 9% 4 ]

s
—sen4n

o3

3.2.2 [Estabilidade dos sistemas lineares autonomos

Ao analisar modelos, em sistemas dinamicos € necessario compreender a sua dinamica
de movimento, para assim determinar as suas caracteristicas. Entdo se faz necessario estabelecer
critérios de estabilidade, veremos agora um pouco da estabilidade dos sistemas homogéneos

autdbnomos, apresentados na Definicao 3.16, sendo da forma
z(n+1)=Ax(n), com Agxr € Tixi. (3.25)

Para compreendermos o teorema que serd apresentado a seguir precisaremos de duas

defini¢des da Algebra Linear.

Definicao 3.28. Considere uma matriz A, de ordem k com diferentes autovalores Ay, ..., \p,.
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O espectro de A, denotado por o(A) é o conjunto dos autovalores de A e o raio espectral de A é
p(A) =max {|A\|; X em o(A)}.

Definicao 3.29. Um autovalor € semisimples se o correspondente bloco de Jordan for diagonal.

O teorema a seguir expressa quando um sistema serd instavel, a partir da andlise do

espectro da matriz A.

Teorema 3.30. Se p(A) > 1, entdo a solugcdo x(n) do sistema (3.25) satisfaz a relagdo

lim ||z(n)| = oc.
n—oo

O teorema abaixo resume os principais resultados da estabilidade para os sistemas line-

ares autdbnomos, definidos em (3.25), sua demonstracio pode ser encontrada em [5].

Teorema 3.31. Segue que
(1) O zero da solugdo (3.25) é estdvel se, e somente se, p(A) < 1 e os autovalores do médulo
da unidade sdao semisimples.

(77) O zero da solugdo de (3.25) é assintoticamente estdvel se, e somente se, p(A) < 1.
Corolario 3.32. A solucdo zero do sistema (3.25) é instdvel se p(A) > 1.
Verificamos a partir de um exemplo.

Exemplo 3.33. Vamos determinar a estabilidade do zero da solu¢d@o do sistema

z1(n+ 1) = Sx1(n) — 3z3(n)
zo(n + 1) = x1(n) — 3x2(n) + z3(n)
zz(n+1) = —x3(n)

Do sistema de equagdes temos que

I
Il
o gle
|
w
—_

A equacdo caracteristica de A é determinada por

21 0 -3
detA=| 1-X —3-x 1 = 0.
0 0 —1-2
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Assim,
PV = —(V+ %AQ Lo z)
pA) = —(A+3)A+ DA - 7).

Temos entdo que

o(A) = { -3, —1, i} e p(A) =

Portanto, pelo Teorema 3.31, item (ii), o zero da solugdo do sistema solucionado acima

< 1.

1 =

¢ assintoticamente estavel.

3.2.3 Sistemas lineares homogéneos autonomos bidimensionais

Vamos analisar agora um pouco dos critérios de estabilidade dos sistemas lineares ho-

mogéneos e autonomos, de ordem 2 x 2, do tipo

{ ri(n+1) = anzi(n) + apra(n) (3.26)
zo(n+1) = agxi(n) + agnrs(n), (3.27)

ou seja,
z(n+1) = Axz(n),
onde
A= ainl a2 e x(n) = z1(n) '
Q21 Q22 372(“)

Podemos reescrever a equagao (3.26) como

r1(n+2) =anzi(n+ 1) + appxa(n + 1).

De (3.27) obtemos

r1(n+2) = anzi(n+ 1) + ara(ag1x1(n) + agra(n)). (3.28)

Da equacdo (3.26),temos que

$2(n) _ 331(71 + 1)@1—2 allxl(n) . (329)
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Substituindo (3.29) em (3.28), obtemos
z1(n +2) = apzi(n+ 1) + apagrz1(n) + a(z1(n + 1) — ay1z1(n)),
que também pode ser escrita como
z1(n + 2) — (a1 + az)xi(n + 1) + (again — a12a91)x1(n) = 0. (3.30)

No capitulo 2, vimos que a solucdo de uma equacgdo de diferenca de primeira ordem do
tipo,
z(n+1) = ax(n),

¢ definida em (3.31) e podemos aplicar a itera¢do na solugdo, assim teremos

z(n) = CA", (3.31)
r(n+1) = O\ (3.32)
r(n+2) = C\"*2 (3.33)

Substituindo (3.33) e (3.32) na equacgdo (3.30), encontramos que
CA'"2 — (a1 + ag)CAN"™ + (agea1; — a12a91)CA™ = 0. (3.34)
Pela Defini¢do 2.55, podemos reescrever a equacao de modo a obter
A2 — (a1 + ag) X + (aza1; — araa) = 0. (3.35)

Desse modo, temos que a solucdo (3.31) serd vdlida somente se A\ satisfizer a equacao
(3.35) que € a equagdo caracteristica de de (3.30).

Podemos simplificar a equagdo (3.35), adotando uma nova notagdo para os seus coefici-
entes, entao

B=an +ax e a=axpa — aay.

Entdo as solugdes da equacgdo caracteristica (3.35) sao

A1z = f£ 5 - da (3.36)

2

e a partir delas, podemos determinar o comportamento das solu¢des da equagao (3.30).
A equagdo (3.30) possui todos os coeficientes lineares, ndo apresenta nenhuma variavel
quadratica ou exponencial, possuindo somente multiplos escalares. Assim, pelo Lema 2.40

temos que a combinacgdo linear destas solugdes, também sera soluc@o do sistema bidimensional,
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nesse ¢aso.

Entdo, se \; e Ay sdo solugdes da equacao (3.30), a sua solugdo geral serda
xr1(n) = A1AT + AgAy, para A # Ag.

onde A; e A, serdo determinados a partir da condi¢do inicial imposta pelo problema.

Podemos reescrever o sistema definido pelas equagdes (3.26) e (3.27), como
z(n+1) = Pz(n), (3.37)

onde

P =

a1 Gi12 ] e :L’(n) _ [351(”) ] .

Q21 A2

Da equagdo (3.31), observamos que as solugdes serdo da forma

A
x(n) = A"
() =1 5
Substituindo a solu¢@o na equagao (3.37), temos
Al a A A A
B B B
[ A A
N ai; a2 ) —0
A Qg B B
A
P -\ =0,
o] 2]

entdo, A € um autovalor de P com autovetor associado.
B

Fazendo a combinagdo linear das solugdes, encontramos a solucdo geral do sistema,

A
’ ] 3,
By

onde os autovetores e autovalores estdo associados pelos indices respectivamente.

dada por
Ay

rn)=-=c
=]

)\?"’CQ

Podemos entdo concluir que a analise da solucdo geral do sistema, dada por x(n) depen-
dera dos autovalores de P.

Faremos uma andlise do comportamento das solu¢des de um sistema autdonomo bidi-
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mensional, a andlise serd feita a partir do sistema

ml(n + 1) = anxl(n) + (llglL’Q(n)

ro(n+1) = agz1(n) + anra(n).

reduzimos ele a uma tnica equagdo em fungdo apenas de z;(n), dada em (3.30), faremos a
andlise com base nos autovalores dessa equagao.

Os critérios determinados para o comportamento das solucdes devem ser estudado caso
a caso, para autovalores reais e autovalores complexos, separadamente. Iniciaremos analisando
0s casos para raizes reais.

Autovalores Reais

Se A\ e Ay sdo reais, o comportamento da solugdo ird depender se A estd em uma das

quatro possibilidades a seguir

A>T, A< -1, 0<A<l, —-1<A<0.

Chamaremos z1(n) = A} e z7(n) = A\j,as solugdes de (3.30). Teremos entdo as seguin-

tes classificacoes:

i) Se A1, Ao > 1, as solugdes A} e A} crescem a medida que » aumenta. Entdo z1(n) e z}(n)

crescem ilimitadamente.

i1) Se 0 < A1, A2 < 1, as solugdes A} e A} tendem a zero a medida que n aumenta. Entdo

x1(n) e x7(n) tendem a zero.

iii) Se —1 < A, A2 < 0, entdo A\ e A} oscilam entre valores positivos e negativos, e em

modulo declinam a zero.

iv) Se A1, A2 < —1, entdo A} e A} oscilam como em (4i7) mas em médulo, crescem.

Para os casos em que A;, Ao = 1, A\;,; Ao = 0 ou A\;, \s = —1, que s@o pontos que
permitem tirar conclusdes sobre a estabilidade das solugdes a partir dos autovalores, tendem,

respectivamente, para
(1) Como Ay, Ay = 1, a solugdo serd estdtica, ndo ird crescer, pois 1 = C} e 2 = Cy;
(2) Como A1, Ay = 0, entdo x; = x} = 0;

(3) Para A\;,\; = —1, teremos uma oscilacdo entre os valores z; = C, 27 = Cy e

T = —Cl,l’; = —02.
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Figura 3.1: Comportamento qualitativo para solu¢do z(n) = CA™
[
<
n n
(a) (b)
A
‘\
L e !
AN ! A
‘\‘\ // \\ // ' ° ’ 2 ;
\‘\\v //I \ /'/ @ ° n ° e n
‘ ¢ e )
(¢) (d)

Fonte: Arquivo pessoal.

Autovalores Complexos

A partir daqui analisaremos o comportamento das solucdes da equagdo (3.30), em que

os autovalores sdo complexos. A equacdo caracteristica (3.35) terd autovalores complexos, com
a parte imagindria diferente de zero quando

52 < 4a,

e irdo ocorrer em pares conjugados,

)\1:(l—|—bi € )\Qza—bi,

1

1 2
ondea:éeb:—

2
4
2 5| —da

(3.38)

solugdo geral

Apés obter os valores complexos de A, se faz necessario encontrar a solu¢do geral
da equacgdo envolvendo os autovalores complexos obtidos, podemos tomar como exemplo a

z1(n) = Ai(a+bi)" + As(a — bi)".

(3.39)
Podemos representar os ndimeros complexos por um par de coordenadas, (p, §), como
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fizemos no Exemplo 2.60, onde
a=pcosf e b= psend, (3.40)

onde
2 p2\3 b
p=(a"+b*)2 e 6 =arctan (—) (3.41)

a
E possivel relacionar esse valores e a partir do Teorema de Euler, encontrar as seguintes
relacoes
a+bi = p(cosh+isend) = pe”,
a—bi = p(cosf —isenl) = pe”
Daqui, obtemos
(a+bi)" = (pe)"
— pneien
= c+di,
onde c = p"cosnf e d= p"sennd.

A partir dessas relacdes, podemos reescrever a equacao (3.39), como

z1(n) = Ai(a+bi)" + As(a — bi)"
= Ayp"(cosnb + isennb) + Asp™(cosnh — isennb)
= (A1 + As)(p™cosnb) + (A — Ay)i(p" sennb)
= p1p" cosnb + iuyp" sennd,

onde p; = Ay + A2 e us = (A; — Az). Considerando u(n) = p™cosnf e v(n) = p™sennb,
resulta

z1(n) = pu(n) + ipgv(n). (3.42)

A equacdo (3.42) possui parte real e imaginaria , como ela € linear temos que as partes
reais e imagindrias das solu¢des complexas também sdo solucdes, entdo podemos expressar a

solucdo de (3.39) como

z1(n) = Ciu(n)+ C2v(n)

(3.43)
= p"(Cycosnbd + Cysennb,

onde p e # estdo relacionados com a e b pelas equagdes (3.40) e (3.41).
O comportamento das solu¢des complexas A = a =+ bi, estdo associados com solugdes

oscilatdrias, a amplitude de oscilagc@o do sistema depende de p™ e a frequéncia de oscilacdes do
b

a’

raio

A amplitude das soluc¢des poderd ser:
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e Crescente, se p = \/(a? 4+ 0?) > 1.
e Decrescente, se p = +/(a? 4+ 0?) < 1.

e Constante, se p = 1.

Outro ponto importante a ser observado € que quando arctan(g) € multiplo racional de
me p = 1, a solucdo serd periddica na medida em que oscila através de um ndmero finito de
valores e retorna a estes a cada ciclo completado.

Apresentamos um método um pouco mais direto para se determinar a estabilidade dos
sistemas lineares bidimensionais. O critério para essa andlise € realizado em fun¢ao dos coefi-

cientes da equacao caracteristica.

Teorema 3.34. Seja a equacdo caracteristica

N —BA+a=0, (3.44)
temos que o zero da solucdo da equacdo

z(n+1) = Az(n),
definida anteriormente em (3.25), é assintoticamente estdvel se

Al <1l+a<2.

A demonstracdo do Teorema 3.34, pode ser encontrada em [4].
Vejamos agora alguns exemplo envolvendo autovalores reais e complexos, dos métodos

de andlises de estabilidade apresentados acima.

Exemplo 3.35. Vamos analisar o comportamento das solucdes do sistema

{ ri(n+1) = 4dai(n) + 22(n), (3.45)

zo(n+1) = 2x1(n)+ 5z2(n).

Do sistema temos que

E a equag@o caracteristica de A é

4— 1
det(A—)J):[ 5 s /\]:0.



3.2. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES AUTONOMOS 89

Dessa forma,
p(A) =A% — 9\ + 18 = 0. (3.46)

Da equagao caracteristica encontramos os autovalores A\; = 3 e A\, = 6. Assim, a solu¢ao
geral do sistema (3.45)
z1(n) = C13" + Cy6™ . (3.47)

Para verificarmos o comportamento das solu¢des, analisamos os seus autovalores, como

A1 € A2 s30 maiores que 1, temos que as solugdes
z1(n) = C13" e zj(n) = Cy6",

crescem ilimitadamente. Sendo assim, as solu¢des da equacgdo (3.47) do sistema (3.45) também
crescem ilimitadamente, em mddulo. Na Figura 3.2 podemos visualizar o comportamento do

sistema.
Figura 3.2: Comportamento das Solucdes do Sistema 3.45

x2(n)
A

Fonte: Arquivo pessoal.

Os dois exemplos apresentados a seguir, foram retirados de [4].

Exemplo 3.36. Vamos analisar o comportamento das solucdes do sistema

{ zi(n+1) = z1(n) — 32(n), (3.48)

zo(n+1) = z1(n)+ z2(n).

Do sistema obtemos

A:

1 -3
1 1 |

A equacio caracteristica de A é determinada por

1-Xx =3
det(A—/\]):[ L /\]:0.



3.2. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES AUTONOMOS 90

Assim,
p(A) = A =2\ +4=0. (3.49)

Temos entdo dois autovalores complexos \; = 1 + iv3e A = 1— iv3. De (3.38),

encontramos @ = 1 e b = /3. Assim, de (3.41) obtemos que
p:(1—|—3)% =Vi=2 ¢ 9:arctan\/§:§

Logo, de (3.43), obtemos que a solucdo geral de valores reais do sistema (3.48) ¢

(' cos (%) + C5sen (n?ﬂ)] . (3.50)

Como p = 2 > 1, podemos concluir que as solugdes determinadas a partir da equacao

z1(n) =2"

(3.50) do sistema (3.48) possuem amplitude de oscilagdes igual a p", frequéncia igual a e
crescem em modulo, ilimitadamente. A representacdo grafica da solugdo do sistema estd na

Figura 3.3.

Figura 3.3: Comportamento das Solu¢des do Sistema 3.48

x2(n)
A

/)

L// > x1(n)

.

Fonte: Arquivo pessoal.

vy

Exemplo 3.37. Verificamos a estabilidade do zero da solucio do sistema

{xl(n+1) = —z1(n) + 5a(n), (3.51)

zo(n+1) = —0,5x1(n) + 2x2(n).

Do sistema obtemos
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A equacio caracteristica de A é dada por

det(A—)\I):[_l_/\ 5A] = 0.

-05 2-—
Assim,
p(A) =X = X+05=0. (3.52)
Os autovalores de A sdo:
1+1 1—1
)\1 = 5 € )\2 = 5
De (3.38), encontramos a = £ e b = 3. Assim, de (3.41) obtemos que
C
1 1)\’ 2 T
P <4+4> 5 e 0 = arctan 1

Logo, de (3.43), obtemos que a solucao geral de valores reais do sistema (3.51) €

1(n) = (g) [Cl cos (%) + Cy sen ("f)] (3.53)

Analisando a equacdo (3.44) apresentada no Teorema 3.34, e comparando com a equagao

(3.52), equacao caracteristica do sistema, encontramos
Bl=1<14+a=15<2.

Logo, a solugdo (3.53) do sistema (3.51) € assintoticamente estdvel e tende para 0. A

representacdo gréfica, estd dada na Figura 3.4.

Figura 3.4: Comportamento das Solucdes do Sistema 3.51

xa(n)

7 > x1(n)

Fonte: Arquivo pessoal.



Capitulo 4
Algumas Aplicacoes

Os modelos de dinamicas populacionais tem como objetivo fazer previsdes no desen-
volvimento sustentdvel de uma determinada populagdo e frequentemente usados em Biologia,
pois a maioria das populacdes se reproduzem em intervalos de tempo bem determinados. As
equagoes de diferencas nos permitem uma andlise de crescimento ou decrescimento de uma
populacdo, bem como pode auxiliar estabelecendo condi¢des para que se permaneca estivel.
Existem diferentes modelos populacionais que utilizam a teoria de equacdes de diferencas,
nesse sentido, apresentaremos a seguir um modelo de reproducao de coelhos, aplicamos o mo-
delo de Malthus para uma populagdo em decrescimento, calculando a mortalidade infantil no
Brasil e para uma populacido em crescimento, utilizando o modelo Malthusiano e de Verhulst,
para se determinar a quantidade de usudrios de internet ao longo dos anos. Por fim, calculamos
a populacdo de Bisontes num determinado tempo n, onde trabalhamos com uma populacdo
em diferentes fases de crescimento, isso nos possibilitard exemplificar situagdes em que 0 mo-
delo estara determinado por sistemas de equagdes lineares. Esse capitulo teve como referéncia
[8, 13].

4.1 Modelo de Reproducao dos Coelhos (Fibonacci)

Leonardo de Pisa (apelidado por Fibonacci), pensou no seguinte problema: “Um homem
pds um par de coelhos num lugar cercado por todos os lados por um muro. Quantos pares de
coelhos podem ser gerados a partir desse par em um ano se, supostamente, todo més cada par
d4 a luz um novo par, que € fértil a partir do segundo més?”

Fibonacci apresentou a seguinte solu¢ao: no primeiro més hd um casal que ainda ndo é
fértil; no segundo més, h4 ainda um casal, que agora serd fértil; no terceiro, més ha o mesmo
casal do més anterior, s6 que agora terd um casal de filhotes; no quarto més, haverd o casal
inicial mais o casal nascido no més anterior (ainda nao fértil) e um novo casal. E o problema

segue. Com o passar do tempo, seguindo o processo da figura, apds um ano teremos o resultado

92
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da tabela a seguir.

Tabela 4.1: Reprodugdo de Coelhos Anual

Més |1 |2|3|4|5/6| 7|8 |9 ]|10]11] 12
Casais |1 |1 (235|813 |21|34|55|89 144

Se representarmos por f(n) o nimero de pares de coelhos no final de n meses, encon-

tramos uma relacao de recorréncia que representa o modelo
fn+2)=f(n+1)+ f(n), 1 <n <10, 4.1)

f(1) = f(2) = 1 s@o nossas condigdes iniciais para esse problema.

Como Fibonacci inicialmente queria entender o problema em apenas 12 meses a equagao
(4.1) modela a situacdo, e teremos como obter todos os outros valores dessa sequéncia como
vimos na observagao 2.33.

A equacdo (4.1) estdo limitada aos 12 meses iniciais, mas se quisermos saber a quanti-
dade de coelhos que terd no cercado apds n meses, além dos doze, podemos assumir a mesma
equagdo, bastando mudar o conjunto em que n estard definido, obteremos assim uma solu¢@o

geral para o problema. Assim,
fn+2)=f(n+1)+ f(n), n> 1. 4.2)

Pela defini¢do de equagdes de ordem superior com coeficientes constantes definida em

(2.54) obtemos a equacdo caracteristica da equagdo (4.2)
M —A+1=0.

Entdo as raizes caracteristicas serdo o« =

1-V5 8= 1+v5

5 5. Assim, obtemos a solugdo

geral

f(n) = a11 _2\/5 +a21+2\/g,

Como nomeamos as raizes por « e 3, podemos reescrever a equagao,

n > 1.

f(n) = a1a™ + ax8".

Dado que temos os dados iniciais do modelo de Fibonacci, podemos montar um sistema

de modo a obter as constantes a; € as.
Para n =1, temos f(1)
Para n = 2, temos f(2)

9

1
1.
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De modo que obtemos o seguinte sistema

{alal—i-agﬁl =1

aa? + a8t = 1.

Resolvendo o sistema encontramos

a; = € as =

sl
sl

Entdo a solucao geral sera
a — Bn
V5o

A solucdo geral da Sequéncia de Fibonacci, é chamada de Teorema de Binet, um re-

f(n) =

sultado interessante, com esse teorema podemos encontrar qualquer termo da sequéncia de

Fibonacci, sem depender de recorréncia.

4.2 Modelo Malthusiano - Mortalidade Infantil no Brasil

Thomas Malthus foi um economista inglés, ele apresentou em 1978, uma equagdo que
descreve o crescimento de uma populacdo humana. Segundo Malthus o crescimento popula-
cional da época era um crescimento geométrico, enquanto a sustentacdo de recursos naturais
e a produgdo de alimentos era aritmética, com base nisso € a fim de causar espanto na época,
Malthus afirmava que em um determinado espacgo de tempo niao muito distante, o planeta estaria
super lotado e por isso inabitavel, e segundo ele, quanto mais a taxa de natalidade crescia, maior
era a miséria e a fome.

O modelo que Malthus propds pressupde que a variagdo da populacdo no instante n e
n + 1 é proporcional ao instante n.

Definida da seguinte forma

P(n+1)=aP(n)+ P(n). (4.3)

Considerando a populagdo inicial como P(0) = P, temos

{ P(n+1) = aP(n)+ P(n), )
P(0) = B,
ou seja,
P(n) = (1+a)"R, (4.5)

onde « € a taxa de crescimento ou decrescimento de uma populagao.
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Isolando « na equagdo (4.3), obtemos

P(n)
R

-1 (4.6)

Utilizaremos aqui o modelo de Malthus para calcular uma populagcdo em decrescimento,
mais especificamente para se obter a mortalidade infantil no Brasil, durante um ano. O calculo é
feito a partir da quantidade de criangas que morrem antes de completar um ano de vida durante
um ano em relagcdo a quantidade de nascidos no mesmo ano. Os dados que utilizaremos aqui,
foram retirados do site Ipeadata, referentes aos anos de 2011 a 2018. !

A taxa de mortalidade infantil € obtida da seguinte forma

° de 6bit
1 deOdOS . 1000 = Taxa de mortalidade. (4.7)

n° de nascimentos

Na Tabela 4.2 os dados relacionados ao nascimento foram obtidos da pesquisa geral

(Ipeadata), com eles conseguimos calcular a taxa de decrescimento.

Por (4.6), temos
§/2.787.981
a = — —1
3.059.019

= —0,011530088.

Resultando que a populagdo ird decrescer, visto que a taxa € negativa.

Com isso, encontramos o nimero de criancas que morreram a cada 1000 nascidas pela
equagdo (4.7), denotamos esses valores na Tabela 4.2 por Mortalidade A, onde cada valor re-
presentado, equivale a cada 1000 criangas nascidas do total geral.

Utilizamos o modelo de Malthus para fazer uma projecao P(n), e encontramos valores
aproximados para a quantidade de criancas nascidas no mesmo periodo, assim como o nimero
dos que morreram (Mortalidade B), a partir da projecao Malthusiana.

Entdo esses dados foram baseados nas pesquisas do Ipeadata.

Tabela 4.2: Projecao Mortalidade Infantil- Modelo de Malthus

| Ano | Nascimento | Mortalidade (A) | P(n) | Mortalidade (B) | Erro (%) |

2011 | 3.059.019 35,2708 3.059.019 35,2708 0

2012 | 3.015.052 34,7638 3023748,24 34,8641 0,2884
2013 | 2.973.118 34,2803 2988884,16 34,4621 0,5302
2014 | 2.933.186 33,8199 2954422,06 34,0647 0,7239
2015 | 2.894.982 33,3794 2920357,32 33,6720 0,8765
2016 | 2.857.985 32,9528 286685,34 33,2837 1,004
2017 | 2.822.384 35,5423 2853401,6 32,9000 1,0989
2018 | 2.787.981 32,1457 2820501,63 32,5206 1,1664

Fonte: Arquivo Pessoal.

IDisponivel em: http://www.ipeadata.gov.br/Default.aspx.
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O erro dado em porcentagem foi obtido a partir da diferenca entre os dados disponiveis
no site do Ipeadata(Mortalidade (A))e os dados calculados a partir do modelo de Malthus (Mor-
talidade (B)), a partir disso tiramos o percentual com base na diferenca.

Com isso, percebemos que a vari¢cao do erro da tabela de valores calculados pelas pes-
quisas com fatos que ja ocorreram se aproximam bastante do que calculamos com o modelo de
Malthus. Com ele podemos fazer uma projecao para dados futuros, no site do Ipeadata contém
uma projecao até 2060, vamos verificar para 2025, 2030 e 2035.

Usando a mesma taxa de decrescimento obtida anteriormente, encontramos os dados da
Tabela 4.3 .

Tabela 4.3: Projecoes Futuras Mortalidade Infantil- Modelo de Malthus

’ Ano \ Nascimento \ Mortalidade (A) \ P(n) \ Mortalidade (B) \ Erro (%) ‘

2025 | 2.827.039 32,5960 2600581,9 29,9849 8,0103
2030 | 3.015.052 30,9403 2454074,87 28,2957 8,5474
2035 | 2.973.118 29,4841 2315821,49 26,7016 9.,4372

Fonte: Arquivo Pessoal.

Concluimos que o modelo foi eficiente para o periodo em que analisamos, porém o
modelo de Malthus € muito utilizado para fazer previsdes a curto prazo, visto que desconsidera
questdes que influenciam diretamente no crescimento populacional, como a fome, epidemias e
outras catastrofes.

Dessa forma, os valores de P(n), tendem a se tornar cada vez menores em situagdes de
decrescimento, podendo levar uma populagdo a extin¢ao, analisando a longo prazo.

Isso, dado que

lim P(n) = lim (1 4+ a)"Fy =0,

n—0o0 n—o0

quando a < 0,pois 0 <14 a < 1.

4.3 Aumento de Usuarios de Internet no Brasil

A internet estd presente no cotidiano da maioria da populagdo, houve um tempo em
que essa presenca nao era tdo marcante, mas os nimeros atuais das pesquisas, mostram que a
quantidade de usudrios tem aumentado consideravelmente.

Realizamos uma andlise a partir de dois métodos para obtermos essa projecao, para tal
fim, utilizamos o Método Malthusiano e o Método de Verhulst, sendo que o segundo leva em
consideracdo que a populacdo devera crescer até um limite maximo sustentdvel, chegard um
tempo em que ela ird se estabilizar. O modelo de Verhulst obedece a variacdo da populagcao
em cada instante, levando em consideracdo o carater finito do ambiente, e também os recursos

naturais ilimitados, o que o difere do modelo Malthusiano.
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Os dados da pesquisa que utilizaremos foram realizadas pelo IBGE (Instituto Brasileiro
de Geografia e Estatistica), e estdo de acordo com o PNAD (Pesquisa Nacional por Amostra de
Domicilios), a pesquisa € realizada anualmente, tanto nos setores urbanos como rurais, entao
os numeros envolvem os dois setores, foram entrevistados individuos que tinham a partir de 10

anos de idade. 2

4.3.1 Analise com o0 modelo de Malthus

Com a quantidade de usudrios obtidos na pesquisa, representados na Tabela 4.4, na
segunda coluna, podemos obter a taxa de crescimento.

Sendo assim, da equacdo (4.6), obtemos

o — #1006
126,9
— 0,065133653.

Visto isso, podemos obter valores para P(n), aplicamos a férmula do modelo de Malthus,

definida em (4.5) e obtivemos a coluna P(n), na Tabela 4.4.

Tabela 4.4: Quantitativo de Usuarios de Internet- Modelo Malthusiano

| Ano | Usudrios (Milhdes) | P(n) | P(n) - Usudrios | Erro (%) |

2011 76,6 7,6600 0 0
2012 80,9 81,5892 0,6892 0,8520
2013 85,8 86,9034 1,1034 1,2861
2014 94,2 92,5638 -1,63622 1,7370
2015 102 98,5928 -3,4072 3,3404
2016 107,9 105,0145 -2,8855 2,6742
2017 120,7 107,9000 -12,8 10,6048
2018 126,9 119,1400 -7,7600 6,1151

Fonte: Arquivo Pessoal

Calculamos a diferenca entre o valor obtidos pelas pesquisas e o valor obtido a partir
do modelo de Malthus, como vemos na coluna P(n)- Usudrios, e também na ultima coluna da
Tabela 4.4 mostramos a taxa de erro que o método apresentou.

Fizemos uma projecao para 2025, 2030 e 2035, ndo tem ainda proje¢des disponiveis pelo
IBGE, mas de acordo com o modelo de Malthus, nesses anos respectivamente, a quantidade de

usudrios de internet serd aproximadamente ao apresentado na Tabela 4.5.

?Disponivel em: https://teleco.com.br/internet.asp
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Tabela 4.5: Projecao Usudrios de Internet no Brasil- Modelo de Malthus

’ Ano \ Usuarios(Milhoes) ‘

2025 185,3046
2025 254,0427
2030 348,2790

Fonte: Arquivo Pessoal

4.3.2 Analise com o0 modelo de Verhulst

Verhulst introduziu um modelo diferente do Malthusiano, ele introduziu a equagdo de
crescimento logistico, essa equagao nos possibilita uma andlise mais detalhada do crescimento
populacional de uma determinada espécie. Possui uma constante que permite considerar a
interacao entre os individuos e aos riscos de mortalidade, ou possiveis competi¢des de sobre-
vivéncia, é o que diferencia do método de Malthus.

O modelo de Verhulst ¢ um equacdo de diferenca ndo linear de primeira ordem e nao

homogénea expressa por

P(n+1) = (14 a)P(n) — BP*(n). (4.8)

O termo —f3z2(n) € considerado como o termo inibidor de crescimento, € a partir dele
que consideramos os recursos limitados ou a competi¢cdo entre espécies, mantendo um equilibrio
no crescimento ou decrescimento da populacdo, ele € expresso proporcionalmente ao nimero
de individuos P?(n) que disputam pela sobrevivéncia.

Considerando 4+ = 1 + « na equagdo (4.8), e considerando o termo inibidor de cresci-
mento, temos

P(n +1) = pP(n) - BP*(n),

onde p e [ sdo coeficientes a serem determinados.
Se considerarmos K como sendo a capacidade de uma determinada populagao, r a taxa
de crescimento intrinseca e sendo P, conhecido, podemos expressar P(n) em funcao de F,, da

seguinte forma

KF

P = 5w —n

Je ", 4.9)

que € solucao da equacao (4.8).

Para determinar a constante K, consideramos um conjunto de dados x;, que serdo me-
didos em um tempo discreto n;, por essa sequéncia sabemos que a sequéncia converge para
K a medida em que n; cresce infinitamente, esses pontos satisfazem uma funcio f continua,

descrita como

fzi) = ziy1.



4.3. AUMENTO DE USUARIOS DE INTERNET NO BRASIL 99

Entao,

n—00 n—00

Assim, a sequéncia de pontos determinados por (z;,x;,1) converge para (K,K), e desse
modo K € um ponto fixo, da funcdo f.
Podemos representar a populagdo P(n + 1) como y, x como sendo a populagdo em

P(n), onde K € o ponto fixo da equagdo
y =axr+ b,

as constantes a e b serdo determinadas a partir de uma regressao linear.

Da equacdo (4.9) € possivel obter o valor da taxa intrinseca 7,,, dada por

K
In (P()(W_l)) —1D(K—P0)

Deve se calcular a taxa ano a ano da qual vocé tenha acesso aos dados, de modo que a

1

Tp = ——

. (4.10)

taxa 7 a ser considerada seja a média aritmética dos valores /s obtidos.

Os resultados apresentados anteriormente podem ser encontrados em [2, 8] mais detalha-
damente, ndo explicitamos aqui, ja que trouxemos o modelo com o objetivo de causar interesse
na continuagdo do conteuido, possivelmente em trabalhos futuros.

Vamos utilizar esses resultados para calcular a quantidade de usudrios de internet no
Brasil. Os dados realizados em pesquisas forma obtidos no site do IBGE, assim como mencio-
namos na andlise de Malthus.

Apresentamos os calculos de maneira direta, foram realizados online?, e como o objetivo
aqui € mostrar apenas os dados finais, ndo abriremos os calculos.

Entdo a partir dos dados apresentados na Tabela 4.6 podemos determinar a lei de formacao

do modelo

Pn+1) = aP(n)+b
P(n+1) = 1.075P(n) + 61541.72.

Entdo o ponto fixo z* serd igual a

x* = K = —820556,

todos os valores sao expressos em milhdes.
Calculamos os 7/s a partir da equacdo (4.10) e sdo apresentados na Tabela 4.6, sendo

sua média r = 6,1585.

3Disponivel em: https://www.easycalculation.com/pt/statistics/regression.php
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Encontrados o ponto fixo, x* e o valor da taxa intrinseca r, podemos aplicar a férmula

de Verhulst, através da féormula (4.9), apresentamos os resultados na quarta coluna da Tabela

4.6.

Tabela 4.6: Quantitativo de Usuarios de Internet- Modelo Verhulst

| Ano | Usudrios Milhdes) | ;| P(n) | P(n)- Usudrios | Erro (%) |

2011 76,6 76,600 0 0

2012 80,9 5,63500 | 81,324 4,2400 0,52410
2013 85,8 5,6855 | 86,665 8,6500 1,0082
2014 94,2 6,6073 | 92,754 9,2754 9,8465
2015 102 6,6069 | 99,758 9,9758 9,7802
2016 107,9 6,1585 | 107,90 1,0790 1,0000
2017 120,7 6,4666 | 117,48 1,1748 9,7332
2018 126,9 6,01410 | 128,93 1,2893 1,0682

Fonte: Arquivo Pessoal

4.3.3 Comparacao dos modelos

Com haviamos comentado anteriormente 0 modelo de Malthus desconsidera fatores que
interferem no crescimento populacional, ele tende a crescer a medida que n aumenta tende ao
infinito. Enquanto que no modelo de Verhulst, a populacao tende a se estabilizar em algum

momento a medida que n» aumenta.

Tabela 4.7: Comparacao entre Modelo de Malthus e Verhulst

| Ano | Dados Oficiais | Modelo de Malthus | Erro (%) | Modelo de Verhulst | Erro (%) |

2011 76,6 76,600 0 76,600 0

2012 80,9 81,5892 0,8520 81,324 0,52410
2013 85,8 86,9034 1,2861 86,665 1,0082
2014 94,2 92,5638 -1,7370 92,754 9,8465
2015 102 98,5928 -3,3404 99,758 9,7802
2016 107,9 105,0145 -2,6742 107,90 1,0000
2017 120,7 107,9000 -10,6048 117,48 9,7332
2018 126,9 119,1400 -6,1151 128,93 1,0682

Fonte: Arquivo Pessoal

Pela Tabela 4.7 podemos observar que o modelo de Verhulst apresenta uma porcentagem
de erro bem menor que o modelo de Malthus, no entanto, ndo trabalhamos com equagdes de

diferencas nao lineares neste trabalho, mas fica aberto a oportunidade para trabalhos futuros.
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4.4 Populacao de Bisontes na América do Norte

Os bisontes sdo grandes mamiferos que vivem na América do Norte, também conhecidos
como Bisdo-Americano. J4 teve uma populacdo abundante, mas depois de longas cacadas,
restaram poucos. Faremos uma andlise da populagdo desses animais.

Supomos que
b(n) = [bi(n) ba(n) bs(n)]",

seja um vetor que representa a populacdo de bisontes da América do Norte.
Onde

e b;(n) — representa a quantidade de nascimentos.
e by(n) — quantidade de bisontes com um ano.
e b3(n) — quantidade de bisontes adultos.

Se a cada ano nascem 42% de bisontes do nimero de adultos do ano anterior, 60% dos
nascidos completam um ano, 75% dos que tinham um ano atingem a idade adulta e 95% dos
adultos sobrevivem dentro de um ano.

Com esses dados podemos montar o seguinte sistema de equagdes de diferencas linear

e autdbnomo,

ug(n +1) = 0,42u3(n),
ug(n +1) = 0,6u;(n),
ug(n+1) = 0,75uz(n) + 0,95u3(n).

Reescrevemos o sistema como

0 0 042 ui(n)
un+1)=106 0 0 |.| un)
0 0,75 0,95 ug(n)

Assim, podemos reescrever o sistema como
u(n 4+ 1) = Au(n).
Entdo a equacdo caracteristica da matriz A serd determinada por

0—XA 0 042
det(A—A)=det| 06 0-XA 0
0 0,75 095—\
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Entao
p(\) = =A% +0,95)% + 0,189

Pela Defini¢do 3.28 temos que
o(A) ={-0,774172 — 0,406292i ; 1,105} e p(A) = 1,105 > 1.
Portanto, do Teorema 3.30 e pelo corolario do Corolério 3.32, temos que
lim [Ju(n)| = oo,
n—00

que nos permite concluir que a populacdo de bisontes tende a aumentar ao longo do tempo,

apresentando um comportamento instavel.



Capitulo 5
Consideracoes Finais

Este trabalho teve como base o estudo de equagdes de diferencgas para a compreensao de
alguns modelos, de maneira geral, os estudos em sistemas dindmicos discretos podem ser apli-
cados em diferentes areas, como na Biologia, Economia, entre outras dreas do conhecimento.
Estudé-los é imprescindivel para previsao de acontecimentos futuros. Por mais que a andlise
que realizamos aqui seja introdutdria, servird de base para a compreensao de outros conceitos,
como o estudo dos sistemas nao lineares, que culminard nos estudos da teoria do Caos, entre
outros aspectos do campo de Sistemas Dinamicos que é uma 4rea grande e que tem muito onde
nos aventurarmos.

Pensamos ter atingido nosso objetivo de apresentar técnicas de resolugdes para equacoes
de diferencas lineares de primeira ordem e ordem superior, tanto homogéneas como nao ho-
mogéneas, mostrando alguns conceitos de estabilidade para a solu¢do geral dessas equacoes.
Para melhor entendimento dessas técnicas, foram apresentados alguns exemplos para colocé-
las em pratica. Também apresentamos técnicas de resoluciao para equacdes de diferencas de
ordem superior homogéneas e discorremos sobre sistemas lineares autdnomos, assim como,
ndo autdonomos. Estudamos alguns conceitos e critérios de estabilidade dos sistemas, princi-
palmente nos sistemas lineares autbnomos bidimensionais, € esses conceitos nos permitiram
analisar a estabilidade de alguns exemplos dados.

Por fim, apresentamos algumas aplicacdes de modelos populacionais. Os conceitos de
equagdes homogéneas foram fundamentais para a compreensdao do modelo de reproducao de
coelhos, representada por uma equacao de diferencas de segunda ordem, a partir das defini¢des
estudadas obtivemos a solucao geral do problema apresentado a Fibonacci, também para se cal-
cular pelo método iterativo o modelo de Malthus tanto para entendermos a taxa de Mortalidade
no Brasil de 2011 a 2018 , tanto para o aumento de usudrios de internet nesse mesmo periodo.

Mesmo nao tendo estudado no trabalho as equacdes de diferencas nao lineares, entender
0 processo iterativo realizado no calculo das equacgdes de diferencas lineares foi fundamen-

tal para calcularmos o aumento de usuérios de internet no modelo ndo linear apresentado por

103
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Verhulst.
A andlise de convergéncia e o conceito de ponto de equilibrio nos auxiliou a entender
o crescimento nao estavel da populagcdo de Bisontes na América do Norte, bem como a analise

do espectro de autovalores.
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