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RESUMO

Ha cerca de 2300 anos, um homem criou um método para calcular a distancia da Terra ao
Sol e da Terra a Lua. Na mesma €poca, outro homem conseguiu calcular a circunferéncia da
Terra com grande precisao, utilizando apenas instrumentos primitivos e o cérebro. Como eles
conseguiram realizar tais descobertas? Apesar de serem desprovidos de recursos técnicos e da
tecnologia do mundo moderno, esses homens tinham como aliada a parte da Matematica que
estuda as relacdes entre os lados e angulos de um tridngulo, e que torna possivel o cédlculo des-
sas enormes distancias e medidas: a Trigonometria. O objetivo desta monografia € destacar a
importancia dos estudos tedricos, das aplicagdes tedricas e das aplicagdes praticas de Trigono-
metria em algumas ciéncias e dreas do conhecimento humano, e a relevancia que esses estudos
e aplicacoes t€m na vida das pessoas. No decorrer do trabalho, estudaremos sobre a Trigono-
metria e suas propriedades, a fim de analisar o contexto de suas aplicacdes em algumas ci€ncias
e/ou dreas do conhecimento humano. Também realizaremos um experimento pratico, a fim de
demonstrar uma dessas aplicagdes.

Palavras-chave: Aplicacdes da Trigonometria. Ciéncias/areas do conhecimento humano. Ma-

tematica.



ABSTRACT

About 2300 years ago, a man created a method to calculate the distance from the Earth to the
Sun and from the Earth to the Moon. At the same era, another man was able to calculate the
circumference of the Earth with great precision, using only primitive instruments and the brain.
How did they manage to make such discoveries? Despite being devoid of technical resources
and technology of the modern world, these men had as an ally the part of mathematics that
studies the relations between the sides and angles of a triangle, and that makes possible the
calculation of these enormous distances and measures: the Trigonometry. The aim of this
monograph is to highlight the importance of theoretical studies, theoretical applications and
practical applications of Trigonometry in some sciences and areas of human knowledge, and the
relevance that these studies and applications have in people’s lives. In the course of the work,
we will study Trigonometry and its properties, in order to analyze the context of its applications
in some sciences and/or areas of human knowledge. We will also conduct a practical experiment
in order to demonstrate one of these applications.

Keywords: Applications of Trigonometry. Sciences/areas of human knowledge. Mathematics.
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Capitulo 1

Introducao

Desde que existe, o homem busca meios para conhecer e compreender o seu lugar no
mundo. Reflexdes e indagacdes acerca do Universo e de seu funcionamento sempre fizeram
parte da vida das pessoas: “Como surgiu o Universo? Como ele evoluiu? Para onde ele vai?
[...] Desde a menor particula até um grande agrupamento de galdxias, o que mantém tudo isso
funcionando?” (CONTADOR, 2008, p.15). Perguntas como essas, muitas das quais ficaram mi-
lhares de anos sem respostas, impulsionaram o ser humano a buscar meios e criar ferramentas
que servissem para responder ndo s a essas indagacoes, mas também a outras que porventura
surgissem com o passar do tempo - € que, de fato, surgiram. Vale ressaltar que nem todas as per-
guntas possuem alguma resposta definida, mas, segundo Contador (2008, p.16), “se existe uma
chave para a busca dessas respostas [...], ela deve ser encontrada no dominio da Matemdtica”.

Observando os fendmenos que acontecem no céu e na Terra, na continua busca por en-
tender o Universo e tudo o que lhe diz respeito, algumas civilizagdes antigas (como a grega,
por exemplo), avancaram consideravelmente através dos anos, no que se refere aos conheci-
mentos matematicos e demais conhecimentos cientificos. Fosse por curiosidade, ou mesmo por
necessidade (compreender o movimento dos planetas e outros corpos celestes, as mudangas en-
tre as estacOes uma apoOs a outra, a sucessao da noite pelo dia, entre outros acontecimentos),
uma das ciéncias que os antigos mais dedicavam-se a estudar era a Astronomia, € 0S avancos
significativos observados nessa ci€ncia, principalmente pelos gregos, se devem a drea da Ma-
tematica denominada Trigonometria. Os estudos, aplicacdes tedricas e aplicagdes praticas de
Trigonometria tiveram fundamental importancia na evolucdo das pesquisas referentes a Astro-
nomia na sociedade grega: “Com uma Astronomia avangada, os gregos tinham a necessidade
de calculos matematicos mais precisos € um melhor conhecimento e estudo sobre angulos, e foi
a Trigonometria que deu essa seguranga” (CONTADOR, 2008, p. 226). Com o passar dos anos,
o progresso das civilizagdes e a crescente necessidade de “expandir os horizontes do mundo”,
os estudos nessa drea da Matematica passaram a ser mais frequentes. O Renascimento (fim da

idade média), trouxe ao continente europeu inimeras transformacdes, tanto culturais quanto or-
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ganizacionais e também cientificas, dentre as quais podemos citar a expansao maritima através
das grandes navegagdes: “A partir do Renascimento, época da expansao maritima europeia, que
exigiu o desenvolvimento da Cartografia, a Trigonometria passou a ser utilizada nesta drea e em
Topografia” (OLIVEIRA, 2015, p.20).

Nesse sentido, analisando os notdveis avangos das sociedades antigas em relacdo a
ciéncia, tecnologia e cultura (o progresso dos estudos em Astronomia, a expansdao maritima, a
criacdo e estruturacdo de cidades, a construc@o de grandes edificios € monumentos, entre outros
feitos), e observando que muitos desses avancos perduram até os dias atuais (inclusive contri-
buindo significativamente para novos avangos), mostraremos nesta monografia a importancia
dos estudos tedricos, das aplicagdes tedricas e das aplicagdes praticas da Trigonometria em
algumas ciéncias e dreas do conhecimento humano.

Durante a realizacao da pesquisa e escrita desta monografia, utilizamos uma abordagem

qualitativa, com procedimentos de investigacao de cardter bibliografico.

Pesquisadores que utilizam os métodos qualitativos buscam explicar o porqué das
coisas, exprimindo o que convém ser feito, mas ndo quantificam os valores e as
trocas simbdlicas nem se submetem a prova de fatos, pois os dados analisados sdo
nao-métricos (sucitados e de interag@o) e se valem de diferentes abordagens (SIL-
VEIRA; CORDOVA, 2009, p.32).

Os dados analisados estdo contidos em livros, artigos, webpages, dissertacdoes de Mes-
trado, entre outros materiais relacionados ao tema da pesquisa. No decorrer do trabalho, reali-
zamos um experimento pratico simples, com a finalidade de demonstrar uma aplica¢do pratica
do tema estudado. Buscamos apresentar cada aplicagdo da maneira mais simples possivel, mas
sem fugir do rigor matematico adequado.

Estruturamos esta monografia em cinco capitulos, dispostos como segue.

No Capitulo 2, além da contextualizacao historica, abordaremos algumas definicdes e
resultados referentes & Geometria Plana, como por exemplo, a definicao de angulos, tridngulos
e arcos de circunferéncia.

No Capitulo 3, onde estudaremos especificamente sobre a Trigonometria, apresentare-
mos defini¢des, resultados, teoremas e exemplos referentes a Trigonometria na circunferéncia,
no triangulo retangulo e também em tridngulos quaisquer. Nesse capitulo, mostraremos uma
forma de calcular o seno, cosseno e tangente dos angulos notaveis, através de figuras simples,
e também construiremos uma tabela com os valores das razoes trigonométricas dos angulos e
arcos notaveis.

No Capitulo 4, apresentaremos uma aplica¢do da Trigonometria na Fisica, a saber, no
que diz respeito ao movimento ondulatério. Descreveremos algumas caracteristicas do movi-

mento ondulatdrio através das funcdes seno e cosseno, € mostraremos que existem ondas cujas



CAPITULO 1. INTRODUCAO 16

formas correspondem aos gréficos dessas duas fungdes. Ainda nesse capitulo, realizaremos um
experimento simples, cuja intencdo é demonstrar o comportamento de ondas estaciondrias em
uma corda (ou em materiais similares).

No Capitulo 5, estudaremos sobre as séries de Fourier como uma aplicacdo da Trigono-
metria em Matemadtica. Nesse capitulo, mostraremos as caracteristicas de uma fun¢ao determi-
nada por uma série de Fourier, e apresentaremos algumas defini¢des e resultados importantes
para a determinacdo dessas funcgdes através das séries de Fourier. Apresentaremos também um
teorema que garante a convergéncia de uma série de Fourier. Para compreensao desse capitulo,
€ necessario um conhecimento prévio sobre sequéncias e séries numéricas.

Os gréficos e figuras encontradas no trabalho, e cuja fonte sdo o arquivo pessoal do
autor, foram feitas através do software Microsoft PowerPoint, € também através do software de

distribui¢do gratuita GeoGebra.



Capitulo 2
Nocoes Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos, além do contexto histdrico, algumas defini¢des e resul-
tados introdutérios que julgamos necessdrios para o entendimento dos conteddos apresentados
nos capitulos posteriores.

Na secdo inicial, na qual trataremos da Historia da Trigonometria, estudaremos a res-
peito das contribui¢cbes mais notdveis que diferentes povos antigos deram a essa drea da Ma-
temdtica, com maior destaque as contribuicdes dadas pelos egipcios, pelos babilonios e pelos
gregos. Na secdo subsequente, estudaremos algumas nocdes de Geometria, analisando deter-
minados elementos que sdo essenciais para o entendimento inicial de Trigonometria. Na tltima
secdo deste capitulo, apresentaremos as no¢des de Arcos e angulos em uma circunferéncia, e
essa secao servird de ponte para o tratamento da Trigonometria no capitulo seguinte.

A elaboragao deste capitulo foi baseada nas referéncias [2, 4, 7, 12].

2.1 Um pouco da Histéria da Trigonometria

Nesta se¢do, apresentamos uma parte da histéria da drea da Matematica (ou, de acordo
com [4], ciéncia) hoje chamada de Trigonometria.

Assim como outros ramos da Matematica, a Trigonometria ndo tem uma origem defi-
nida. Isso talvez deva-se ao fato de que essa drea da Matemdtica nao seja obra de uma tnica
pessoa, ou mesmo de um unico povo (ou na¢do), mas tenha recebido intimeras contribuicdes de
diferentes povos, cada qual com os seus costumes, culturas e concepcdes a respeito da vida e
do Universo (o que possibilitou a constru¢dao de um pensamento matematico singular, inerente
a cada individuo, povo ou na¢do). Evidéncias dessas contribuicdes mutuas para o desenvol-
vimento da Matematica como ciéncia, e, mais especificamente, da Trigonometria como uma
area dessa ciéncia, podem ser encontradas tanto no Papiro Rhind, quanto na Tableta Plimpton
322, pecas/documentos/artefatos histéricos produzidos por egipcios e babildnios, respectiva-

mente, que hoje fazem parte do acervo do Museu Britanico de Londres e da Universidade de
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Columbia - EUA (respectivamente), e que t€ém valor inestimével para a Hist6tia da Matematica,
pois sdo as principais fontes de informagdes referentes a Matematica desses povos. Essas pecas
sdo a prova de que diferentes povos antigos, que viveram aproximadamente na mesma época,
empregaram, a sua maneira e segundo suas proprias necessidades, além de diversas outras
definicdes matemadticas, conceitos do que atualmente se conhece por Trigonometria; além de
conter informacdes, definicdes e problemas de diversas dreas do conhecimento matemaético, se-
gundo [4] e [7], o Papiro Rhind e a Tableta Plimpton 322 também contém variados teoremas
e problemas relacionados (com conceitos equivalentes) aos lados de tridngulos semelhantes, a
cotangente do angulo da base de uma piramide e também uma notdvel tabela de secantes, entre
outras informacoes relevantes.

O Papiro Rhind (Figura 2.1) é um documento egipcio datado de cerca de 1650 a.C.,
que, conforme diz [7], p. 69, contém 85 problemas copiados em escrita hierdtica' por um
escriba chamado Ahmes de um trabalho mais antigo (datado do periodo de 2000 a.C. a 1800
a.C., segundo [4]). De acordo com [7], p.70, a importancia desse papiro reside no fato de ele
ser uma fonte primdria rica sobre a Matematica egipcia, pois, além de descrever os métodos
de multiplicacdo e divisdo dos egipcios, suas aplicacdes para fragdes unitdrias, sua solugdo
para o problema da determinagdo da drea do circulo, também continha muitas aplicacdes da

Matematica a problemas préticos do cotidiano.

Figura 2.1: Papiro Rhind

Fonte: Wikipedia (2019)

!Escrita hierdtica era uma modalidade de escrita egipcia realizada em papiro, no formato cursivo, e era paralela
aos hieréglifos egipcios (modalidade de escrita geralmente empregada em argila, formada por conjuntos de signos
e figuras, e utilizada em textos religiosos, paredes de templos, artefatos sagrados, etc.). Fonte: [6]



CAPITULO 2. NOCOES PRELIMINARES 19

A Tableta Plimpton 322 (Figura 2.2) é uma tdbua babilonica em escrita cuneiforme, no
sistema sexagesimal, datada aproximadamente entre 1900 a.C. e 1600 a.C., tendo seu conteido
descrito em 1945 (de acordo com [4], p.85 e [7], p.63). A tableta recebeu esse nome pelo fato
de pertencer a cole¢do G.A. Plimpton da Universidade de Columbia, e estar catalogada com o
nimero 322.

Devido a lamentéveis infortinios, segundo [7], parte da tableta esta danificada:

Infelizmente perdeu-se um pedaco de todo o seu lado esquerdo devido a uma racha-
dura; além disso a tdbula posteriormente foi danificada com a perda de uma lasca
profunda em seu lado direito, a altura da metade, e por um descamamento no canto
superior esquerdo. Exames revelaram a existéncia de cristais de uma cola moderna
ao longo da rachadura do lado esquerdo. Isso sugere que a tabula provavelmente es-
tava inteira quando foi desenterrada e que posteriormente se quebrou, tendo havido
uma tentativa de colar as duas partes que, por fim, acabaram se separando ([7], p.
63).

Apesar dos danos, a tableta ainda fornece preciosas informagdes acerca da Matemaética
babilonica. Informacdes mais detalhadas sobre a Plimpton 322 podem ser encontradas em [7].
De acordo com o autor, um exame minuncioso € um estudo mais aprofundado sobre a tableta
nos revela que ela € uma tdbua de secantes para os angulos de 45° a 31°, “formada por meio
de tridngulos retangulos de lados inteiros, em que se verifica uma variagdo em saltos regulares
na fun¢do em vez de no angulo correspondente” (p.66). Ainda segundo [7], € provavel que
existissem outras tdbuas, com informacdes semelhantes sobre angulos de 0° a 15° e de 16° a
30°.

Figura 2.2: Tableta Plimpton 322

Fonte: Wikipedia (2018)

No entanto, embora essas relacdes entre angulos e lados de tridngulos estejam presentes
no Papiro Rhind e na Tableta Plimpton 322, segundo [2], no periodo pré-helénico (isto €, antes

da hegemonia grega no mundo ocidental), ainda ndo existia o conceito de medida de angulo:
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“Dada a falta, no periodo pré-helénico, do conceito de medida de angulo, um tal estudo seria
melhor chamado “trilaterometria”, ou medida de poligonos de trés lados (trilateros), do que
“trigonometria”, a medida das partes de um tridngulo”(p.108, grifos do autor). De acordo com
[4] e [2], foram os gregos que desenvolveram um estudo mais aprofundado acerca das relacoes
entre angulos (ou arcos) em um circulo, e os respectivos comprimentos de suas cordas. Esse de-
senvolvimento se deu gracas a grande quantidade de informagdes que receberam dos babilonios
através do comércio e da conquista, segundo [4], p.225. Por essa razao, € interessante ressaltar
que, “no inicio, a Trigonometria baseava-se na fun¢do corda de um arco de circulo com raio
arbitrdrio, e ndo na funcdo seno como é o padrao atual” ([4], p.255).

Segundo [4], p.224, a Trigonometria evoluiu “devido a duas aplicacdes bésicas: uma foi
a necessidade de aplicacdes tedricas; a outra, e principal, foi a necessidade de uma aplicacdo
pratica, a Astronomia”. De fato, a Historia nos diz que, durante muito tempo, Trigonometria
e Astronomia eram praticamente uma Unica Ciéncia, de tal modo que o desenvolvimento de
uma desencadeou o desenvolvimento da outra: o avanco da Astronomia trouxe aos gregos a
necessidade de cdlculos matematicos mais precisos € um melhor conhecimento e estudo sobre
angulos, e essa seguranca foi alcancada gracas aos seus estudos em Trigonometria.

Dentre os principais responsaveis por esse desenvolvimento da Trigonometria e da As-

tronomia grega, podemos citar:

1. Menelau de Alexandria, que escreveu um trabalho chamado Sphaerica, composto de
seis livros, dos quais trés se perderam; os outros trés foram preservados, mas em uma
versao arabe ([4], p.226; [7], p.203). Nesses trés livros encontram-se estudos sobre
triangulos esféricos, relacionando-os aos triangulos planos, cujas proposi¢oes foram es-
tabelecidas por Euclides (Livro I); teoremas e outros assuntos relacionados a Astronomia
(Livro II); e estudos sobre as relagdes entre angulos e cordas numa esfera, ou, em ou-
tras palavras, a Trigonometria esférica da época (Livro IIT). E também no Livro III onde

aparece o Teorema de Menelau®.

2. Aristarco de Samos, que, em seu trabalho: Dos tamanhos e distdancias do Sol e da Lua,

determinou as distancias da Terra ao Sol e da Terra a Lua’.
3. Eratostenes de Cirene, que calculou a medida da circunferéncia da Terra.

4. Hiparco de Nicéia, a quem € atribuido um tratado em 12 livros que trata da construgio
de uma tdbua de cordas. De acordo com [4], “Hiparco € responsdvel pela primeira
publicacdo de uma tabela trigonométrica e também pela introdugdo, na Grécia, do circulo

com 360°” (p.226). Por conta disso, ganhou o titulo de Pai da Trigonometria.

2Se uma transversal intercepta os lados BC, CA, AB de um tridngulo nos pontos L, M e N, respectivamente,

entdo (§5)(25)(§£4) =-17 ([7], p-203, 204).

3Pode-se encontrar informacdes detalhadas sobre os cdlculos dessas distincias em ([4], p.356)
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5. Claudio Ptolomeu de Alexandria, que ¢ citado como udltimo grande astrénomo grego, e
cujo tratado sobre Astronomia conhecido como Almagesto*, é tido como o trabalho grego
definitivo sobre essa Ciéncia. Composto de treze livros, o trabalho contém uma tdbua de
cordas (segundo [7], no Livro I), em que esta exposto o estudo sobre os comprimentos
das cordas dos angulos centrais de um circulo dado, além de outros topicos relevantes.

(Um estudo mais detalhado sobre a obra de Ptolomeu pode ser encontrado em [2], [4] e

[7D).

Com o passar do tempo e o avangar dos séculos, estudiosos de diversos outros povos
e nacdes (drabes, hindus, ingleses, italianos, etc.) também deram suas contribui¢des para o
desenvolvimento da Trigonometria, e seus estudos foram notdveis e essenciais para a percepcao
e para o aperfeicoamento das varias aplicacdoes que essa area da Matemdtica tem, tanto na

propria Matematica, quanto em outras Ciéncias e/ou dreas do conhecimento humano.

2.2 Nocoes de Geometria

Nesta secdo, apresentamos alguns elementos de Geometria que sdo importantes para a
constru¢do dos conceitos, e também para o entendimento basico inicial de Trigonometria. Sao
eles: angulo, triangulo e triangulo retangulo.

A — —
Definicao 2.1 (Angulo). Consideremos duas semirretas OM e ON no plano. A reunido dessas
duas semirretas forma um angulo de vértice O e lados O—]\>/[ e O—]>\f , conforme a Figura 2.3. De
modo genérico, de acordo com [12], “angulo € a reunido de duas semi-retas de mesma origem

mas nao continuadas na mesma reta” (p.2).

" — —
Figura 2.3: Angulo formado pelas semirretas OM e ON

Fonte: Arquivo pessoal

“De acordo com [7], esse tratado de ampla influéncia cientifica foi baseado nos escritos de Hiparco, e é famoso
por sua “compacidade e elegancia”(p.204). Para distinguir o tratado de Ptolomeu de outras cole¢des menores sobre
Astronomia, associou-se a ele o superlativo magiste, ou “maior”. Quando traduzido para o 4drabe, ganhou o prefixo
al, sendo a partir de entdo conhecido como Almagesto, ‘0 maior”.
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Na Figura 2.3, leia-se: angulo M ON (ou angulo N oM ).

Consideremos ainda o angulo M ON da Figura 2.3. Sua medida € dada pela notacao
m(M ON ), e estd associada a regifio que ele ocupa no plano. Para encontrar essa medida,
geralmente divide-se um circulo (ou circunferéncia) C, de centro O e raio r, em 360 partes
iguais (cada uma dessas divisdes correspondem a 360 do circulo original). Chama-se angulo
de 1° (angulo de um grau) ao angulo correspondente a uma dessas divisdes. Ou seja, o angulo

de 1° tem valor igual a do circulo. Falaremos mais a respeito da Trigonometria na

360
Circunferéncia na Segdo 3.1.

Definicao 2.2 (Angulo reto, angulo agudo, Angulo obtuso, Angulo nulo e Angulo raso).
i) Um angulo € reto quando tem a medida de 90°;
i1) Todo angulo cuja medida seja menor do que 90° € chamado de dngulo agudo;
ii1) Todo angulo cuja medida seja maior do que 90° € chamado de dngulo obtuso;
iv) Se as extremidades de duas semirretas coincidem, elas determinam um angulo nulo;

v) Se as semirretas t€ém extremidades opostas, elas determinam dois dngulos rasos, cuja
medida € de 180°.

Definicao 2.3 (Angu]os Suplementares). Dois angulos sdo chamados de suplementares quando

a soma de suas medidas € igual a 180° (um € o suplemento do outro).

Figura 2.4: Angulos AOB, RST e sua soma

Fonte: Arquivo pessoal

Notemos, na Figura 2.4, que a soma dos angulos AOB e RST, é um angulo raso.
Em outras palavras, m(AOB) + m(RST) = 180°. Portanto, AOB ¢ RST sio angulos
suplementares (A@B € o suplemento de RST e RST é o suplemento de A@B).
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Figura 2.5: Angulos C’lA)E, P@R e sua soma

D
R

E p @

Fonte: Arquivo pessoal

Definicao 2.4 (Angulos complementares). Dois angulos sdo chamados de complementares
quando a soma de suas medidas € igual a 90° (um complementa o outro).

Na Figura 2.5, a soma dos angulos CDEe P@R ¢ um angulo reto. Ou seja, m(CﬁE)—l—
m(PQR) = 90°. Portanto, CDE e P@R sdo angulos complementares (CZA)E ¢ o comple-
mento de P@R e P@R € o complemento de C'ZA?E).

Definicdo 2.5 (Tridngulo). Sejam A, B e C, trés pontos distintos e ndo colineares® no plano.

Esses trés pontos determinam trés segmentos de reta: AB, BC e AC. O Tridngulo ABC' (Fi-

gura 2.6) é formado a partir da reunido desses segmentos de reta.

Figura 2.6: Triangulo ABC

B

A 5 c

Fonte: Arquivo pessoal

Dizemos que os segmentos AB, BC' e AC sdo os lados do triangulo ABC, e os pontos
A, B e C sdo os seus vértices. Em relacdo as medidas dos lados, dizemos que AB = c,
BC = a,e AC = b (isto €, AB tem medida ¢, BC tem medida a, e AC tem medida b).

SPontos ndo colineares sdo aqueles que niio pertencem a mesma reta. Os pontos que pertencem a mesma reta
sdo chamados de colineares.
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No tocante as medidas dos angulos, temos que A= B%AlC, B= A§C, e C=ACB (ou
seja, BAC tem medida A, e assim sucessivamente). Vale ressaltar que, em qualquer tridngulo,

a soma das medidas dos angulos internos € igual a 180°.

Definicao 2.6 (Triangulo retangulo). Um tridngulo ABC' € retangulo quando um de seus

angulos internos mede 90°, ou seja, € um dngulo reto.

Figura 2.7: Triangulo retangulo

B

A b C

Fonte: Arquivo pessoal

Dizemos que o tridngulo da Figura 2.7 é reto em A. Os lados AB = ce AC = b, sdo
chamados de Catetos. O lado BC' = a, é chamado de Hipotenusa6.

O Teorema que leva o nome do grande Filosofo e Matematico grego Pitdgoras € uma
relacdo extremamente importante entre os lados de um Triangulo Retangulo. Esse Teorema nos
diz basicamente que, tendo as medidas de dois lados quaisquer de um Tridngulo Retangulo,

temos a possibilidade calcular a medida do terceiro lado.

Teorema 2.7 (Teorema de Pitagoras). Em qualquer Tridngulo Retangulo, o quadrado da hi-

potenusa € igual 2 soma dos quadrados dos catetos. Pela Figura 2.7, temos que a? = b% + 2.

Demonstracao: Diversas demonstragdes do Teorema de Pitdgoras podem ser encontradas em

[5], p. 24 - 54. O

2.3 Arcos e angulos em uma circunferéncia

Nesta sec¢do, realizamos um estudo sobre arcos e angulos em uma circunferéncia, apre-
sentamos as defini¢des e propriedades acerca de suas medidas. Também apresentamos nesta

secdo uma nova unidade de medida para angulos, as relacdes existentes entre 0s arcos € 0s

Vale ressaltar que, em qualquer tridngulo retdngulo, a hipotenusa sempre serd o lado oposto ao Angulo reto.
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angulos de uma circunferéncia, e uma forma de calcular a medida do 4ngulo central a partir
da medida do raio da circunferéncia e de um arco dessa mesma circunferéncia. Esta se¢do € a

ponte para a se¢ao inicial do capitulo seguinte.

Definicao 2.8 (Arcos de circunferéncia). Consideremos uma circunferéncia cujo centro seja
o ponto O, e um angulo central AOB, em que A e B sdo pontos em comum do dngulo e da

circunferéncia, conforme a Figura 2.8.

Figura 2.8: Arco AXB

A

B

Fonte: Arquivo pessoal

Dizemos que a circunferéncia fica dividida em dois arcos de circunferéncia: o arco
—_— —_—

AX B, arco menor, e 0 arco AY B, arco maior’. Os pontos A e B sdo as chamadas extremidades

do arco.
Os casos especiais de arcos de circunferéncia sao:

1. Semicircunferéncia: Quando as extremidades do arco sdo também as extremidades de
um diametro da circunferéncia, dois arcos sao formados, cada um dos quais é chamado

de Semicircunferéncia.

2. Arco Nulo e Arco de uma volta: Quando as extremidades do arco coincidem, dois arcos
sao determinados, sendo que um deles é um ponto. Esse ponto € chamado de Arco Nulo.

O outro arco formado € a propria circunferéncia, a qual denomina-se Arco de uma volta.

2.3.1 Medidas de Arcos

Consideremos um arco AB. A medida de AB em relag@o a um arco unitdrio 7 nao nulo
e de mesmo raio que AB € dada pela quantidade de vezes que o arco n “cabe” no arco AB.
Na Figura 2.11, vemos que o arco n cabe 8 vezes no arco AB. Logo, a medida de AB

¢ 8, ouseja, AB=8-arcou

"Geralmente considera-se apenas o arco menor, de modo que podemos chama-lo simplesmente de arco AB.
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Figura 2.9: Semicircunferéncia

LN

y

—
B

Fonte: Arquivo pessoal

Figura 2.10: Arco de uma volta

Qe
R
I
™

Fonte: Arquivo pessoal

Figura 2.11: Medidas de arcos

B

A

Fonte: Arquivo pessoal

Unidades de medida para os angulos em uma Circunferéncia

As unidades de medida usuais para arco siao duas: o grau e o radiano.
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Definicao 2.9 (Grau). Pela Definicdo 2.1, vemos que o angulo de 1° corresponde a uma parte

igual 360 de um circulo ou circunferéncia qualquer. Podemos entdo dizer que o Grau (cujo

simbolo € °), € “um arco unitdrio igual a 360 da circunferéncia que contém o arco a ser
medido”([12], p.26).
Todo arco de uma circunferéncia estd associado a um angulo central dessa circun-

feréncia, conforme ilustra a Figura 2.12.

Figura 2.12: Arco AB associado ao angulo central AOB

A

B

Fonte: Arquivo pessoal

A partir disso, podemos enunciar o seguinte: “a medida (em graus) de um arco de cir-
cunferéncia € igual a medida do angulo central correspondente” ([12], p.26). Podemos também
observar que a medida de um arco, em graus, nao depende do raio da circunferéncia, conforme

pode-se observar pelas circunferéncias representadas na Figura 2.13.

Figura 2.13: Arcos de 45° e 60°

Fonte: Arquivo pessoal

Observemos que, na circunferéncia da esquerda, m(]\7[]\\f )= m(m) = m(]\m’ ) =

45°, e na circunferéncia da direita, m(]\7[]\\f) = m(m) = m(m’) = 60°.

Definicao 2.10 (Radiano). O Radiano, cujo simbolo é rad, € um arco unitario de comprimento

igual ao raio de uma dada circunferéncia. Em outras palavras, € a razao entre o comprimento de
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um arco e o raio (de mesmo comprimento) da circunferéncia que contém o arco a ser medido.

Figura 2.14: Radiano (m(@) = 1rad)

r

r
Fonte: Arquivo pessoal

Sabemos que uma circunferéncia tem a medida de 360°. Como ndo € tao facil dizer
exatamente qual € a medida de uma circunferéncia em radianos, € possivel chegar a uma no¢ao
intuitiva dessa medida considerando algumas construgdes®. Pode-se entio estabelecer as se-

guintes correspondéncias para a conversdo das unidades de grau para unidades de radiano:
360° <+ 27 rad 2.1

Analogamente, 180° < 7 rad 2.2)

2.3.2 Medidas de angulos

Para medir um determinado angulo em radianos, deve-se construir uma circunferéncia
cujo centro seja O e o raio sejar (como na Figura 2.15), e depois calcular quantos radianos mede
o arco determinado. Em outras palavras, deve-se calcular o quociente entre o comprimento ! do

arco determinado pelo angulo e o raio da circunferéncia.

Figura 2.15: Medidas de angulos em radianos

Fonte: Arquivo pessoal

8Uma dessas construgdes pode ser encontrada em [12], p.27
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A relagdo entre o angulo, o comprimento do arco e o raio da circunferéncia é:

[
a = — (medida de o em radianos) (2.3)
r

Exemplo 2.11. Um angulo central nOm é tal que determina numa circunferéncia de raio r
— 15¢m um arco AB de medida [ = 24 ¢m. Qual € a medida de nOm?

A medida do angulo nam, denotado por « sera:
[ 24 8
Ty Ty
Exemplo 2.12. Calcular o comprimento [ do arco 5?2 definido numa circunferéncia de raio r
= 10 e¢m, por um angulo central de 60°.

O angulo O]gQ pode ser representado graficamente como na Figura 2.16.

Figura 2.16: Angulo central OﬁQ e Arco 522

Fonte: Arquivo pessoal

Pelas relacdes expressas em (2.1) ou (2.2), podemos converter o angulo central O]SQ
. . N s
(que denotaremos por «) de graus para radianos. Feita a conversao, temos que o = 3 rad.

Dai, l
a=- = l=ar = l:g~10 — [ =10,472 cm.
T



Capitulo 3

Trigonometria

De acordo com [4] (2008, p. 223), o nome Trigonometria € derivado do grego tri, cujo
significado € trés, mais gonia, que significa dngulo, mais metron, que significa medida. A
Trigonometria € entdo a parte da Matemadtica que estuda relacdes entre as medidas dos lados e
dos angulos de Triangulos, tendo suas bases fundamentadas em triangulos retangulos, embora
os estudos possam estender-se também a tridngulos quaisquer.

Neste capitulo, abordaremos algumas defini¢des que julgamos necessdrias para a com-
preensdo deste trabalho. O objetivo € apresentar os fundamentos da Trigonometria e seus con-
ceitos principais, de modo que se possa compreender os conceitos mais avancados de Trigono-
metria, além de suas aplicacdes em Matemadtica e em outras ciéncias e/ou areas. Consideramos
este capitulo como um dos pilares deste trabalho, tendo em vista a importancia da compreensao
dos conceitos basicos aqui apresentados para o avanco nos estudos. As principais referéncias
utilizadas para a elaboragdo deste capitulo foram [10, 12].

Na secdo inicial, onde estudaremos a respeito da Trigonometria na circunferéncia,
apresentaremos o ciclo trigonométrico, ¢ também as razées trigonométricas seno, cosseno
e tangente nessa circunferéncia, bem como os conceitos iniciais das fun¢oes trigonométricas
cujo nome é o mesmo. A seguir, trataremos da Trigonometria no tridngulo retangulo, anali-
sando as razdes trigonométricas e suas propriedades, agora tendo como base essa figura geométrica.
Nessa mesma secao, discutiremos sobre as relacdes entre seno, cosseno e tangente no tridngulo
retangulo. A seguir, apresentaremos o cdlculo do seno, cosseno e tangente dos angulos notaveis
(isto €, os angulos de 30°, 45° e 60°), a partir de figuras simples, € montaremos uma tabela
com esses valores. Por fim, apresentaremos também um estudo bésico a respeito da Lei dos
Cossenos e da Lei dos Senos, estudando a Trigonometria em tridngulos quaisquer, finalizando

assim este capitulo.

3.1 Trigonometria na circunferéncia

O objetivo desta se¢do € apresentar um estudo acerca da Trigonometria na circunferéncia.

No decorrer desta parte do trabalho, discorreremos a respeito do ciclo trigonométrico (ou cir-

30
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cunferéncia trigonométrica), apresentando algumas defini¢des e propriedades. Também estu-
daremos a respeito das razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente' expressas na circun-
feré€ncia trigonométrica, suas propriedades e sua relagdo com as fungoes trigonométricas de

mesmo nome.

3.1.1 O ciclo trigonométrico

Consideremos uma circunferéncia de centro O e raio r = 1, em um sistema cartesiano
ortogonal sobre um plano. Podemos notar que o comprimento dessa circunferéncia € igual a
2m,jaque r = 1.

Figura 3.1: O Ciclo trigonométrico

Q

Fah
N

0
Fonte: Arquivo pessoal

Consideremos um ponto P na circunferéncia. A cada nimero real = no intervalo

0 < x < 2, podemos associar um unico ponto A da circunferéncia, do seguinte modo:

1°) Se = O, ou seja, se Se x coincide com a origem do ciclo trigonométrico, o ponto A

coincide com P, conforme a Figura 3.2.

Figura3.2: x=0=P=A
Q

Fonte: Arquivo pessoal

Existem outras razdes trigonométricas que sio obtidas através do ciclo trigonométrico, e que sdo as razdes
inversas as ja citadas. Sdo elas: secante (inverso do cosseno), cossecante (inverso do seno) e cotangente (inverso
da tangente)
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2°) Se x > O, entdo realiza-se, a partir de P, um “percurso” de comprimento igual a x,
no sentido anti-horario, e depois marca-se o ponto A como o ponto final do percurso, de

modo que A > P conforme a Figura 3.3.
Figura33: 2 >0 =A>P
Q

\ 4

Ql

Fonte: Arquivo pessoal

A circunferéncia definida acima, com origem em P, é chamada de ciclo trigonométrico
ou circunferéncia trigonométrica. Se o ponto A estd associado ao nimero x, dizemos que A é
a imagem de x no ciclo.

Resumidamente, podemos definir o ciclo trigonométrico como segue:

Definicao 3.1 (Ciclo trigonométrico). O ciclo trigonométrico é uma circunferéncia de raio
unitdrio, cujo centro estd na origem do plano cartesiano, e na qual, a cada ponto x € [0, 27),
pode-se associar um unico ponto A da circunferéncia, que chamamos de imagem de x no ciclo.
Veremos que a abscissa e a ordenada desse ponto recebem nomes especiais, dados pelas razées

trigonométricas na circunferéncia.
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3.1.2 Razoes trigonométricas na circunferéncia

Considerando um ciclo trigonométrico de origem P e raio O P, cuja medida ¢ igual a
1, associamos trés eixos ao ciclo trigonométrico para o estudo das razdes trigonométricas na

circunferéncia. Sio eles:

1°) Eixo dos Cossenos (u), cuja direcdo é O P, e tem o sentido positivo O — P;

2°) Eixo dos Senos (v), cuja dire¢do é perpendicular ao eixo dos cossenos (v_Lu), por O, e

sentido positivo O — @, sendo @ tal que ]/DZQ = g;

3°) Eixo das Tangentes (t), que é paralelo a v por P, e cujo sentido positivo é o mesmo do

eixo v.

Podemos ver a representagdo desses eixos na Figura 3.4.

Figura 3.4: Eixos no ciclo trigonométrico

Q1" g

v

Fonte: Arquivo pessoal

Sabemos que o Sistema Cartesiano Ortogonal divide o plano em quatro regides cha-
madas de Quadrantes. Por sua vez, os eixos u e v dividem a circunferéncia em quatro arcos:
]5@, 6513’ , ]5@ e 67’71 Considerando um nimero real & qualquer, e sua imagem A no ciclo,
podemos observar que a imagem de x pertence a algum desses arcos em cada quadrante (por
exemplo, se x estd no 1° Quadrante, entdo A € ﬁ@; se x estd no 2° Quadrante, entdo A € éﬁ’ ,

e assim por diante).
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Definicao 3.2 (Seno). Consideremos um nimero real € [0, 27], e a sua imagem A na Cir-
cunferéncia Trigonométrica. O seno de x, indicado por senz, € a ordenada OA; do ponto A

em relagdo ao sistema uOwv, conforme pode-se observar pela Figura 3.5.

Figura 3.5: Seno
Q v

QS
=V

Fonte: Arquivo pessoal

Notemos que a imagem A é dnica para cada nimero real = € [0, 27], e o valor de senz
também € tnico para cada imagem A (ou seja, OA; = sen z).

Ainda em relacdo ao seno na circunferéncia, observemos os seguintes fatos:

1°) senx € positivo quando x estd no primeiro ou no segundo quadrante;

Figura 3.6: Seno positivo
0<0A <1=0<senx<1)

Fonte: Arquivo pessoal



CAPITULO 3. TRIGONOMETRIA 35

2°) senx € negativo quando x estd no terceiro ou no quarto quadrante.

Figura 3.7: Seno negativo
(—1<0A; <0=—-1<senz <0)

Ay Ay
0 =% 0 u
P' P’
____\VA A
A 1 1\[___ A

Fonte: Arquivo pessoal

Assim, para cada x € [0, 27], temos —1 < senz < 1, o que nos diz que —1 é o valor
minimo de senx, e 1 € o valor mdximo de sen x.

Podemos sintetizar o sinal de sen x conforme a Figura 3.8.

Figura 3.8: Sinal de sen x em cada quadrante
A

A 4

Fonte: Arquivo pessoal

Notemos que senx € crescente se  percorre o primeiro ou o quarto quadrante, e de-
crescente se x percorre o segundo ou o terceiro quadrante.
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Definicao 3.3 (Cosseno). Dado um nimero real x no intervalo [0, 27], e a sua imagem A na
circunferéncia trigonométrica, o cosseno x, indicado por cos z, € a abscissa O A; do ponto A

em relacdo ao sistema uOv, conforme a Figura 3.9.

Figura 3.9: Cosseno

Fonte: Arquivo pessoal

A imagem A ¢é tnica para cada nimero real = € [0, 2], e o valor de cos x também ¢
tnico para cada imagem A (ou seja, O Ay = cos x).
Assim como no seno, também podemos observar algumas propriedades em relaciao ao

cosseno na circunferéncia:

1°) cosz é positivo quando @ estd no primeiro ou no quarto quadrante;

Figura 3.10: Cosseno positivo
0<0A;<1=0<cosz <1)

Fonte: Arquivo pessoal
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2°) cos x € negativo quando @ estd no segundo ou no terceiro quadrante.

Figura 3.11: Cosseno negativo
(-1 <0A; <0=-1<cosz <0)

A
4
My

Fonte: Arquivo pessoal

Assim, para cada x € [0, 27|, temos —1 < cosz < 1, o que nos diz que —1 é o valor minimo
de cos x, e 1 é o valor mdximo de cos x.

O sinal de cos x pode ser sintetizado como na Figura 3.12.

Figura 3.12: Sinal de cos x em cada quadrante

A

A 4

- +

Fonte: Arquivo pessoal

Notemos que cos x € crescente se  percorre o terceiro ou o quarto quadrante, e decres-

cente se x percorre o primeiro ou o segundo quadrante.
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Definicao 3.4 (Tangente). Consideremos um niimero real « no intervalo [0, 27|, em que = # g
—

3T . . S . .
e x # —, e suaimagem A na circunferéncia trigonométrica. Consideremos também areta O A,
e seja 1" a sua interseccdo com o eixo das tangentes. A fangente de x, indicada por tgx € a

medida algébrica do segmento PT, conforme mostra a Figura 3.13.

Figura 3.13: Tangente
Q v t

P’ 0

o

Fonte: Arquivo pessoal

T 3T —
Para x = —, o ponto A estd em @, e para x = 5 A estiem Q’, e areta OA fica
paralela ao eixo das tangentes, de modo que o ponto 7' ndo existe e tg x nao estd definida.

A tangente tem as seguintes propriedades na circunferéncia:

1°) A tgx é positiva quando x estd no primeiro ou no terceiro quadrante;

Figura 3.14: Tangente positiva
(PT >0= tgz > 0)

Fonte: Arquivo pessoal
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2°) A tgx € negativa quando x estd no segundo ou no quarto quadrante.

Figura 3.15: Tangente negativa
(PT < 0= tgz <0)

t A

Fonte: Arquivo pessoal

A tangente € crescente em todos os quadrantes, isto €, se x percorre qualquer um dos
quatro quadrantes, tgx é crescente. Dai, dados dois valores x; € x5 no ciclo, com z; < zo,
temos oy < g, 0 que implica no fato de que P17} < P15, ou seja, tgx; < tgzo, por
propriedade da Geometria Plana.

O sinal da tangente pode ser esquematizado como na Figura 3.16.

Figura 3.16: Sinal da tgx em cada quadrante

N

v

_|_ —

Fonte: Arquivo pessoal

O estudo das razoes trigonométricas no ciclo trigonométrico é o pontapé inicial para o

estudo das Fungées Trigonométricas, conforme veremos na proxima subsec¢ao.
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3.1.3 Funcoes Trigonométricas

As discussoes acerca das funcdes trigonométricas sao bastante extensas, pois envolvem
diversas outras propriedades além das propriedades que até aqui foram vistas, e daquelas que
serdo apresentadas adiante no decorrer do trabalho. Diante disso, nesta subsecao, faremos um
breve estudo acerca das func¢des seno, cosseno e tangente. Um estudo detalhado dessas funcdes

pode ser encontrado nas referéncias [10, 12].

Definicao 3.5 (Funcao seno). Pela Defini¢do 3.2, sabemos de que forma o seno estd expresso
na circunferéncia. Consideremos um nimero real x, a imagem A desse nimero no ciclo e sua
ordenada O A; em relagdo ao sistema uOw. A fungdo f : R — R que associa a cada nimero
real x, o nimero real OA; = senz, isto é, f(x) = sen x, é denominada fungdo seno.

A func@o seno possui duas propriedades importantes:
1?) Sua imagem é o intervalo [—1, 1];
2%) A funcdo seno € uma funcao periddica, e o seu periodo é 2.
Podemos visualizar essas propriedades através do grafico da funcdo seno, conforme a Figura 3.17.

Figura 3.17: f(z) = senx

Fonte: Arquivo pessoal

Definicao 3.6 (Funcao cosseno). Consideremos a Defini¢do 3.3, do cosseno na circunferéncia.
Seja um nimero real , a imagem A desse nimero no ciclo e sua abscissa O A5 em relacio
ao sistema uOwv. A funcdo f : R — R que associa a cada nimero real x, o nimero real
OAy = cosz, isto é, f(x) = cos x, é denominada fungdo cosseno.

A funcdo cosseno possui as mesmas propriedades da fungdo seno:
1*) Sua imagem é o intervalo [—1, 1];
2%) E uma fungio periédica, de periodo 27r.

A Figura 3.18 nos mostra o grafico da funcdo cosseno e suas propriedades.
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Figura 3.18: f(z) = cosx

Fonte: Arquivo pessoal

Trataremos do caréter periddico das fungdes seno e cosseno na subsecdo 5.2.1 do

capitulo 5.

Definicao 3.7 (Funcao tangente). Da Definicdo 3.4, da tangente na circunferéncia, conside-

T T .
remos um numero real x, tal que z # 5 exr # 5 A funcdo f : D — R, que associa a

T L .
cada nimero real x, tal que x # 5 + k7, o nimero real PT = tgz, isto é, f(x) = tgx, é
denominada fungdo tangente

A funcdo tangente possui as seguintes propriedades:
.y ™
1?) Seu dominio é D = {zc € Ryx # 3 + kﬂ'};
2%) Sua imagem é R, ou seja, para todo nimero real y, existe um nimero real x tal que
y=tgw;
3?) E uma fungio periddica, e seu periodo é .
Podemos ver o gréfico da fungdo tangente na Figura 3.19.

Figura 3.19: f(z) = tgx

A

v

(=}
3

Fonte: Arquivo pessoal
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3.2 Trigonometria no triangulo retangulo

As razdes trigonométricas sao conceitos extremamente importantes em Trigonometria,
e também podem ser deduzidas e definidas através do triangulo retangulo. Por esse motivo,
no decorrer desta secdo, trazemos uma abordagem acerca das razdes seno, cosseno e tangente,
tendo em vista que elas servem de base para o aprofundamento de estudos tedricos e praticos
mais avancados em Matematica, que estejam relacionados direta ou indiretamente com a Trigo-
nometria. Além disso, esses conceitos também sdao fundamentais para o estudo das aplicacdes
da Trigonometria, tanto em Matematica, quanto em diversas ciéncias e/ou reas.

Consideremos um triangulo retangulo A BC reto em A, como mostra-se na Figura 3.20.

Figura 3.20: Triangulo retangulo reto em A

C

P A

Fonte: Arquivo pessoal

Definicao 3.8 (Seno, cosseno e tangente de um angulo). Na Figura 3.20, seja o a medida

interna do angulo ABC'. Podemos entio estabelecer as seguintes relagcdes:

1. Seno de a: razdo entre o cateto oposto ao angulo B e a hipotenusa:

catetoopostoaa b
e senqa = : = _.
hipotenusa a

2. Cosseno de «: razdo entre o cateto adjacente ao angulo B e a hipotenusa:

cateto adjacentea v ¢
e cosa = : = -
hipotenusa a

3. Tangente de «: razdo entre o cateto oposto e o cateto adjacente ao angulo B:

cateto oposto a « b

o tga = - = -.
cateto adjacentea v ¢
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Exemplo 3.9. Dado o tridngulo CDFE da Figura 3.21, reto em D, vamos calcular as razdes
trigonométricas seno, cosseno e tangente do angulo C.

Figura 3.21: Tridngulo CDE

D 3

E

C

Fonte: Arquivo pessoal

Notemos que a medida da hipotenusa do tridngulo C'DFE ndo esta definida. Vamos
entdo calcular essa medida, utilizando o Teorema 2.7 (Teorema de Pitdgoras). Seja d a medida

da hipotenusa. Pelo Teorema de Pitdgoras, temos que
P=42+3 = I=16+9 = d*=25 = d=5.

Feito isso, podemos calcular o seno, o cosseno e a tangente do angulo C"

~  Cateto oposto a C

~ 3
o sen(C = - —> sen(C = —;
hipotenusa )
. Cateto adjacente a C ~ 4
e cosC = - ) = cos(C = —;
hipotenusa )
~  Cateto oposto a C ~

o tgC = : =
Cateto adjacente a C'
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A~ ~ 5
Exemplo 3.10. Seja O PQ) um tridngulo retangulo em O. Dados tgP = % e hipotenusa igual

a 6, vamos calcular os catetos p e q.

Figura 3.22: Tridngulo O PQ)

)4

Q o

I o

Fonte: Arquivo pessoal

O tridngulo descrito pode ser representado geometricamente, como na Figura 3.22. Pela

=~ Catet. toa P
Definicao 3.8, tg P = a7eT0 9posio A =. Logo,
Cateto adjacente a P

. 5 Vo

Escolhemos isolar o valor do cateto p. Podemos entdo calcular a medida do cateto q

pelo Teorema de Pitdgoras, substituindo na relacdo o valor de p encontrado na Equacgao (3.1):

V5 5 ¢ 9¢?
62 = P+p° = 36:q2+(¥)2 = 36=q2+Tq = 36:% = 144=92 = ¢=4.

Por fim, vamos substituir na Equacédo (3.1) o valor de g encontrado na relagdo acima:

4.
p:T\/g — sz\/g.
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3.2.1 Relacoes entre seno, cosseno e tangente

Nesta subsecdo, apresentaremos algumas das relacdes existentes entre as razoes trigo-

nométricas seno, cosseno e tangente em um triangulo retangulo.
Seja o tridngulo da Figura 3.23, reto em Y. Em relacdo ao angulo X, pela Definicao 3.8,

sabemos que:

° sen)A(:f;
Y

~ Z

e cos X = —;
Y

~

o tg X =—.
z

Figura 3.23: Triangulo XY Z

X

Y X Y4

Fonte: Arquivo pessoal

~

. _ sen X .
Consideremos a razao —. Assim, temos:
cos X
T
sen X u T T ~ . ~ sen X
Az%:—-g:—:tg){. Sendo assim, tgX = —.
cos X Z y =z z cos X
Y

Se os angulos X e Z forem complementares, isto €, se X + Z = 90°, teremos as

seguintes relagdes:

1°) sen X = e cos/ = Ouseja, sen X = cos Z;

e cosX = Ou seja, sen Z = cos X.

LIN @ |5
@.lN < |8

2°) sen 7 =

. o T g z A
Analisemos novamente sen X = — e cos X = — no tridangulo XY Z. Observemos
Y Yy

que:

y-sen)A(:x e y~cos)?:z
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Pelo Teorema de Pitdgoras (Teorema 2.7), temos:

(y- sen)A()z—i—(y-cosf()2 =y = sen2)?+y2-cos2)? =y = sen2X +cos® X = 1.
(3.2)
Essa relacdo € tida como uma relacdo fundamental, e ocorre independentemente do

angulo X, ou seja, é sempre vélida.

3.3 Calculo do seno, cosseno e tangente dos angulos de 30°,
45° e 60°

E evidente que, assim como existem infinitos numeros, existem também infinitos angulos.
Para cada um desses angulos, existe um valor real de seno, cosseno e tangente, e esse valor pode
ser encontrado tanto em tabelas trigonométricas (que contém os valores de seno, cosseno e tan-
gente dos angulos agudos), como também podem ser obtidos através do uso de uma calculadora
cientifica.

Dentre os infinitos angulos, existem aqueles que, por serem empregados tao frequente-
mente em problemas diversos, recebem o nome especial de dngulos notdveis, e esses angulos
sdao 30°, 45° e 60°. Também esses angulos servem de referéncia para os demais, e os valo-
res de suas razoes trigonométricas podem ser obtidos através de figuras simples e conhecidas
(triangulo equilatero, para os angulos de 30° e 60°, e o quadrado para o angulo de 45°), por
meio de calculos simples. Nesta secdo, apresentamos esses célculos, e depois montamos uma

tabela com os valores de seno, cosseno e tangente dos angulos de 30°, 45° e 60°.

3.3.1 Seno, cosseno e tangente de 45°

Consideremos um quadrado ABC'D, cujos lados t€ém a medida a, como pode-se obser-

var na Figura 3.24.

Figura 3.24: Quadrado ABC D

A B

D a (A

Fonte: Arquivo pessoal
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Podemos tracar a diagonal d, dividindo assim o quadrado em dois tridngulos retangulos,

como pode-se ver pela Figura 3.25.

Figura 3.25: Quadrado ABC'D dividido em dois tridngulos retangulos

A B

D a c

Fonte: Arquivo pessoal

Notemos que a diagonal do quadrado é também a hipotenusa dos dois triangulos. Pelo

Teorema de Pitdgoras, temos que o valor da diagonal do quadrado sera:
P=d?+a? = P*=2 = d=V2® = d=aV2

Consideremos o tridngulo BC'D. De acordo com a Definicao 3.8, temos que:

1 2 2
o sends® =2 — sen 45° = —2_ = s.en45°=—-£ = sen45°=\/—_;
d av/2 2 V2 2
1 2 2
° (:0845":g = co0s4b° = a4 == cos45°:—-£ == cos45°=£;
d av/2 2 V2 9
o tgd5° = — tgds© = 1.
a

3.3.2 Seno, sosseno e tangente de 30° e 60°
Consideremos um tridngulo equilatero ABC', de lado a, como observamos na Figura 3.26.

Figura 3.26: Triangulo Equilatero ABC

A

a C

Fonte: Arquivo pessoal
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Uma vez que, em um tridngulo, os lados de medidas iguais se opdem aos angulos de
medidas iguais, em um tridngulo equilatero, todos os angulos sdo congruentes, isto €, t€m a
mesma medida. Dessa forma, como a soma dos angulos internos de um triangulo € igual a
180°, todos os angulos de um triangulo equilatero medem 60°.

No triangulo da Figura 3.26, podemos tragcar a mediana AM , relativa ao lado BC, con-
forme a Figura 3.27. Da Geometria Plana, sabemos que, no tridngulo equildtero, a mediana, a
bissetriz, a mediatriz e a altura coincidem. Ou seja, 0 segmento AM, além de mediana, também
¢ bissetriz, mediatriz e altura do tridangulo ABC', de modo que o tridngulo fica dividido em dois

triangulos retangulos, cujos angulos agudos t€ém medida de 30° e 60°.

Figura 3.27: Tridngulo ABC' dividido em dois tridngulos retangulos

A
30
a h a
60° 609
B=may ¢
2 2

Fonte: Arquivo pessoal
Consideremos o tridngulo AM C'. Pelo Teorema de Pitdgoras, podemos calcular o valor

2 2 _ 2 2
2 _ E)z 2 2 _ 2 (4 2:4a —a 2:3i h:a\/§
a (2 +h® = h°=a (4) — h 1 = h 1 = 5

Pela Defini¢do 3.8, temos:

1°) angulo de 30°:

a
2 a 1 1
e send0° =< = sen3d0°=-=--- = sen30° = —;
a 2 a 2
av/3
h 3 1 3
e cos30°=— = cos30° = 2 = cos3OO:M~— = cos30‘°:£;
a a 2 a 2
a a
©30° = 2 = tg30° = —2_ = e300 = .2 o e3o— = o
[ J = — = = — [ —
V3 2
3
tg30°:?
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2°) angulo de 60°:

° sen60°=ﬁ — sen60°= 2 = sen60°:a—\/3 - = sen60°=£;
a a 2 2
a
9 1
° (:0560":2 = cos6OO:g~— = cos60° = —;
a 2 a
a\/§
h B 3 2
 g00°= g = 1g60° =3 = tg60°—a\2f'a = tg60° = V3.
2 2

3.3.3 Tabela trigonométrica dos angulos notaveis

Com os valores de seno, cosseno e tangente dos angulos de 30°, 45° e 60°, podemos

construir a seguinte tabela trigonométrica:

Figura 3.28: Tabela das razdes trigonométricas dos angulos notaveis

Razio Angulos
Trigonométrica
30° 45° 60°
1

Seno — E E

2 2 2

1

Cosseno E \/_i =

2 2 2
Tangente ? 1 V3

Fonte: Arquivo pessoal

Pelas Equacdes (2.2) e (2.1) da Definicao 2.10 do capitulo anterior, podemos conver-
ter os angulos de graus para radianos. Existe entdo uma outra versdo da tabela expressa na

Figura 3.28, mas com os valores dos dngulos notaveis em radianos.

Figura 3.29: Tabela das razdes trigonométricas dos arcos notaveis

Razio Angulos
Trigonométrica — p= =
/e | "/a | "/3
1

Seno — E E

2 2 2

1

Cosseno E E =

2 2 2
Tangente ? 1 V3

Fonte: Arquivo pessoal
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3.4 Trigonometria em Tridngulos Quaisquer

Como dissemos no inicio deste capitulo, os estudos de Trigonometria sdo muitas ve-
zes direcionados a tridngulos retangulos. Em situacdes nas quais nos deparamos com triangulos
acutangulos® ou obtusdngulos®, ndo podemos nos valer das relagdes trigonométricas ja conheci-
das, tendo em vista que seu uso estd restrito apenas a triangulos retangulos. Nesse sentido, o ob-
jetivo desta secdo é apresentar duas propriedades trigonométricas (ou teoremas) cuja aplicacao
€ vélida para tridangulos quaisquer. Essas propriedades sdo conhecidas como Lei dos cossenos e

Lei dos senos.

3.4.1 Lei dos cossenos

Teorema 3.11 (Lei dos cossenos). “Em qualquer tridngulo, o quadrado de um lado corresponde
a soma dos quadrados dos outros dois lados, menos duas vezes o produto desses dois lados pelo
cosseno do angulo formado por eles” ([12], p.226).

Ou seja, dado um triangulo qualquer, como o da Figura 3.30, a Lei dos cossenos nos

fornece:
a® =b*+ = 2be- cos A 3.3)

Figura 3.30: Triangulo qualquer

B

A b C

Fonte: Arquivo pessoal

Analogamente, pode-se provar que:
b2 = a®+ ® — 2ac-cos B, e

02:a2+62—2ab-cosa

Demonstracao: Uma demonstracdo deste Teorema pode ser encontrada em [12], p.226. O

Triangulos cujos angulos internos sdo todos agudos, ou seja, menores do que 90°
3Triangulos em que um dos 4ngulos internos é obtuso, ou seja maior do que 90°
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Exemplo 3.12. (Exercicio de [12], p. 228) Calcule ¢, sabendo que:

a=4
b=3v2
C =45°

Figura 3.31: Triangulo

Cc
Fonte: Arquivo pessoal

Pela Lei dos cossenos, e conforme a Figura 3.31, temos:

A =a®+b —2ab-cosC = =47+ (3v/2)? —=2-4- 32 cos 45° = ¢ = V10.

3.4.2 Lei dos senos

Teorema 3.13 (Lei dos senos). “Consideremos um tridngulo qualquer inscrito em uma cir-
cunferéncia. Nesse tridngulo, o quociente entre cada lado e o seno do angulo oposto é uma

constante igual a medida do didmetro da circunferéncia circunscrita” ([12], p.229).

Figura 3.32: Triangulo inscrito em uma circunferéncia de raio r

Fonte: Arquivo pessoal
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Ou seja, dado um triangulo inscrito numa circunferéncia, como na Figura 3.32, temos:

b
© 2 ° _o (3.4)
senA  senB  sen(C
Demonstracao: Uma demonstracdo deste Teorema pode ser encontrada em [12], p.229. O

Exemplo 3.14. Sendo a o lado oposto ao dngulo «, b opostoa (3 e c¢ opostoa ~em
um tridngulo, vamos calcular o valor de v para a = v2em, B =45° ¢ b= 2cm.

O triangulo descrito pode ser representado como na Figura 3.33.

Figura 3.33: Tridngulo cujos dngulos internos sio o, 3 e =~y

Fonte: Arquivo pessoal

Pela Lei dos senos, temos que:

a:b_c (3.5)

sena  senf3  senwy

Substituindo na Equagdo (3.5) os valores dados na questdo, obtemos:

V2 2 V2 2 V2 o4 =y 5 1
= =—— =— sen o = sena = —.
sena  sen45° senae (/2 sena /2 2

(3.6)
1
Pela Tabela Trigonométrica descrita na Figura 3.28, vemos que — € o seno do angulo
de 30°; logo, a = 30°. Como «, 3 e -y sdo angulos internos do mesmo tridngulo, ¢ a soma dos

angulos internos de qualquer tridangulo € igual a 180°, para descobrir o valor de -y, fazemos:

a+[+v=180° = 30°+45°+~=180° = ~ = 105°.



Capitulo 4

Uma Aplicacao no Movimento

Ondulatorio

Assim como em outras ciéncias, as aplicagdes da Trigonometria na drea da Fisica sio
inimeras. O estudo do lancamento obliquo de objetos, o trabalho realizado por uma determi-
nada forca para deslocar um corpo, o fendmeno da refracdo da luz, o estudo da ética (no que
diz respeito ao funcionamento de espelhos) sao alguns exemplos de aplicacdes trigonométricas
nessa area. Outros exemplos (talvez ainda mais claros) de aplicacOes da Trigonometria na
Fisica estdo nos estudos relacionados a fendmenos periddicos, como o movimento oscilatorio
chamado de Movimento Harmoénico Simples (MHS), e também o movimento oscilatério pro-
duzido por Ondas dos mais diversos tipos.

Neste capitulo, fazemos uma abordagem a respeito do movimento ondulatorio e sua
relacdo com a Trigonometria. Inicialmente, apresentaremos o conceito de onda, juntamente
com uma defini¢do do movimento ondulatério e a classificagdao dos tipos de onda quanto a sua
origem. A seguir, restringindo a abordagem as ondas que se propagam em um meio fisico
especifico, apresentaremos as classificacdes das ondas quanto ao seu formato. Na secdo sub-
sequente, apresentaremos a descricdo de uma onda por meio de uma equagdo, e estudaremos
individualmente cada grandeza da equagdo apresentada. Em seguida, estudaremos a respeito
do Principio da Superposicao de Ondas. Finalmente, estudaremos sobre as Ondas Esta-
cionarias e apresentaremos uma demonstragao simples de como essas ondas sdo formadas.

A elaboragdo deste capitulo foi baseada nas referéncias [3, 11].

53
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4.1 Ondas

Nesta secao, apresentamos o conceito de onda, a definicdo do movimento ondulatoério, e

a classificac@o dos tipos de ondas em relacao a sua origem.

Definicao 4.1 (Ondas). Ondas sdo oscilacdes fisicas no espaco e periddicas no tempo, gera-
das através de perturbacdes em meio material ou nao. Dizemos que o movimento ondulatério
(movimento da onda) € periddico.

Em relagdo a sua origem, as ondas sao classificadas em trés tipos principais:

1. Ondas Mecanicas - Sdo ondas governadas pelas Leis de Newton, e que existem apenas
em um meio material (ar, 4gua, rochas, etc). As ondas do mar, as ondas sonoras, € mesmo

as ondas geradas por perturbacdes em uma corda, sdo exemplos de ondas mecanicas;

2. Ondas Eletromagnéticas - S3o ondas que nio necessitam de meio material para exis-
tir, podendo se propagar no vacuo. As ondas de radio e televisdo, a luz visivel e a luz

ultravioleta sdo exemplos de ondas eletromagnéticas;

3. Ondas de Matéria - Sdo ondas associadas a elétrons, prétons e outras particulas ele-
mentares, como também a atomos € moléculas. Sao usadas em laboratorio, e recebem
esse nome pelo fato de que as particulas citadas s@o consideradas elementos basicos da

matéria.

4.2 Formas de onda: transversais e longitudinais

Consideremos uma onda cuja propagacdo se d4 em uma corda esticada' (a forma mais
simples das ondas mecanicas). Se existe alguma perturbacdo em uma das pontas da corda
esticada, uma onda com a forma de um pulso (como se observa na Figura 4.1) se propaga ao

longo da corda, o que ocorre pelo fato de que a corda esté sob tensao.

Figura 4.1: Pulso de onda em uma corda

NG

Fonte: Arquivo pessoal

'Consideramos aqui uma corda “ideal”, na qual ndo existem forgas de atrito para reduzir a amplitude da onda
enquanto ela se propaga. Supomos também que a corda é tdo comprida que ndo € preciso considerar o seu retorno
ap0s atingir a outra extremidade.
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Quando ocorre um deslocamento continuo para cima e para baixo (em um movimento
harmonico simples), uma onda continua se propaga ao longo da corda com determinada velo-
cidade. O movimento provocado pelo deslocamento é uma funcao senoidal do tempo, e, por
isso, a onda formada tem a forma de uma senoide (forma da curva da funcdo seno ou cosseno)

em qualquer instante, conforme pode-se observar pela Figura 4.2.

Figura 4.2: Onda transversal

4 ' 7\
LY W

Fonte: Arquivo pessoal

Analisando o movimento de um elemento da corda enquanto oscila para cima e para
baixo com a passagem da onda, constata-se que o deslocamento de todos os elementos da corda
¢ sempre perpendicular a direcdo de propagacdo da onda. Este é um movimento chamado
transversal, e a onda que se propaga em uma corda € uma onda transversal.

Uma onda sonora pode ser produzida pela voz humana ou por um instrumento musical
qualquer. A vibragdo das cordas vocais ou das cordas de um violdo, por exemplo, enviam um
pulso sonoro pelo ar. Quando isso ocorre, uma onda senoidal se propaga através do meio. Como
o movimento das moléculas de ar € paralelo a direcao de propagagao da onda, seu movimento é
longitudinal, de modo que a onda que se propaga no ar € uma onda longitudinal. Na Figura 4.3
temos um exemplo de onda longitudinal (a esquerda) e da direcdo de propagacdo das ondas

sonoras (a direita).

Figura 4.3: Onda longitudinal

Diregdo de propagagdo da
onda

Ondas longitudinais

W Diregdo da vibragdo

Particulas
dear

Fonte: TodaMatéria Fonte: Explicatorium

Tanto as ondas transversais quanto as longitudinais sdo chamadas de ondas progressi-
vas quando se propagam de um lugar a outro. Vale observar que € a onda que se propaga, € nao

0 meio material no qual ela se move.
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4.3 Descricao da propagacao de uma onda em uma corda

Para descrever a propagacdo de uma onda em uma corda € preciso que haja uma funcao
que forneca a forma da onda, ou seja, necessitamos de uma relagdo da forma y = h(x,t),
onde y € o deslocamento transversal de um elemento da corda e h € a funcdo do tempo t e da
posicdo  do elemento na corda. Toda forma de onda senoidal pode ser descrita tomando h
como uma funcio seno ou cosseno, pois ambas fornecem a mesma forma para a onda.

Consideremos uma onda senoidal que se propaga em uma corda, no sentido positivo de
um eixo x (ver a Figura 4.2). Quando essa onda passa por elementos sucessivos (partes muito
pequenas) da corda, os elementos oscilam paralelamente ao eixo y. Em algum instante ¢, o

deslocamento y do elemento da corda que esta na posicao x € dado por

y(x,t) = ym sen (kx — wt), 4.1)

onde:

y(x, t) é o deslocamento da onda;

Ym € a amplitude da onda;

sen (kx — wt) ¢ o fator oscilatério;

k € o numero de onda;
e x ¢ a posicao;

e w ¢ a frequéncia angular;

t é o tempo;

(kx — wt) é a fase.

A Funcao (4.1) pode ser usada para calcular os deslocamentos de todos os elementos
da corda em funcdo do tempo, e também pode nos dizer qual é a forma da onda em qualquer
instante de tempo, € como esta forma varia quando a onda se move ao longo da corda. Ainda

nesta secdo, discutimos a respeito das grandezas dessa funcao.

4.3.1 Amplitude e fase da onda

A amplitude de uma onda (dada por y,,,), € definida como sendo o “mddulo do desloca-

mento maximo dos elementos a partir da posicao de equilibrio quando a onda passa por eles.”
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([11], p.119). Graficamente, isso corresponde a distAncia de uma crista’ ou de um vale® ao
nivel de equilibrio. Como y,,, corresponde a uma distancia, sempre serd uma grandeza positiva.

Conforme ja visto, a fase da onda é o argumento (kx — wt) da Equagdo (4.1). No
momento em que a onda passa por um elemento da corda em certa posicao x, a fase varia line-
armente com o tempo t. Neste caso, o seno também varia, oscilando entre +1 e —1 (variagcdo

natural da funcdo seno). Em relacdo a essa variagao, [11] diz:

O valor extremo positivo (+1) corresponde & passagem pelo elemento de pico
da onda; nesse instante, o valor de y naposicio x € y,,. O valor extremo
negativo (—1) corresponde a passagem pelo elemento de um vale da onda; nesse
instante, o valorde y naposicio = €é —y,,. ([11], p.119)

Pode-se entdo afirmar que a funcdo seno e a variacdo da fase da onda com o tempo
correspondem a oscilagdo de um elemento da corda, e a amplitude determina os pontos extremos

do deslocamento da onda.

4.3.2 Comprimento e nimero de onda

O comprimento de onda, representado por A, é a distancia entre repeticdes de uma
onda (essa distancia é paralela a direcdo de propagacdo da onda). Um comprimento de onda

tipico, como o da Figura 4.4 é obtido fazendo ¢ = 0 na Equacio (4.1).

Figura 4.4: Comprimento de onda

Ny"‘ 1 /\u &

Fonte: Arquivo pessoal

A descricao dessa forma de onda é dada por

y(x,0) = yp, sen (kz). (4.2)

2 As cristas sdo formadas pelos pontos mais altos da onda
30s vales sio formados pelos pontos mais baixos da onda
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Dada a periodicidade do movimento ondulatério, o deslocamento é o mesmo nas duas
extremidades do comprimento de onda (x = x; € x = x; + A). Assim, temos:
Ym SN k) = Yy, sen [k(xy + A)] = ym sen (kxy + k). 4.3)

A funcdo seno é periddica, e o seu periodo € 27r. Isso significa que a fungado se repete

a medida que o seu argumento (angulo) recebe um acréscimo de 27r. Assim, na Equacdo (4.3),

temos:
2
kA =21 = k:{ (4.4)
O parametro k é chamado niimero de onda, e tem como unidade padrao (de acordo com
rad
o0SIHo — ou m™1.
m

4.3.3 Periodo, frequéncia angular, frequéncia e constante de fase da onda

Consideremos o deslocamento de um ponto fixo em uma corda na posi¢cdo x = 0. Da

Funcéo (4.1) (e lembrando que sen (—a) = — sen «, V &), temos que:

y(0,t) = Y, sen (—wt) = —y,, sen wt. 4.5)

A Figura 4.5 € a representacao grifica da Equacdo (4.5). O deslocamento descrito se
repete quando o tempo que leva para acontecer recebe incrementos. Nesse sentido, o periodo
T de oscilagdao de uma onda é definido como sendo o tempo em que um elemento da corda leva

para realizar uma oscilagdo completa.

Figura 4.5: Deslocamento do elemento da corda situado em x = 0

Fonte: Arquivo pessoal

4Sistema Internacional de Unidades
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Para calcular esse tempo, partimos da ideia de que y(0,t; + T') = y(0, t1). Dai, pela
Equagao (4.5), temos:

— Ymsenwt = =y, sen [w(t + T)] = =y, sen (wt + wT). (4.6)

O parimetro w ¢é chamado de frequéncia angular, e sua unidade no SI é o %l.
Notemos que a Equacdo (4.6) s6 € satisfeita se w1 = 27, ouseja, w = 2%

O inverso do periodo exprime o nimero de ciclos que uma onda executa por unidade de
tempo, isto €, o numero de oscilagdes de uma onda por unidade de tempo. Em nossos estudos,
as oscilagdes ocorrem em uma corda esticada. Essa grandeza é chamada de frequéncia, ¢ sua
unidade no SI é o Hertz (Hz) ou s™1.

A frequéncia estd relacionada a frequéncia angular w, conforme vemos na Equacao (4.7),

1 w
=_ = _—, 4.7
f=F=5 4.7
A grandeza denominada constante de fase, representada por ¢, pode ser adicionada na

fun¢do de onda dada pela Equacdo (4.1), como pode-se ver pela Equacao (4.8),

Y = ymsen (kz — wt — ¢). (4.8)

O valor dessa constante “pode ser escolhido de tal forma que a fungdo forneca outro
deslocamento e inclinacdo quando = 0, parat = 07”([11], p.121). Notemos que a Equacdo
(4.8) € uma generaliza¢ao da Equacgdo (4.1) (neste ultimo caso, ¢ = 0). Notemos também, que,
independentemente do valor de ¢, a onda ainda € senoidal com os mesmos valores de y,,, k e

w; o que muda € o deslocamento da onda, conforme pode-se ver na Figura 4.6.

Figura 4.6: ¢ = 0 (aesquerda), e ¢ # 0 ( a direita)

N AN ANYAW

/\ AR o A A

4 Vv

[~ =

\ 4

Fonte: Arquivo pessoal
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4.3.4 O principio da superposicao de ondas

Quando duas (ou mais) ondas, cujas fungdes sdo yi(x,t) e yo(x,t), se propagam no
mesmo meio (em uma corda esticada, no nosso caso), temos uma onda resultante, cuja funcdo
¢ a soma algébrica das fun¢des das ondas que se combinam. Ou seja, a onda resultante é uma

onda descrita pela fungdo

y,(l',t) = yl(xat) + yZ(xat)‘ (49)

O significado dessa soma estd no fato de que “ondas superpostas se somam algebrica-
mente para produzir uma onda resultante ou onda total” ([11], p.129. Grifos do autor).

Considerando dois pulsos de ondas se propagando em sentidos opostos, quando eles
passam um pelo outro, ambos se superpdem, e o pulso resultante € a soma dos dois pulsos.
Ap6s o cruzamento, cada um prossegue o seu caminho sem sofrer nenhuma alteracao. Isso
ocorre pelo fato de que “ondas superpostas ndo se alteram mutuamente” ([11], p. 129). Isso

pode ser visto na Figura 4.7.

Figura 4.7: Ondas superpostas

Fonte: Arquivo pessoal

A superposicdo de ondas € um fenOmeno constante na nossa vida didria, e existem di-
versos exemplos de sua ocorréncia que poderiamos citar, como: a luz de uma lampada que
chega aos nossos olhos se superpde com vérios feixes de luz em seu caminho, sem perder a sua
integridade e intensidade; dos mais diversos sons emitidos pelos instrumentos musicais de uma
banda, conseguimos distinguir o som da guitarra e do violdo, e o som dos demais instrumentos,
mesmo que todos estejam sendo tocados a0 mesmo tempo, além € claro, de conseguir entender
as palavras cantadas pelo vocalista, e distinguir o som da sua voz, dos sons das vozes do backing
vocal (vocal de apoio). Tudo isso ocorre devido ao principio da superposi¢do. Sem ele, nada
disso ocorreria.

A superposicao de duas ou mais ondas de mesma frequéncia causa um fendmeno cha-
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mado de interferéncia de ondas. Duas ondas senoidais de mesma amplitude e comprimento
de onda se propagando no mesmo sentido em uma corda interferem entre si para produzir uma

onda senoidal resultante que se propaga nesse mesmo sentido.

4.3.5 Ondas estacionarias

Consideremos duas ondas que se propagam em uma corda esticada, agora em sentidos
opostos. Em algum momento, essas ondas irdo se “esbarrar”’, de modo que uma serd obsticulo
ou fronteira da outra, tornando-se totalmente ou parcialmente uma na outra. Segundo [3],
quando isso acontece em um meio de dimensao finita, a reflexdo total pode resultar em ondas
estacionarias. Em outras palavras, uma onda estacionaria é produzida através da interferéncia
miutua de ondas senoidais de mesmo comprimento de onda e amplitude que se propagam em

sentidos opostos em uma mesma corda.

Figura 4.8: Ondas estaciondrias

Fonte: Arquivo pessoal

Observemos na Figura 4.8, que existem alguns pontos imdveis na onda. Esses pontos
sdo chamados de nds. Os pontos médios entre nds vizinhos sdo chamados de antinds, e sao
pontos em que a amplitude da onda resultante ¢ méxima. Esses pontos ficam localizados no
chamado modo normal de vibracdo, que, “no seu sentido mais geral, (...), € qualquer onda
estaciondria em um meio delimitado e com vinculos definidos” ([3], p.90).

A fim de analisar uma onda estaciondria, consideremos as seguintes equagoes:

y1(z,t) = Yy sen (kx — wt) (4.10)

y2(x,t) = Yy sen (kx + wt) (4.11)
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Pelo principio de superposi¢do, a onda resultante é dada por:

y'(x,t) =y (2, t) + yo(z,t) = ym sen (kz — wt) + yp, sen (kz + wt) (4.12)

Lembrando da relagdo trigonométrica sen (a4 3) = sen a-cos 3= sen 3:cos «,

e aplicando-a na Equacio (4.12), temos:

y'(z,t) = [2y,, sen kx| cos wt, (4.13)

onde:
e y'(x,t) é o deslocamento;

¢ [2y,, sen kx| é o termo de amplitude;

e cos wt € o termo oscilatdrio.

A Equagdo (4.13) descreve uma onda estaciondria. O termo [2y,, sen kx| pode ser
interpretado como sendo a amplitude de oscila¢do do elemento da corda que esta na posi¢ao
x. Notemos que, a amplitude é sempre positiva, mas sen kx pode ser negativo. Consideramos
entdo o valor absoluto de [2y,,, sen kx] como sendo a amplitude de «.

Diferentemente da onda senoidal progressiva, em uma onda estaciondria a amplitude da
onda nao é a mesma para todos os elementos da corda, tendo em vista que a amplitude varia
com a posicao nesse tipo de onda. A onda estaciondaria representada pela Equacdo (4.13), por

exemplo, tem amplitude zero para valores de kx tais que sen kx = 0, ou seja, para

kx=nm, n=0,1,2,---

Fazendo k = Tﬂ-, obtemos

2 A
Tﬂx:mr — e=nj, n=012-, (4.14)

para as posicoes cuja amplitude € zero (ou seja, os nds) da onda estaciondria representada pela
Equacio (4.13). Observemos que nds vizinhos estao separados pela metade do comprimento de
onda (2).

A amplitude da onda estacionéria da Equagao (4.13) tem valor maximo 2y,,, para valo-

res de ka tais que | sen kx| = 1, ou seja, para
™ 3m om
ka: 27 2 Y 2 ) nmw + Y n 07 Y 3
1y
Fazendo k = N obtemos

2m T 1\ A

M= T — )2 n=01,2--- 4.1
)\x n7r—|—2:>a: (n+2)2, n=20,1,2, (4.15)

para as posi¢des cuja amplitude € mixima (antinds) da onda estacionaria da Equagdo (4.13).
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4.3.6 Experimento: produzindo ondas estacionarias

Consideremos uma corda esticada e presa em algum suporte nas duas extremidades.
Quando a corda é excitada, fazendo com que uma onda progressiva seja refletida em uma de
suas extremidades, interferindo consigo mesma, ocorre a formacao de uma onda estaciondria, ou
seja, a onda incidente original e a refletida “se combinam™ para formar uma onda estacionaria.
As Equacdes (4.10) e (4.11), respectivamente, descrevem a onda incidente original e a onda
refletida.

Com o objetivo de demonstrar como as ondas estaciondrias se formam e se comportam,
reproduzimos um experimento simples, que consiste em produzir uma onda senoidal continua
em uma corda fixa em um suporte, e, a partir disso, analisar o comportamento da onda. Esse
experimento pode ser encontrado em [8].

Os materiais utilizados para a realizacdo do experimento foram:

1. Uma espiral de encadernacdo’ (33mm), a qual mostramos na Figura 4.9;

2. Dois suportes humanos (um fixo e o outro mével)®.

Figura 4.9: Espiral de encadernagdo (33mm)

Fonte: Arquivo pessoal

3 A espiral de encadernacio substituiu a corda na realizacio do experimento.
0 suporte humano mével é o responsédvel por agitar a espiral e produzir os pulsos ondulatérios, enquanto o
suporte humano fixo é responséavel por segurar a espiral sem fazer nenhum movimento.
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Com a espiral “presa” aos dois suportes em ambas as extremidades, o suporte humano
movel (posicionado a direita) agitou a espiral, formando uma onda senoidal continua se propa-

gando da direita para a esquerda, conforme pode-se observar na Figura 4.10.

Figura 4.10: Onda senoidal continua

Fonte: Arquivo pessoal

Ao chegar a outra extremidade (suporte humano fixo, posicionado a esquerda), essa
onda se refletiu e comecou a se propagar de volta a extremidade de origem do pulso, como

observamos na Figura 4.11.

Figura 4.11: Onda se propagando de volta a origem do pulso

Fonte: Arquivo pessoal
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Ao tomar esse caminho de volta, a onda refletida encontra e se superpde a outra onda
que ainda se propaga para a esquerda; ao chegar na extremidade de origem, a onda refletida
comeca a se propagar de volta para a esquerda, encontrando e superpondo-se a outras ondas

que se propagam para a direita e para a esquerda. Podemos ver algo parecido na Figura 4.12.

Figura 4.12: Multiplas reflexdes de ondas

Fonte: Arquivo pessoal

Assim, temos multiplas ondas superpostas interferindo entre si, gerando ondas esta-
ciondrias, como queriamos desde o inicio. Podemos ver mais alguns exemplos de ondas esta-

ciondrias gerada pela mesma espiral na Figura 4.13.

Figura 4.13: Ondas estaciondrias geradas na espiral de encadernagao

Fonte: arquivo pessoal

Observemos que existem alguns pontos na espiral que ndo se movem, enquanto outros
aparentam estar em movimento continuo. Esses sdo, respectivamente, os chamados noés e an-

tinds caracteristicos das ondas estaciondrias.



Capitulo 5

Uma aplicacao na Introducao as séries de

Fourier

Neste capitulo, apresentaremos uma das mais belas das inumeras aplicacoes da Trigo-
nometria em Matemadtica, trataremos das séries de Fourier. Nosso objetivo é apresentar alguns
conceitos basicos, defini¢des, propriedades, e algumas aplicagdes dessas séries em Matematica.
Vale ressaltar que este capitulo trata-se de uma introdugio aos estudos das séries de Fourier, e,
por isso, ndo nos aprofundaremos demasiadamente no assunto. Por ser bastante amplo, o trata-
mento das séries de Fourier tem potencial de ser o tema principal de um outro trabalho, tendo
em vista que suas aplicacoes em Matemadtica e em outras ciéncias e dreas do conhecimento
humano sao indimeras.

Na secdo inicial, falaremos um pouco da histéria de Jean Baptiste Joseph Fourier,
como uma forma de introdu¢@o ao estudo sobre as séries que levam seu nome. Na se¢do se-
guinte, trataremos propriamente das séries de Fourier, e apresentaremos sua forma matematica.
Nessa mesma secdo, trataremos de algumas propriedades inerentes as funcgdes trigonométricas
que sdo importantes para a compreensdo das séries de Fourier. A seguir, na se¢do final do
capitulo, apresentaremos as férmulas de Euler-Fourier, que sdo usadas para encontrar os coefici-
entes das séries de Fourier. O suporte tedrico para a elaboracdo deste capitulo s@o as referéncias
[1,7, 18].

66
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5.1 Breve historia de Fourier

Jean Baptiste Joseph Fourier foi um notdvel Matematico e Fisico francés, que nasceu
no ano de 1768 em Auxerre, Comuna francesa localizada no nordeste do pais, e faleceu em
Paris, no ano de 1830. Era filho de um alfaiate, e ficou 6rfao muito jovem (entre os seus 0ito ou
nove anos de idade, segundo [7]), tanto de pai quanto de mae, sendo entao internado e educado
em uma Escola Militar dirigida por monges beneditinos, onde tomou gosto pelos estudos em
Matematica, conseguindo vultoso destaque, e sendo reconhecido por seu grande talento para as
ciéncias fisicas e matemadticas, de modo que, ainda jovem, foi convidado a tornar-se professor
de Matematica na prépria Escola Militar onde estudara. Nessa mesma €poca, Fourier iniciou
uma preparacdo para exercer o sacerdocio e ingressar na ordem dos beneditinos, porém nunca
chegou a ser ordenado, renunciando aos seus votos para aderir a causa da Revolugao Francesa,
ajudando a promové-la, e recebendo como recompensa uma cadeira na recém-fundada Escola

Politécnica Francesa.

Figura 5.1: Jean Baptiste Joseph Fourier

Fonte: Wikipedia (2019)

No ano de 1798, Fourier renunciou ao seu cargo na Escola Politécnica para acompa-
nhar Napoledao Bonaparte, juntamente com Gaspard Monge, em uma expedi¢ao ao Egito, sendo
indicado governador do Baixo Egito no mesmo ano, e retornando a Franca no ano de 1801,
apos as vitorias britanicas e a capitulagdo francesa. Ainda no ano de 1801, tornou-se prefeito
de Grenoble, capital do departamento de Isere, na regido centro-leste francesa. Segundo [7], p.

526, foi em Grenoble que Fourier comegou suas experiéncias com o calor:

Em 1807 Fourier apresentou um artigo & Academia de Ciéncias da Franca que deu
inicio a um novo e extremamente frutifero capitulo da histéria da matematica. O
artigo trata da propagacgdo do calor em barras, chapas e s6lidos metdlicos. No de-
senvolvimento do artigo, Fourier fez a surpreendente afirmacao de que toda fungdo
definida num intervalo finito por um grafico descrito arbitrariamente pode ser de-
composta numa soma de func¢des seno e co-seno ([7], p. 526. Grifos do autor).
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Mais explicitamente, Fourier afirmou que dada uma fun¢do qualquer, definida no inter-

valo (—r, 7r), essa fungdo pode ser representada nesse intervalo por

% g ay, cos(mz) + by sen (wx)). (5.1)

Na Expressao (5.1), os coeficientes a,, € b,, sio nimeros reais a serem determinados.

Essa série, conhecida como Série Trigonométrica, hoje € chamada de Série de Fourier.

5.2 As séries de Fourier

As séries de Fourier sdo somas infinitas de senos e/ou cossenos, expressas na forma

55 e () e ()

Pode-se dizer que as séries de Fourier sdo anédlogas as séries de Taylor, no sentido de
que ambas as séries fornecem maneiras de se expressar fungdes ndo elementares em termos de
func¢des elementares conhecidas.

Fourier afirma que toda fung@o definida em um intervalo (—L, L) pode ser expressa
como em (5.2). De acordo com [7], essa afirmacdo € exagerada, embora a classe de funcdes
para as quais ela € vélida seja muito extensa.

Existem indmeras aplicacOes das séries de Fourier, desde a resolucao de Equagdes Dife-
renciais Parciais (EDP), até a investigacdo de fendmenos periédicos em engenharia e ciéncia. E
possivel, por exemplo, obter a solucdo de diversos problemas importantes envolvendo equacdes
diferenciais parciais, desde que se possa expressar uma dada fungdo como uma série infinita
de senos e/ou cossenos (ou seja, algo como o que esta expresso na Equacgao (5.2)). As séries
de Fourier também podem ser uteis de outras maneiras, como por exemplo, no método de
separagdo de varidveis para a resolu¢ao de EDP, e “na andlise de sistemas mecanicos ou elétricos
sob a acdo de forcas externas periddicas” ([1], p.310).

Analisando a série da Expressado (5.2), notemos os seguintes fatos:

1.) Nos pontos em que a série € convergente, uma funcdo f € definida, de modo que os
valores dessa fungdo em cada um dos seus pontos @, sdo a soma da série para aqueles

valores de . Dizemos entdo que a série da Expressao (5.2) é a série de Fourier da

fungdo f;

2.) Nossos objetivos imediatos sdo determinar quais as funcdes que podem ser representadas
como uma série de Fourier, e encontrar maneiras de calcular os coeficientes a,, € b,, na

série correspondente a uma funcao dada.
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Antes de estudar mais a fundo sobre as séries de Fourier, é necessario compreender algu-

mas propriedades das fungdes trigonométricas. Por esse motivo, nas duas préximas subsecoes,
. . nTT nmTT
desenvolveremos duas propriedades das fun¢des sen | —— | ecos { —— ), em que n €

R. A primeira delas consiste no caréter periddico das funcdes seno e cosseno, e uma segunda

propriedade refere-se a ortogonalidade dessas fungdes.

5.2.1 Periodicidade das funcoes seno e cosseno

Definicao 5.1 (Func¢ao Periodica). Uma fungdo f : R — R é periddica se existe um certo
P € R, tal que paratodo x € R, f(x + P) = f(x), ou seja, o dominio de f contém x + P

sempre que contém x. Podemos ver o exemplo de uma funcdo periddica na Figura 5.2.

Figura 5.2: Funcao periodica

N’ \/I o N’
—r

B
P

Fonte: Arquivo pessoal

O ndmero P é chamado de periodo de f, e dizemos que a funcdo é P- periddica.
Pode-se obter o grafico de uma fungao periddica (como o representado pela Figura 5.2), pela
repeticao de qualquer intervalo em x, cujo comprimento seja P, ou seja, P “é o comprimento
do intervalo em x necessario para a imagem da func¢do se repetir” ([18], p.1). Da Defini¢do 5.1,
segue que, se P € um periodo de f, entdo qualquer multiplo inteiro de P também é um periodo
de f, ouseja, 2P,3P,--- ,nP,n € 7Z, também sdo periodos de f. O menor valor de P para
o qual vale a Equacgdo (5.2), é chamado de periodo fundamental, o qual denotaremos por 7'
Qualquer outro periodo de f serd multiplo inteiro do periodo fundamental, como podemos ver

na Figura 5.3.

Figura 5.3: Periodo fundamental 7" e seus multiplos

\//\\/‘T/\v/\vk

2]

Fonte: Arquivo pessoal
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De acordo com [1], funcdes constantes t€ém periodo arbitrario, porém nao t€m periodo
fundamental.

Se duas fungdes f e g sd@o periddicas, tendo periodo fundamental 7", entdo:
e O produto f - g é periddico com periodo 77;
e Qualquer combinacdo linear c; f + cog também € peridédica com periodo 7.

As fungdes periddicas sen <n_zx) € COoS (?) , n=1,23,---, t€m periodo funda-

L
mental T' = (—) Dai, segue que nT' = 2L. Como todo multiplo inteiro de um periodo
n

também € um periodo, essas func¢des tém o periodo comum 2L.

Exemplo 5.2. As fungdes sen (z) e cos(z) sdo periddicas, com periodo fundamental igual
a 2m. Da mesma forma, quaisquer variacdes de sen (x) e cos(z) (ou seja, fungdes do tipo
A+ Bsen(nx +m) e C + Dcos(kz + p)), também sdo periddicas, cada uma com seu

proprio periodo fundamental.

5.2.2 Ortogonalidade das funcoes seno e cosseno

Um conjunto de fung¢des € chamado ortogonal, se cada par de fungdes diferentes que per-

. . - nmwx nmw
tencem a esse mesmo conjunto também for ortogonal. As fungdes sen <T> e cos (T) ,
n = 1,2,3,---, constituem um conjunto ortogonal de fun¢des no intervalo —L < = < L,

pois satisfazem as seguintes relacdes de ortogonalidade:

° /_LLcos (mzx) cos <$) dr = { OL’ T:@i,,; (5.3)
° /I; cos <m£rm> sen (?) de =0, Vm,n; 5.4
o /_LL sen (m;m:) sen (?) dr = { (l); 7:17:7:1 (5.5)

As provas das relacoes (5.3), (5.4) e (5.5) podem ser encontradas em ([18], p. 7), ([16],
p.7) e ([1], p. 311), respectivamente.
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5.3 Asformulas de Euler-Fourier para os coeficientes de uma

série de Fourier

Suponhamos que a série da Expressdo (5.2) seja convergente. Como vimos anterior-
mente, nos pontos em que essa série converge, ela define uma funcio f, cujos valores em cada
ponto x € a soma da série para aquele valor de x. Vamos supor que a soma descrita seja

convergente, e entdo chama-la de f(x):

flz) = % + g (an Ccos (?) + b, sen (?)) (5.6)

Observemos que cada termo da série expressa pela Fungao (5.6) € periédico com periodo
2L. Isso quer dizer que a série converge para todo & sempre que for convergente para qualquer
valorem —L < x < L, de modo que sua soma também € uma funcao periddica com periodo
2L. Logo, f(x) é determinada para todo x por seus valores no intervalo —L < z < L.

Podemos encontrar uma forma de relacionar os coeficientes a,, € b, com f(x), e cal-
cular os coeficientes de Fourier da série expressa na Equagao (5.6) através de duas férmulas
conhecidas como formulas de Euler-Fourier para os coeficientes de uma série de Fourier. Sao

elas:

1 L
an:f/_Lf(I)COS (n_zx) dr, n=0,1,2,3,--- (5.7

1 [t nmwx
anE/_Lf(ZU)SeH <T) dr, n=1,2,3,--- (5.8)

Essas formulas sdo explicitas para a,, e b, em funcdo de f, e os coeficientes sdo deter-
minados independentemente um do outro. Notemos que, se a série expressa na Fungao (5.6)
converge para f(x), podendo também ser integrada termo a termo (ou seja, todos os termos
sdo integraveis), entdo, obrigatoriamente os coeficientes a,, e b, sdo dados pelas Equagdes (5.7)
e (5.8). Notemos também que, escrevendo o termo constante da Equacdo (5.6) como %,
€ possivel calcular todos os termos a, da Equagdo (5.7), com mn = 0,1,2,---. Caso

contrério, teriamos uma férmula a mais, somente para ag.

Exemplo 5.3. Suponhamos que existe uma série de Fourier convergindo para a fungao f,

definida por

—x, —4<zx<0

fz) = { (5.9)

r, 0<x<A4

Vamos determinar os coeficientes dessa série de Fourier.
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Essa funcdo representa a onda triangular da Figura 5.4, e é peridédica, com periodo fun-

damental 8.

Figura 5.4: Onda triangular

Fonte: Arquivo pessoal

Nesse caso, notemos que L = 4 e a série de Fourier tem a forma:

flz) = % + g (an cos (%) + b, sen <n4ﬂ>> , (5.10)

em que os coeficientes sdo calculados pelas féormulas de Euler-Fourier (Equacdes (5.7) e (5.8)),
com L = 4. Obtemos a,, substituindo f(x) naEquagdo (5.7), inicialmente com m = 0.

Assim,

1 /0 1 1 —22\" 1 f2?\*
S —rd - der = = = — | = = =4. (5.11
ao 4/_4 x :z:+4/035 T ao 4< 5 )_4+4(2)0 ag (5.1D)

Para mn > 0, temos:

1/0 (mr:v) gz + 1/4 (mm) d
ap = — —zcos [ — T+ - xcos | — €T
4./, 4 4 /o 4

Podemos utilizar o método de integracao por partes para calcular essas integrais, obtendo

como resultado:

0 = 411 [— (%)2 4 (%)2005(71#) + (f—ﬂ)Qcos(m) - (%)1

8
= Qp = (mry[cos(mr) -1, n=1,2,3,---
Logo,
16 .
————, n impar
an = (nm)? P (5.12)

0, n par
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Analogamente, podemos fazer o mesmo com a Equacdo (5.8), a fim de obter o coefi-
ciente b,,. Realizando os mesmos procedimentos anteriores, obtemos:
b, =0, n=1,2,3,--- (5.13)

Substituindo os coeficientes encontrados nas Equacgdes (5.11), (5.12) e (5.13) na Série

(5.10), colocando ()2 em evidéncia e mantendo —, Na soma, obtemos a série de Fourier
nw n
de f:
4 > nwx . —16 1 nwT
f(x):§+;ancos (—4 > = f(z)= +n:1—7T2 5 rcos (—4 )
16 1 3 1 5
= flr)=2—-— <cos (%) + 32 008 <%> 73 €O <%> )
(mr:v (2n — 1)mz
o 5 L) o
:>f()—2——2n§5 coS o = f()—2——2nZCOS G- 1)

Exemplo 5.4. Reproducdo do exemplo encontrado em [1], p.312.
Seja
0, 3<z< -1
gz)=4¢ 1, —-1<z<1 (5.14)
0, 1<x<L3

e suponhamos que g(z + 6) = g(z), ou seja, g é peridédica. Vamos encontrar os coeficientes de

Fourier de g.

Figura 5.5: Onda quadrada

A

|

Fonte: Arquivo pessoal

A Equacdo (5.14) representa a onda quadrada mostrada na Figura 5.5. Como neste caso

g tem periodo 6, segue que L = 3, e a série de Fourier de g pode ser escrita na forma
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g(x) = % + g; (an oS (?) + b, sen (ngﬂ>> . (5.15)

Os coeficientes a,, e b, da série expressa na Equagado (5.15) sdo dados pelas Equagdes

(5.7) e (5.8), fazendo L = 3. Assim, para o termo ag, temos

1 /3 1 /! 2
S dr == | de= 2. 5.16
ag 3/39(56)56 3/11’ 5 (5.16)

De maneira anéloga para a,,, temos

1 /! 1 1 2
an:_/ COS(@>CZ$:_.S€H (@) — % sen (”_”> n=1,23-- (517)
1 3 3 —1 3

nim

Finalmente, para b,,, obtemos

1 1 1 1
bn:_/ sen <@> dx = —— - cos (@) =0, n=1,23,--- (5.18)
3/ 3 nmw 3 /-

Portanto, a série de Fourier de g é

3
134 Y3
v

- -~ +oe | (519

5.4 O Teorema de Fourier

Vimos na Se¢do 5.3 que, se uma série de Fourier como a que esta expressa na Equacao
(5.2) converge, ela define uma funcio f, periédica com periodo 2L. Neste caso, os coeficientes
a, ¢ b, sio determinados pelas formulas de Euler-Fourier, expressas pelas Equagdes (5.7) e
(5.8). No entanto, ndo mencionamos em que situacoes essa série converge. Existem exemplos
que mostram que uma série de Fourier correspondente a uma determinada funcdo f pode ndo
convergir para essa funcdo, ou pode até mesmo divergir. Fun¢des com essa caracteristica sao
simples de se construir.

Nesta secdo, apresentamos um resultado que nos mostra as condicdes para a convergéncia
de uma série de Fourier. Esse resultado € conhecido como O Teorema de convergéncia de Fou-
rier (ou, simplesmente, O Teorema de Fourier).

Para que uma série de Fourier de fato convirja para a fungcdo da qual calculamos os
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seus coeficientes, devemos antes estabelecer algumas condi¢des adicionais sobre a funcdo. De
acordo com [1], “de um ponto de vista prético, tais condi¢des devem ser fracas o suficiente
para cobrir todas as situacOes de interesse, e simples o suficiente para serem verificadas para
funcdes particulares” (p.315). Para cumprir esse proposito, diversos conjuntos de condigdes
foram desenvolvidas ao longo dos anos.

A préxima defini¢do tem fundamental importancia para o Teorema de Fourier.

Definicao 5.5 (Funcao seccionalmente continua). Uma funcido f € dita seccionalmente
continua sobre um intervalo [a,b] se esse intervalo puder ser subdividido em um nimero
finito de pontos a < o9 < 1 < -+ < ®, < b, de modo que f € continua em cada
subintervalo aberto ;1 < * < x;, ¢ = 1,--- ,n. Além disso, o limite da func¢do f nas

extremidades de cada subintervalo, quando aproximadas do interior do intervalo, € finito.

Em outras palavras, uma fung¢io é seccionalmente continua no intervalo [a, b] se ela for
continua em todo intervalo, com exce¢do de um nimero finito de pontos g < -+ < =,
deste intervalo, ou seja, a funcdo nao precisa estar definida nos pontos da parti¢do z;. Ob-
servemos que, se uma fun¢do f é continua, entdo obviamente ela é seccionalmente continua.
Notemos ainda que uma fungdo continua possui derivada continua, e, sendo assim, f’ também

¢ seccionalmente continua (certamente, f’ ndo existe onde f é descontinua).

Figura 5.6: Fung¢do seccionalmente continua

e

Fonte: Arquivo pessoal

No Teorema enunciado a seguir, utilizamos a notagdo f(a+) para denotar o limite
lateral pela direita (o limite de f(z) quando « tende a a pela direita) e f(a—) para denotar o

limite lateral pela esquerda (o limite de f(x) quando x tende a a pela esquerda).

Teorema 5.6 (Teorema de convergéncia de Fourier). Sejam f e f’ fungdes seccionalmente
continuas no intervalo —L < x < L. Suponhamos que f esteja definida fora do intervalo
[—L, L], de modo que seja periddica com periodo 2L. Entdo, f pode ser representada como
uma série de Fourier como a que estd expressa na Equacgao (5.6), cujos coeficientes sao dados

pelas Equacdes (5.7) e (5.8). A série mencionada converge para a prépria f(x) em todos os
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. f(z+) + f(z—)
pontos onde a funcdo f é continua, e converge para > em todos os pontos

onde f € descontinua.

Valem as seguintes observagdes:

f(x+) + f(z—)

€ o valor médio dos limites laterais no ponto . Nos pontos em

2
que a fungdo f é continua, f(x+) = f(x—) = f(x), ou seja, a série de Fourier
f(z+) + f(z—) _
converge para > em todos os pontos;

e Considera-se as condi¢des dadas nesse teorema apenas como suficientes, porém nao sao

necessarias;

e Existem funcdes nao incluidas no teorema pelo fato de nao serem seccionalmente continuas,

1
e terem descontinuidades infinitas no intervalo [— L, L]. Por exemplo, as fungdes — e
T

1
—, tem limites laterais infinitos quando  — 0, assim como a fun¢ao In|z — L|, quando
T
x — L;
e De acordo com [1], existe a possibilidade de haver convergéncia de uma série de Fourier
para uma soma que nao € diferencidvel e nem continua, apesar de que todos os termos da

série (5.6) sejam infinitamente continuos e diferencidveis.

Exemplo 5.7. Reprodugdo do exemplo encontrado em [1], p.316.
Seja
0, - L<x<0

= 5.20
/(@) {L oo (5.20)

e seja f definida também fora desse intervalo, de modo que f(x + 2L) = f(x) para
todo x. Vamos encontrar a série de Fourier dessa funcdo e determinar onde ela converge.
Pode-se pensar no gréifico dessa fungdo como a onda quadrada representada na Fi-

gura 5.7.

Figura 5.7: Gréfico da fun¢ao do Exemplo 5.7

L
I
3L —2L —L L 2L

Fonte: Arquivo pessoal

O intervalo [—L, L] pode ser particionado em dois subintervalos abertos, (—L,0) e
(0,L). Em (0, L), f(z) = Le f'(z) = 0, e as fungdes f e f’ sdo continuas e seus limites
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existem quando x — 0" e x — L~. Uma situacdo semelhante acontece em (—L, 0). Logo,
tanto f quanto f’ sdo seccionalmente continuas no intervalo [— L, L), de modo que f satisfaz
as condicdes do teorema de convergéncia. Se pudermos calcular os coeficientes a,, e b, pelas
Equacdes (5.7) e (5.8), entdo a convergéncia da série esta garantida em todos os pontos onde
f é continua. Notemos que os valores desses coeficientes sdo 0os mesmos, independentemente
da defini¢do da funcdo nos pontos de descontinuidade, e isso acontece porque o valor de uma
integral nao é afetado quando se muda o integrando em um numero finito de pontos.

Da Equacao (5.7), temos

1 L L
ag = Z/Lf(x)dx: /Ld:c = L. (5.21)

L L
a, = %/L f(x) - cos (?) dr = /0 cos (?) dr =0, n#0. (5.22)

Analogamente, da Equacao (5.8),

bn:%/zf(a:)-sen <ﬂLx) da::/OLsen (n_z:v) dx

L 0, n par
= — (1 —cosnm)=4¢ 2L (5.23)
mm —, n impar
nm

Portanto, a série de Fourier que representa a Funcao (5.20) é

(@) L n 2L (m;) n 1 3rx n 1 STx N
= =4 — nl— —sen | — —sen [ —
o 2 T e L 35e L 5Se L

v sen (mrx) . sen {(2”_ 1)7Tx]
L 2L I L 2L L
e W -~ L/ 4 5.24
2+7T n% 2+7T ; 2n —1 ( )

Nos pontos x = 0 e x = +nL, onde a funcdo f ndo é continua, todos os termos na série

apos o primeiro desaparecem, € a soma € 2 que € o valor médio dos limites laterais. Podemos,
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. L
por exemplo, definir f nesses pontos como tendo o valor 7 Se escolhermos outros valores,

L L . .
a série ainda nos d4 o valor 3 nesses pontos, ja que ndo ha modificacdo em nenhum célculo
efetuado anteriormente, e a série simplesmente nao converge para esses pontos a menos que f

tome esses valores.

Exemplo 5.8. Reproducdo do exemplo encontrado em [1], p. 320.
Seja h(z) = z,—L < x < L, e seja h(—L) = h(L) = 0. Seja h definida no restante da
reta de modo a ser periddica com periodo 2L. Vamos encontrar a série de Fourier dessa fungdo.

A funcdo definida no enunciado € conhecida como dente de serra (ver Figura 5.8).

Figura 5.8: Fung¢do dente de serra

n

- /

Fonte: Arquivo pessoal

Realizando todos os procedimentos ja conhecidos, encontramos os coeficientes de Fou-

rier da func¢do h, que sdo dados por

a, =0, n=0,1,2,---

e o ()= () [ (5) () = (),

2L

(_1)7L+17 n = 1727"' .
ni

Portanto, a série de Fourier da funcio h (fungdo dente de serra) é

flz) = % : i U™ e <@> . (5.25)

L
n=1 n
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A fungdo periddica h € descontinua nos pontos £, +3L, - - -. Nesses pontos, a série da

Equacao (5.25) converge para o valor médio dos limites a esquerda e a direita, a saber, zero.



Capitulo 6
Consideracoes Finais

A Trigonometria oferece um abundante material tedrico e pratico para os alunos e os pro-
fessores de todos os niveis de ensino, bem como para pesquisadores das mais diversas ciéncias
e areas do conhecimento humano. Devido as inimeras aplicacdes dessa parte da Matematica
em situacoes reais, alguns autores chegam a considerd-la como uma ciéncia a parte que faz uso
dos atributos da Matematica para se desenvolver. Observa-se, no entanto, que esse objeto de
estudo da Matemadtica dificilmente € aproveitado de forma prolifica, tanto por alunos quanto por
professores, que por muitas vezes acabam tratando-o apenas como uma parte do curriculo a ser
cumprida e posteriormente esquecida, talvez por nao entenderem a sua real utilidade no mundo
real.

No desenvolvimento desta monografia, mostramos a real importancia da Trigonometria
e de seus estudos tedricos, suas aplicagdes tedricas e suas aplicagdes praticas, tanto para a Ma-
temdtica quanto para outras ciéncias e areas do conhecimento humano. A proposta inicial do
trabalho era apresentar algumas aplicagdes da Trigonometria em ciéncias e dreas como Enge-
nharia Civil, Astronomia, Fisica, Musica, e também na propria Matematica. No decorrer da
pesquisa, observamos que as discussdes seriam demasiadamente longas e cansativas, e entao
decidimos limitar os estudos e apresentar aplicacdes da Trigonometria em duas dessas dreas
citadas.

Para cumprir com o objetivo do trabalho, apresentamos diversas defini¢des, teoremas e
exemplos tedricos e praticos de Trigonometria, além de realizar um experimento prético simples
que mostra uma aplicagdo da Trigonometria na Fisica. O estudo das séries de Fourier nos
proporcionou uma nova visao a respeito da Trigonometria na propria Matematica, além de
possibilitar a abertura de novos horizontes para futuros estudos a respeito desse tema. Todas as
aplicacdes estudadas nos mostraram que o conhecimento tedrico de Trigonometria € essencial
para o entendimento da pratica.

O contexto historico empregado na abertura de duas secdes do trabalho serviu tanto para

evidenciar o quao fascinante € a histéria da Matematica, e, em particular, a histéria da Trigono-
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metria, como também serviu de introducdo para os assuntos tratados nos respectivos capitulos.
Nesse sentido, observamos que a histéria da Matemaética enriquece as discussdes, tendo em
vista que nos leva a conhecer a origem e a forma primitiva dos conhecimentos matematicos
outrora produzidos pela humanidade, e que evoluiram significativamente através dos anos até

nos alcangar nos dias de hoje.
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